3.4 Vlakken

Inleiding

Ook vlakken in de ruimte kun je beschrijven met vectorvoor-
stellingen. Alleen heb je dan twee parameters nodig. Je kunt
echter een vlak in de ruimte ook door middel van een vergelij-
king beschrijven. En dat geldt niet alleen voor platte vlakken,
maar voor allerlei oppervlakken...

Het werken met vergelijkingen van vlakken blijkt vaak han-
diger te zijn dan het gebruiken van parametervoorstellingen.

Figuur 1 Zie figuurapplet.

Je leert in dit onderwerp

« een vectorvoorstelling van een vlak opstellen;

« het begrip normaalvector en de normaalvector van een vlak opstellen;

« een vectorvoorstelling van een vlak omzetten in een vergelijking en omgekeerd;
« het snijpunt van een lijn en een vlak berekenen;

« de afstand van een punt tot een vlak berekenen.

Voorkennis

« met vectoren rekenen in 3D, het inproduct van twee vectoren gebruiken;
o werken met vectorvoorstellingen van lijnen in 3D.

Verkennen
Opgave V1
Je ziet hier een vlak door de drie punten A, B en C. De '
vergelijking van het vlak staat er bij. 6 4°
Controleer dat deze drie punten aan de vergelijking vol- 5 IC
doen. g1
Kun je de vergelijking eenvoudiger schrijven? ;3 .:.
Bekijk wat er met de vergelijking gebeurt als je één of g1
meer van de drie gegeven punten verschuift over de as. / !

+ + : 14
Welke (heel eenvoudige) vergelijking hoort er bij het ™" 7% 1Z7=50 4 _
Ox y-vlak? {1  MRce T,

fig Y
Waarom kun je de lijn AB niet met één vergelijking be- ‘E'/S.j:'—" — B 5o
schrijven, denk je? .
.

Wat stelt x + y = 4 in deze situatie voor?
Figuur 2 Zie figuurapplet.
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Uitleg 1

Je ziet hier een balk OABC.DEFG met A(3,0,0),
C(0,2,0) en D(0,0,2). Verder is M het midden van s
ABen N datvan AE.

In de vorige paragraaf heb je gezien dat een vec-
torvoorstelling van een lijn bepaald wordt door een
steunvector en een richtingsvector. Zo is een vec-
torvoorstelling van lijn DN bijvoorbeeld:

X 0 3
y|[=|0|+4]0 g .
z 2 -1 d

Je kunt ook een vectorvoorstelling van een vlak ge-
ven, alleen dan heb je naast een steunvector twee
richtingsvectoren nodig. Figuur 3 Zie figuurapplet.

—_— — P — e —
Voor elk punt P in het vlak MCDN geldt: OP=0D +p- DN +q- DC (waarbij in dit geval OD de

—_— —_—
steunvector is en DN en DC de richtingsvectoren).

X 0 3 0
Een vectorvoorstelling van dit vlak is daarom |y |=|0|+p-] 0 |+q-| 2
z 2 -1 -2

Dusis P(x,y,z) = (3p,2q,2 — p — 2q). Hieruit volgt: p = %x en q= %y.

Substitueer je dit in z = 2 — p — 2q, dan vind je de vergelijking x + 3y + 3z = 6.
Een vlak is in R3 dus met één vergelijking te beschrijven. Ga zelf na, dat de codrdinaten van M
inderdaad aan de vergelijking voldoen.

Je kunt vlak MC DN bijvoorbeeld ook met de volgende steunvector en richtingsvectoren aangeven:

—_—,— — —

OP=0C +u-CM +v-CD.

De twee richtingsvectoren moeten in ieder geval in het vlak liggen en niet evenwijdig lopen (geen
veelvoud van elkaar zijn).

Opgave 1
Bekijk Uitleg 1.
Controleer dat M in het vlak met vergelijking x + 3y + 3z = 6 ligt.

—_— — e e
Stel aan de hand van OP=0C +u- CM +v- CD een vectorvoorstelling op van vlak MCDN.

Stel van het vlak E FC een vectorvoorstelling en een vergelijking op.

Opgave 2

Bekijk weer Uitleg 1. Je ziet een vectorvoorstelling van lijn DN.

Laat zelf zien dat alle punten op die lijn voldoen aan x + 32 = 6.

Noem een paar punten die niet op lijn DN liggen, maar wel aan deze vergelijking voldoen.

Om de punten op de lijn DN te beschrijven heb je behalve x + 3z = 6 nog een vergelijking nodig.
Welke bijvoorbeeld?

PAGINA 2 MATH4ALL


https://content.math4all.nl/view?comp=vd-d3&subcomp=vd-d34&repo=m4a2015
https://ggbm.at/ksaygaRb
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot2
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot1

@ Meetkunde in 2D en 3D P Meetkunde in 3D P Viakken

Uitleg 2

In Uitleg 1 zag je dat de vectorvoorstelling van vlak
MCDN gegeven wordt door:

X 0 3 0
y|{=|0]l+p-]0|+q-|2
z 2 -1 -2

Je hebt gezien dat je dit vlak ook kunt beschrijven
door de vergelijking x + 3y + 3z = 6. Het bijzondere
aan deze vergelijking is dat de coéfficiénten voor de
X, y en z een vector vormen die loodrecht staat op
beide richtingsvectoren van het vlak MCDN.

1 3 0
-
n= | 3| staat loodrechtop | O | en | 2
3 -1 -2

Figuur 4 Zie figuurapplet.

7 staat daarom loodrecht op vlak MCDN en wordt wel de normaalvector van dit vlak genoemd.

Je kunt ook met behulp van de normaalvector de richtingsvectoren van het vlak bepalen. Daarvoor
moet je twee verschillende, niet evenwijdige of in elkaars verlengde liggende, vectoren bepalen die

loodrecht staan op de normaalvector.

De normaalvector is handig bij het berekenen van de afstand van een punt tot een vlak.

Stel, je wilt de afstand berekenen van punt O tot vlak MCDN. Dit is de lengte van het kortste

verbindingslijnstuk van punt O tot aan het vlak.

Eerst stel je een vectorvoorstelling op van lijn I door O loodrecht op het vlak:

X 0 1
l:ly|l=|0]|+p|3
z 0 3

Voor de richtingsvector gebruik je een normaalvector van het vlak.

Bepaal vervolgens het snijpunt S van lijn I met het vlak.

Je vindt S( 6 18 18).

19'19'19

De afstand van O tot vlak MCDN is |OS| = 1—69 19 = 1,38.

Opgave 3
Bestudeer Uitleg 2.

1

Controleer dat de normaalvector n= | 3 | inderdaad loodrecht staat op beide richtingsvectoren.

3

Andersom kun je de normaalvector van het vlak ook rechtstreeks uit de richtingsvectoren afleiden.
Bekijk de vectorvoorstelling van vlak M C DN nogmaals.

3 ., (0
De richtingsvectoren zijn DN=| 0 | en DC=| 2
-1 -2

Neem aan dat de normaalvector van het vlak n=

a
b
c

is. Deze normaalvector moet loodrecht staan

op elk van de twee richtingsvectoren, dus hun inproduct moet 0 zijn.
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Welke twee vergelijkingen in a, b en c levert dit op? Controleer dat a = 1, b = 3 en ¢ = 3 hier
inderdaad aan voldoen.

Stel nu zelf een vergelijking van het vlak MCDN op.

Maak op bovenstaande manier ook een vergelijking van vlak EFC.

Opgave 4

In Uitleg 2 staat dat je met behulp van de normaalvector de afstand kunnen berekenen van het punt
O tot het vlak MCDN door de lijn [ door O en loodrecht op het vlak te snijden met het vlak MCDN.

Stel een vectorvoorstelling op van lijn 1.
Bereken het snijpunt S van lijn I met vlak MCDN.
Rekennadatd (O, MCDN) = 1,38.

Bereken in twee decimalen de afstand van punt B naar het vlak MCDN.

Opgave 5

Een normaalvector van een vlak kun je berekenen door gebruik te maken van het uitwendig product
van beide richtingsvectoren. Het uitwendig product (of uitproduct) van twee vectoren stelt je in staat
om snel een normaalvector van een vlak te berekenen.

. I - (bx L - ayb, —a,by,
Het uitproduct van twee vectoren a= | a, | en b=|by |isaxb=]a,b, —ab, |
a, b, ayby, —ayby

- -

Met behulp van het inproduct kun je nagaan dat de vector d x b loodrecht op zowel d als b staat.
Het uitproduct is dus een normaalvector van twee gegeven vectoren. Zo kun je het uitproduct van
twee richtingsvectoren gebruiken om de normaalvector van een vlak te vinden.

- -

Laat met behulp van het inproduct zien, dat het uitproduct? x b van twee vectoren d en b een vector
-

is die inderdaad loodrecht op zowel d als b staat.

Vlak V gaat door de punten P(3,4,8), Q(6,1,5) en R(1,5,4). Stel met behulp van het uitproduct een

vergelijking van dit vlak op.

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden E

In R3 heeft
.o . - = —
« elke lijn een vectorvoorstelling van de vorm x=p +t- r;
» elk vlak een vectorvoorstelling van de vorm 7=_p) +u- r_{ +v- r_é

. - L= = = .
Hierin is telkens p een plaatsvector (of steunvector) en zijn r, r en r, richtingsvectoren.

Met de vector x wordt een vector vanuit O naar een willekeurig punt P(x,y,z) op de lijn of in het
vlak bedoeld. Een lijn wordt bepaald door twee punten, een vector tussen beide punten is een moge-
lijke richtingsvector. Een vlak wordt bepaald door drie punten (als die niet op één lijn liggen); twee
vectoren vanuit één van die punten naar de beide andere punten zijn mogelijke richtingsvectoren.

Elk vlak in R3 heeft ook een vergelijking van de vorm ax + by + cz = d.

a
De normaalvector van dit vlak is = b|.
c

Deze vector staat loodrecht op het vlak en dus op beide richtingsvectoren van het vlak.
De normaalvector is handig bij het berekenen van afstanden.
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Een normaalvector van een vlak kun je berekenen met het uitproduct van beide richtingsvectoren.

b, ayb, —a,b,,

a
X — N
a

—
Het uitproduct van de vectoren a= aylenb=|bylisaxb=|a,b,—a,b, |
a, b, ayby —ayby

- -
Deze vector a x b staat loodrecht op zowel dals b en is daarom de normaalvector van het vlak waar

= = A s
a en b de richtingsvectoren zijn.

Voorbeeld 1

Je ziet hier een balk OABC.DEFG met A(4,0,0), C(0,6,0)
en D(0,0,8).

Verder is M (0,6,4) en N (0,3,8).

Stel een vectorvoorstelling op van vlak EN M B.

Antwoord

Een vectorvoorstelling van een vlak bestaat uit een steun-
vector en twee richtingsvectoren (die niet evenwijdig lo-
pen).

Elk punt P van vlak EN M B is bijvoorbeeld te schrijven

_ — —_—
als: OP=0OE +p- EB +q- EN.

X 4 0 -4
Dusvlak ENMB: |y|=|0]+p| 6 |+q]| 3
V4 8 -8 0
Opgave 6 Figuur 5 Zie figuurapplet.

Bekijk Voorbeeld 1.

a Stel een vectorvoorstelling op van vlak ANF.

X 0 0 2
b Beschrijf het vlak met vectorvoorstelling |y |=|6]|+u|-3|+v]|-3
z 4 4 -2

Opgave 7

Gegeven is het vlak met vergelijking W : -2x +4y — 32 = 5.
Geef een vectorvoorstelling van vlak W.

Opgave 8
Gegeven zijn de punten A(-1,3,5), B(2,-6,2), C(-5,15,1) en D(0,2,-2).
a Waarom bestaat er geen vlak door de punten A, B en C?

b Stel een vectorvoorstelling en een vergelijking op van het vlak V door de punten A, B en D.
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Voorbeeld 2

Je ziet hier weer de balk OABC.DEFG met A(4,0,0),
C(0,6,0) en D(0,0,8).

Verder is M (0,6,4) en N (0,3,8).

Stel een vergelijking op van vlak EN M B en laat zien dat
het snijpunt S van de lijnen EM en BN in vlak ENMB
ligt.

Antwoord

Een vectorvoorstelling van EN M B:

X 4 0 -4
y|=10]+p| 3 |+q| 3
z 8 -4 0 —

0 -4 *
hulp van het uitproduct van r_{ =|3|en r_2)= 3
-4 0

3-0--4-3 12
r{xro=\1-4--4-0-0|=116
0-3-3--4 12

3
Je neemt n= |4 .
3

Door ook nog het punt (4,0,8) in te vullen, vind je de vergelijking van het vlak, namelijk:

ENMB:3x+4y+ 3z =36

Voor het snijpunt S van de lijnen EM en BN stel je de vectorvoorstellingen van

X 4 -2 X 4 -4
EM:|y|=|0|+r| 3 |enBN:|y|=]|6|+s]|-3]| aan elkaar gelijk.
z 8 -2 z 0 8

Dit geeft snijpunt S(%A,%).

Dit punt S voldoet aan de vergelijking van vlak EN M B en ligt dus in het vlak.

Opgave 9

Figuur 6 Zie figuurapplet.

In Voorbeeld 2 zie je hoe je het snijpunt van twee lijnen kunt berekenen en dan controleren dat dit

snijpunt inderdaad in het vlak ligt dat door beide lijnen gaat.

a Stel de vectorvoorstellingen van de lijnen EM en BN aan elkaar gelijk en laat zien dat S(%A 16)

inderdaad het snijpunt is van EM en BN.
b Vul de codrdinaten van S in de vergelijking van V in en laat zien dat het klopt.
¢ In welk punt snijdt het vlak EN M B de lijn FG?
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Opgave 10
X -1 1 2
Gegevenis hetvlak V:|y|=]|3 |+r|-5]|+s|2].
z 4 3 1
Stel een vergelijking op van vlak V.
X -1 3 X 2 4
Laat zien dat het snijpunt Svanlijnl: |y|=| 0 |+u|2]|enlinm:|y|=|3|+v|2]invlak V ligt.
z 5 2 z 2 6

Bereken de waarde van p als gegeven is dat punt P(Z,p,%) in vlak V ligt.

Opgave 11

Gegeven zijn de punten A(3,0,1), B(0,5,0) en C(0,2,6).

Omdat de punten veel ‘nullen’ bevatten, is er nog andere (handigere) manier om een vergelijking
van een vlak V door de punten A, B en C op te stellen.

Hoe luidt de algemene vergelijking van een vlak?

Vul de coordinaten van de punten A, B en C in de algemene vergelijking van een vlak in.
Je krijgt drie vergelijkingen met vier onbekenden.

Door nu slim één waarde te kiezen, liggen de andere drie waarden vast. Doe dit.
Geef ook een vergelijking van vlak V en controleer of de punten A, B en C inderdaad in vlak V
liggen.

Stel nu op dezelfde manier een vergelijking op van een vlak door de punten A(-2,0,3), B(0,4,0) en
C(6,1,0).

Voorbeeld 3
Gegeven is piramide T.OABC met A(4,0,0), B(4,4,0), s,
C(0,4,0) en T'(4,0,4). i i |
M is het midden van AT. AN ;
Bereken de coordinaten van het snijpunt van lijn CM en I \'\ i
vlak OBT. I\
| N s
M. N
~ 5\
Antwoord [ X
| ~o T
Ga na dat | | \G‘E Bl
| B P
4y g —a——r = Fe S
X 0 4 -t '______________E——!%"—-—-_‘
CM V| = 41+t]-4 ¥ El‘ b
z 0 2 . .
Figuur 7 Zie figuurapplet.
X 0 4 4
OBT:|y|=|0]|+p|l4]|+q|O
z 0 0 4

Met behulp van het uitproduct van beide richtingsvectoren vind je een normaalvector van vlak OBT.
Een vergelijking van OBT is x — y — z = 0.

Het punt (4t,4 — 4t,2t) is een willekeurig punt van lijn C M.
Dit punt ligt in vlak OBT als het voldoet aan de vergelijking x — y — 2 = 0.

Dit betekent: 4t — (4 — 4t) — 2t = 0. Je vindt: ¢ = 2.

Het snijpunt van CM en OBT is: S(%,%,%).
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Opgave 12
In Voorbeeld 3 wordt het snijpunt van lijn CM en een vlak OBT berekend.
Laat zien hoe je van vlak OBT een vergelijking opstelt en bereken daarmee zelf dit snijpunt.

Je kunt dit snijpunt ook berekenen zonder een vergelijking van vlak OBT te maken. Je kunt namelijk
gewoon met beide vectorvoorstellingen werken.
Bereken ook op deze manier de coordinaten van het snijpunt.

Bereken het snijpunt S van lijn OM en vlak BCT.

Geef een voorbeeld van een lijn die vlak BCT niet snijdt. Toon door berekening aan dat die lijn het
vlak inderdaad niet snijdt.

Opgave 13
X 3 2 X 0 2 1
Gegevenisdelijnl:|y|=]|3|+p|-1]|enhetvlakV:|y|=|1]|+q|3]|+T]|-1
z -1 2 z 0 0 5

Bereken de coordinaten van het snijpunt S van lijn [ en vlak V door de vectorvoorstellingen aan
elkaar gelijk te stellen.

Bereken de coordinaten van het snijpunt S van lijn I en vlak V door gebruik te maken van een
vergelijking van vlak V.

Voorbeeld 4
Gegeven is weer piramide T.OABC met A(4,0,0), s,
B(4,4,0), C(0,4,0) en T (4,0,4). A 2l
M is het midden van AT. AN i
Bereken de afstand van A tot vlak OBT, ofweld (A,OBT). | Xk i
|
| \\ Fik
Antwoord Mg ¥, __
| = X0 I
De vergelijking van vlak OBT is in Voorbeeld 3 gevon- | oy Q\f i
den: x—y—2z=0. I 1‘D\£H_1‘
Een lood.lijn door A op dit vlak heeft daarom de vector- Il o —4—"T _o v ?_;133 VY
voorstelling: - H B.{___—————- c i
X 4 1
Fi 8 Zie fi rapplet.
vl=lol+p|-1 iguur ie figuurapp
z 0 -1

Snijd deze loodlijn met vlak OBT om het punt in vlak OBT
te vinden dat het dichtst bij A ligt.

Een punt (4 + p,-p,-p) van deze loodlijn ligt in OBT als4+p—(-p) —(-p) =0, dus als p = -%.

Dit geeft het snijpunt S(%,%,%) van de loodlijn door A met vlak OBT.

wlﬂkwlﬁonu;

—
De lengte van AS= is nu de gevraagde afstand.

Dus d (A,0BT) = |A_S)| - \J(g)z + (%)2 + (%)2 - \/%8 —4/3~231.
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Opgave 14

In Voorbeeld 4 zie je hoe je de afstand van een punt tot een vlak kunt berekenen.
Bereken exact de afstand van punt T tot vlak BCM.

Opgave 15
Bekijk nogmaals Voorbeeld 4. Je wilt de afstand berekenen van lijn AB tot vlak OCT.
Waarom loopt de lijn AB evenwijdig met vlak OCT?

De afstand van een lijn en een vlak die evenwijdig aan elkaar lopen, bereken je door een willekeurig
punt te nemen van die lijn en de afstand te berekenen tot het vlak.
Bereken op deze manier exact de afstand van lijn AB tot het vlak OCT.

Verwerken

Opgave 16

Gegeven is de balk OABC.DEFG met A(6,0,0), C(0,4,0) en D(0,0,4).

Punt P is het midden van AE en punt Q is het midden van DG.

Stel een vectorvoorstelling van lijn PQ op.

Stel een vectorvoorstelling van vlak ACD op

Stel een vergelijking van vlak ACD op.

Toon aan dat lijn PQ evenwijdig is met vlak ACD.

Bereken de afstand van punt F tot vlak ACD in twee decimalen nauwkeurig.

Onderzoek of de lijnen PQ en BG elkaar snijden.

Opgave 17
X 3 2 -3
Gegeven is vlak V met vectorvoorstelling | y | =4 |+ A| 3|+ | 2
z 0 0 1

Stel een vergelijking van vlak V op.
Gegeven is vlak W met vergelijking 2x + 4y — z = 10.

Stel een vectorvoorstelling van vlak W op.

Opgave 18

Gegeven is de kubus OABC.DEFG met A(4,0,0), C(0,4,0) en D(0,0,4).
Punt P is het midden van EF.
Het vlak V gaat door punt G en staat loodrecht op lijn OP.

Stel een vergelijking op van vlak V.
Stel een vectorvoorstelling op van vlak V.
Bereken de snijpunten van vlak V met de ribben van de kubus.

Je kunt nu vlak V in de kubus tekenen. Stel vectorvoorstellingen op van de snijlijnen van vlak V met
de kubus.

Bereken de snijpunten van vlak V met de drie coordinaatassen.

Bereken de afstand van punt P tot vlak V.

Opgave 19

Hier wordt de positie van een punt P in de ruimte beschreven. Omdat de coordinaten van P nog
variabelen bevat, beschrijft het punt een lijn of een vlak. Bepaal in het geval dat P een lijn beschrijft
een vectorvoorstelling van die lijn en bepaal in het geval dat P een vlak beschrijft een vergelijking
van dat vlak.

P=Q0Q+p+q,p+2q,p)
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P=p21,-3)+q(-4,-2,6)
P=(1-p+3q4—-p+q,-1+2p—-4q)
P=(1,01)+p2,-3,4)+q(-1,0,0)
P=(1-p,2+p,0)

Opgave 20

Gegeven is de regelmatige vierzijdige piramide T.OABC met A(4,0,0), C(0,4,0) en T'(2,2,6). Punt P
is het midden van ribbe OT.

Het vlak V door A, B en P snijdt ribbe CT in punt Q. Bereken de coordinaten van Q.
Toon aan dat vierhoek ABQP een trapezium is.

Bereken exact oppervlakte van vierhoek ABQP.

Bereken exact de afstand van T tot vlak ABQP.

Opgave 21

De punten A(6,0,0), B(0,6,0), C(-6,0,0), D(0,-6,0) en T(0,0,6) bepalen een regelmatig vierzijdige
piramide T.ABCD. Punt P is het midden van AT en punt Q ligt op BT zo, dat |BQ|: |QT|=1: 2.

Welke coordinaten moet punt Q hebben? Licht je antwoord toe.
Het vlak V door P, Q en D snijdt ribbe BC in punt R. Bereken de coordinaten van R.
Bereken de afstand van punt O tot vlak V. Rond af op twee decimalen.

S is het snijpunt van V met lijn AC. Bereken exact de lengte van lijnstuk PS.

Toepassen

Opgave 22: Afstandsformule punt tot viak

Stel in een cartesisch Oxyz-assenstelsel een algemene formule op voor de afstand van punt O tot
het vlak V gegeven door ax + by + cz =d.
Stel ook een algemene formule op van de afstand van P(pq,p,p3) tot dit vlak V.

Opgave 23: Zwaartepunt driehoek
AABC is gegeven door A(a,0,0), B(0,b,0) en C(0,0,c).
Geef de coordinaten van het zwaartepunt Z van deze driehoek.

Bereken de afstand van O tot Z.

Testen

Opgave 24

De afgeknotte balk OABC.DEFG wordt gegeven door A(8,0,0), B(8,6,0), C(0,6,0), D(0,0,10),
E(8,0,8) en G(0,6,6).

Bereken het snijpunt S van de lijnen EG en DF.
Stel een vergelijking op van het bovenvlak DEFG.
Bereken de coordinaten van het snijpunt van vlak DE FG met lijn OB.

Het vlak DE FG en het Oxy-vlak hebben een lijn gemeenschappelijk die de x-as in P en de y-as in
Q snijdt.

Bereken de lengte van PQ.
Bereken de afstand van punt A tot vlak DEFG.
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