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3.4 Vlakken

Inleiding

Figuur 1 Zie figuurapplet.

Ook vlakken in de ruimte kun je beschrijven met vectorvoor­

stellingen. Alleen heb je dan twee parameters nodig. Je kunt

echter een vlak in de ruimte ook door middel van een vergelij­

king beschrijven. En dat geldt niet alleen voor platte vlakken,

maar voor allerlei oppervlakken...

Het werken met vergelijkingen van vlakken blijkt vaak han­

diger te zijn dan het gebruiken van parametervoorstellingen.

Je leert in dit onderwerp

• een vectorvoorstelling van een vlak opstellen;

• het begrip normaalvector en de normaalvector van een vlak opstellen;

• een vectorvoorstelling van een vlak omzetten in een vergelijking en omgekeerd;

• het snijpunt van een lijn en een vlak berekenen;

• de afstand van een punt tot een vlak berekenen.

Voorkennis

• met vectoren rekenen in 3D, het inproduct van twee vectoren gebruiken;

• werken met vectorvoorstellingen van lijnen in 3D.

Verkennen

Opgave V1

Figuur 2 Zie figuurapplet.

Je ziet hier een vlak door de drie punten 𝐴, 𝐵 en 𝐶. De

vergelijking van het vlak staat er bij.

a Controleer dat deze drie punten aan de vergelijking vol­

doen.

b Kun je de vergelijking eenvoudiger schrijven?

c Bekijk wat er met de vergelijking gebeurt als je één of

meer van de drie gegeven punten verschuift over de as.

d Welke (heel eenvoudige) vergelijking hoort er bij het

𝑂𝑥𝑦-vlak?

e Waarom kun je de lijn 𝐴𝐵 niet met één vergelijking be­

schrijven, denk je?

f Wat stelt 𝑥+𝑦 = 4 in deze situatie voor?

https://ggbm.at/MeMYdGU7
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-oe1
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Uitleg 1

Figuur 3 Zie figuurapplet.

Je ziet hier een balk 𝑂𝐴𝐵𝐶.𝐷𝐸𝐹𝐺 met 𝐴(3,0,0),
𝐶(0,2,0) en 𝐷(0,0,2). Verder is 𝑀 het midden van

𝐴𝐵 en 𝑁 dat van 𝐴𝐸.

In de vorige paragraaf heb je gezien dat een vec­

torvoorstelling van een lijn bepaald wordt door een

steunvector en een richtingsvector. Zo is een vec­

torvoorstelling van lijn 𝐷𝑁 bijvoorbeeld:

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
0
2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝜆

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
0
-1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Je kunt ook een vectorvoorstelling van een vlak ge­

ven, alleen dan heb je naast een steunvector twee

richtingsvectoren nodig.

Voor elk punt 𝑃 in het vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁 geldt: 𝑂𝑃
→→→→→→

=𝑂𝐷
→→→→→→

+𝑝⋅ 𝐷𝑁
→→→→→→→

+𝑞⋅ 𝐷𝐶
→→→→→→

(waarbij in dit geval 𝑂𝐷
→→→→→→

de

steunvector is en 𝐷𝑁
→→→→→→→

en 𝐷𝐶
→→→→→→

de richtingsvectoren).

Een vectorvoorstelling van dit vlak is daarom
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
0
2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑝 ⋅

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
0
-1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑞 ⋅

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
2
-2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Dus is 𝑃(𝑥,𝑦,𝑧) = (3𝑝,2𝑞,2 − 𝑝− 2𝑞). Hieruit volgt: 𝑝 = 1
3𝑥 en 𝑞 = 1

2𝑦.

Substitueer je dit in 𝑧 = 2 − 𝑝− 2𝑞, dan vind je de vergelijking 𝑥+ 3𝑦+ 3𝑧 = 6.

Een vlak is in ℝ3 dus met één vergelijking te beschrijven. Ga zelf na, dat de coördinaten van 𝑀
inderdaad aan de vergelijking voldoen.

Je kunt vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁 bijvoorbeeld ook met de volgende steunvector en richtingsvectoren aangeven:

𝑂𝑃
→→→→→→

=𝑂𝐶
→→→→→→

+𝑢⋅ 𝐶𝑀
→→→→→→→

+𝑣⋅ 𝐶𝐷
→→→→→→

.

De twee richtingsvectoren moeten in ieder geval in het vlak liggen en niet evenwijdig lopen (geen

veelvoud van elkaar zijn).

Opgave 1

Bekijk Uitleg 1.

a Controleer dat 𝑀 in het vlak met vergelijking 𝑥+ 3𝑦+ 3𝑧 = 6 ligt.

b Stel aan de hand van 𝑂𝑃
→→→→→→

=𝑂𝐶
→→→→→→

+𝑢⋅ 𝐶𝑀
→→→→→→→

+𝑣⋅ 𝐶𝐷
→→→→→→

een vectorvoorstelling op van vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁.

c Stel van het vlak 𝐸𝐹𝐶 een vectorvoorstelling en een vergelijking op.

Opgave 2

Bekijk weer Uitleg 1. Je ziet een vectorvoorstelling van lijn 𝐷𝑁.

a Laat zelf zien dat alle punten op die lijn voldoen aan 𝑥+ 3𝑧 = 6.

b Noem een paar punten die niet op lijn 𝐷𝑁 liggen, maar wel aan deze vergelijking voldoen.

c Om de punten op de lijn 𝐷𝑁 te beschrijven heb je behalve 𝑥 + 3𝑧 = 6 nog een vergelijking nodig.

Welke bijvoorbeeld?

https://content.math4all.nl/view?comp=vd-d3&subcomp=vd-d34&repo=m4a2015
https://ggbm.at/ksaygaRb
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot2
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot1
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Uitleg 2

Figuur 4 Zie figuurapplet.

InUitleg 1 zag je dat de vectorvoorstelling van vlak

𝑀𝐶𝐷𝑁 gegeven wordt door:

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
0
2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑝 ⋅

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
0
-1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑞 ⋅

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
2
-2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Je hebt gezien dat je dit vlak ook kunt beschrijven

door de vergelijking 𝑥+3𝑦+3𝑧 = 6. Het bijzondere

aan deze vergelijking is dat de coëfficiënten voor de

𝑥, 𝑦 en 𝑧 een vector vormen die loodrecht staat op

beide richtingsvectoren van het vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁.

𝑛→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
3
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

staat loodrecht op
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
0
-1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

en
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
2
-2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

𝑛→ staat daarom loodrecht op vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁 en wordt wel de normaalvector van dit vlak genoemd.

Je kunt ook met behulp van de normaalvector de richtingsvectoren van het vlak bepalen. Daarvoor

moet je twee verschillende, niet evenwijdige of in elkaars verlengde liggende, vectoren bepalen die

loodrecht staan op de normaalvector.

De normaalvector is handig bij het berekenen van de afstand van een punt tot een vlak.

Stel, je wilt de afstand berekenen van punt 𝑂 tot vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁. Dit is de lengte van het kortste

verbindingslijnstuk van punt 𝑂 tot aan het vlak.

Eerst stel je een vectorvoorstelling op van lijn 𝑙 door 𝑂 loodrecht op het vlak:

𝑙 :
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑝

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
3
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Voor de richtingsvector gebruik je een normaalvector van het vlak.

Bepaal vervolgens het snijpunt 𝑆 van lijn 𝑙 met het vlak.

Je vindt 𝑆( 6
19,

18
19,

18
19).

De afstand van 𝑂 tot vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁 is |𝑂𝑆| = 6
19
√19 ≈ 1,38.

Opgave 3

Bestudeer Uitleg 2.

a Controleer dat de normaalvector 𝑛→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
3
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

inderdaad loodrecht staat op beide richtingsvectoren.

Andersom kun je de normaalvector van het vlak ook rechtstreeks uit de richtingsvectoren afleiden.

Bekijk de vectorvoorstelling van vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁 nogmaals.

De richtingsvectoren zijn 𝐷𝑁
→→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
0
-1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

en 𝐷𝐶
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
2
-2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Neem aan dat de normaalvector van het vlak 𝑛→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎
𝑏
𝑐

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

is. Deze normaalvector moet loodrecht staan

op elk van de twee richtingsvectoren, dus hun inproduct moet 0 zijn.

https://content.math4all.nl/view?comp=vd-d3&subcomp=vd-d34&repo=m4a2015
https://ggbm.at/ksaygaRb
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot7
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b Welke twee vergelijkingen in 𝑎, 𝑏 en 𝑐 levert dit op? Controleer dat 𝑎 = 1, 𝑏 = 3 en 𝑐 = 3 hier

inderdaad aan voldoen.

c Stel nu zelf een vergelijking van het vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁 op.

d Maak op bovenstaande manier ook een vergelijking van vlak 𝐸𝐹𝐶.

Opgave 4

In Uitleg 2 staat dat je met behulp van de normaalvector de afstand kunnen berekenen van het punt

𝑂 tot het vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁 door de lijn 𝑙 door 𝑂 en loodrecht op het vlak te snijden met het vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁.

a Stel een vectorvoorstelling op van lijn 𝑙.
b Bereken het snijpunt 𝑆 van lijn 𝑙 met vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁.

c Reken na dat d (𝑂,𝑀𝐶𝐷𝑁) ≈ 1,38.

d Bereken in twee decimalen de afstand van punt 𝐵 naar het vlak 𝑀𝐶𝐷𝑁.

Opgave 5

Een normaalvector van een vlak kun je berekenen door gebruik te maken van het uitwendig product

van beide richtingsvectoren. Het uitwendig product (of uitproduct) van twee vectoren stelt je in staat

om snel een normaalvector van een vlak te berekenen.

Het uitproduct van twee vectoren 𝑎→=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎𝑥
𝑎𝑦
𝑎𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

en 𝑏
→
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏𝑥
𝑏𝑦
𝑏𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

is 𝑎→× 𝑏
→
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎𝑦𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦
𝑎𝑧𝑏𝑥 − 𝑎𝑥𝑏𝑧
𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Met behulp van het inproduct kun je nagaan dat de vector 𝑎→× 𝑏
→

loodrecht op zowel 𝑎→ als 𝑏
→

staat.

Het uitproduct is dus een normaalvector van twee gegeven vectoren. Zo kun je het uitproduct van

twee richtingsvectoren gebruiken om de normaalvector van een vlak te vinden.

a Laat met behulp van het inproduct zien, dat het uitproduct 𝑎→× 𝑏
→

van twee vectoren 𝑎→en 𝑏
→

een vector

is die inderdaad loodrecht op zowel 𝑎→als 𝑏
→

staat.

b Vlak 𝑉 gaat door de punten 𝑃(3,4,8), 𝑄(6,1,5) en 𝑅(1,5,4). Stel met behulp van het uitproduct een

vergelijking van dit vlak op.

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

In ℝ3 heeft

• elke lijn een vectorvoorstelling van de vorm 𝑥→=𝑝→+𝑡⋅ 𝑟→;

• elk vlak een vectorvoorstelling van de vorm 𝑥→=𝑝→+𝑢⋅ 𝑟1
→ +𝑣⋅ 𝑟2

→
.

Hierin is telkens 𝑝→ een plaatsvector (of steunvector) en zijn 𝑟→, 𝑟1
→

en 𝑟2
→

richtingsvectoren.

Met de vector 𝑥→wordt een vector vanuit 𝑂 naar een willekeurig punt 𝑃(𝑥,𝑦,𝑧) op de lijn of in het

vlak bedoeld. Een lijn wordt bepaald door twee punten, een vector tussen beide punten is een moge­

lijke richtingsvector. Een vlak wordt bepaald door drie punten (als die niet op één lijn liggen); twee

vectoren vanuit één van die punten naar de beide andere punten zijn mogelijke richtingsvectoren.

Elk vlak in ℝ3 heeft ook een vergelijking van de vorm 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦+ 𝑐𝑧 = 𝑑.

De normaalvector van dit vlak is 𝑛→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎
𝑏
𝑐

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Deze vector staat loodrecht op het vlak en dus op beide richtingsvectoren van het vlak.

De normaalvector is handig bij het berekenen van afstanden.

https://content.math4all.nl/view?comp=vd-d3&subcomp=vd-d34&repo=m4a2015
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot3
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot6
https://math4all.pragma-pod.nl/resources/otherfiles/vd-d34-th1-cs.pdf
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Een normaalvector van een vlak kun je berekenen met het uitproduct van beide richtingsvectoren.

Het uitproduct van de vectoren 𝑎→=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎𝑥
𝑎𝑦
𝑎𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

en 𝑏
→
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏𝑥
𝑏𝑦
𝑏𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

is 𝑎→× 𝑏
→
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎𝑦𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦
𝑎𝑧𝑏𝑥 − 𝑎𝑥𝑏𝑧
𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Deze vector 𝑎→× 𝑏
→

staat loodrecht op zowel 𝑎→als 𝑏
→

en is daarom de normaalvector van het vlak waar

𝑎→en 𝑏
→

de richtingsvectoren zijn.

Voorbeeld 1

Figuur 5 Zie figuurapplet.

Je ziet hier een balk𝑂𝐴𝐵𝐶.𝐷𝐸𝐹𝐺met𝐴(4,0,0),𝐶(0,6,0)
en 𝐷(0,0,8).
Verder is 𝑀(0,6,4) en 𝑁(0,3,8).
Stel een vectorvoorstelling op van vlak 𝐸𝑁𝑀𝐵.

Antwoord

Een vectorvoorstelling van een vlak bestaat uit een steun­

vector en twee richtingsvectoren (die niet evenwijdig lo­

pen).

Elk punt 𝑃 van vlak 𝐸𝑁𝑀𝐵 is bijvoorbeeld te schrijven

als: 𝑂𝑃
→→→→→→

=𝑂𝐸
→→→→→→

+𝑝⋅ 𝐸𝐵
→→→→→→

+𝑞⋅ 𝐸𝑁
→→→→→→

.

Dus vlak 𝐸𝑁𝑀𝐵:
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
0
8

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑝

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
6
-8

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑞

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-4
3
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Opgave 6

Bekijk Voorbeeld 1.

a Stel een vectorvoorstelling op van vlak 𝐴𝑁𝐹.

b Beschrijf het vlak met vectorvoorstelling
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
6
4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑢

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
-3
4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑣

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2
-3
-2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Opgave 7

Gegeven is het vlak met vergelijking 𝑊 : -2𝑥 + 4𝑦− 3𝑧 = 5.

Geef een vectorvoorstelling van vlak 𝑊.

Opgave 8

Gegeven zijn de punten 𝐴(-1,3,5), 𝐵(2, -6,2), 𝐶(-5,15,1) en 𝐷(0,2, -2).
a Waarom bestaat er geen vlak door de punten 𝐴, 𝐵 en 𝐶?

b Stel een vectorvoorstelling en een vergelijking op van het vlak 𝑉 door de punten 𝐴, 𝐵 en 𝐷.

https://content.math4all.nl/view?comp=vd-d3&subcomp=vd-d34&repo=m4a2015
https://ggbm.at/SxBFRx49
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot9
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot10
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Voorbeeld 2

Figuur 6 Zie figuurapplet.

Je ziet hier weer de balk 𝑂𝐴𝐵𝐶.𝐷𝐸𝐹𝐺 met 𝐴(4,0,0),
𝐶(0,6,0) en 𝐷(0,0,8).
Verder is 𝑀(0,6,4) en 𝑁(0,3,8).
Stel een vergelijking op van vlak 𝐸𝑁𝑀𝐵 en laat zien dat

het snijpunt 𝑆 van de lijnen 𝐸𝑀 en 𝐵𝑁 in vlak 𝐸𝑁𝑀𝐵
ligt.

Antwoord

Een vectorvoorstelling van 𝐸𝑁𝑀𝐵:

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
0
8

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑝

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
3
-4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑞

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-4
3
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Een normaalvector 𝑛→ van vlak 𝐸𝑁𝑀𝐵 bepaal je met be­

hulp van het uitproduct van 𝑟1
→=

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
3
-4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

en 𝑟2
→=

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-4
3
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
:

𝑟1
→ × 𝑟2

→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3 ⋅ 0 − -4 ⋅3
-4 ⋅ -4 − 0 ⋅ 0
0 ⋅ 3 − 3 ⋅ -4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

12
16
12

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Je neemt 𝑛→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
4
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Door ook nog het punt (4,0,8) in te vullen, vind je de vergelijking van het vlak, namelijk:

𝐸𝑁𝑀𝐵: 3𝑥 + 4𝑦+ 3𝑧 = 36
Voor het snijpunt 𝑆 van de lijnen 𝐸𝑀 en 𝐵𝑁 stel je de vectorvoorstellingen van

𝐸𝑀:
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
0
8

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑟

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-2
3
-2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

en 𝐵𝑁:
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
6
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-4
-3
8

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

aan elkaar gelijk.

Dit geeft snijpunt 𝑆(43,4,
16
3 ).

Dit punt 𝑆 voldoet aan de vergelijking van vlak 𝐸𝑁𝑀𝐵 en ligt dus in het vlak.

Opgave 9

In Voorbeeld 2 zie je hoe je het snijpunt van twee lijnen kunt berekenen en dan controleren dat dit

snijpunt inderdaad in het vlak ligt dat door beide lijnen gaat.

a Stel de vectorvoorstellingen van de lijnen 𝐸𝑀 en 𝐵𝑁 aan elkaar gelijk en laat zien dat 𝑆(43,4,
16
3 )

inderdaad het snijpunt is van 𝐸𝑀 en 𝐵𝑁.

b Vul de coördinaten van 𝑆 in de vergelijking van 𝑉 in en laat zien dat het klopt.

c In welk punt snijdt het vlak 𝐸𝑁𝑀𝐵 de lijn 𝐹𝐺?

https://content.math4all.nl/view?comp=vd-d3&subcomp=vd-d34&repo=m4a2015
https://ggbm.at/SxBFRx49
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Opgave 10

Gegeven is het vlak 𝑉 :
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-1
3
4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑟

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
-5
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2
2
1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

a Stel een vergelijking op van vlak 𝑉.

b Laat zien dat het snijpunt 𝑆 van lijn 𝑙 :
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-1
0
5

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+𝑢

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
2
2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

en lijn 𝑚 :
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2
3
2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+𝑣

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
2
6

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

in vlak 𝑉 ligt.

c Bereken de waarde van 𝑝 als gegeven is dat punt 𝑃(2,𝑝,12) in vlak 𝑉 ligt.

Opgave 11

Gegeven zijn de punten 𝐴(3,0,1), 𝐵(0,5,0) en 𝐶(0,2,6).
Omdat de punten veel ‘nullen’ bevatten, is er nog andere (handigere) manier om een vergelijking

van een vlak 𝑉 door de punten 𝐴, 𝐵 en 𝐶 op te stellen.

a Hoe luidt de algemene vergelijking van een vlak?

b Vul de coördinaten van de punten 𝐴, 𝐵 en 𝐶 in de algemene vergelijking van een vlak in.

Je krijgt drie vergelijkingen met vier onbekenden.

c Door nu slim één waarde te kiezen, liggen de andere drie waarden vast. Doe dit.

Geef ook een vergelijking van vlak 𝑉 en controleer of de punten 𝐴, 𝐵 en 𝐶 inderdaad in vlak 𝑉
liggen.

d Stel nu op dezelfde manier een vergelijking op van een vlak door de punten 𝐴(-2,0,3), 𝐵(0,4,0) en

𝐶(6,1,0).

Voorbeeld 3

Figuur 7 Zie figuurapplet.

Gegeven is piramide 𝑇.𝑂𝐴𝐵𝐶 met 𝐴(4,0,0), 𝐵(4,4,0),
𝐶(0,4,0) en 𝑇(4,0,4).
𝑀 is het midden van 𝐴𝑇.

Bereken de coördinaten van het snijpunt van lijn 𝐶𝑀 en

vlak 𝑂𝐵𝑇.

Antwoord

Ga na dat

𝐶𝑀:
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
4
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑡

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
-4
2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑂𝐵𝑇:
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑝

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
4
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑞

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
0
4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Met behulp van het uitproduct van beide richtingsvectoren vind je een normaalvector van vlak 𝑂𝐵𝑇.

Een vergelijking van 𝑂𝐵𝑇 is 𝑥−𝑦− 𝑧 = 0.

Het punt (4𝑡,4 − 4𝑡,2𝑡) is een willekeurig punt van lijn 𝐶𝑀.

Dit punt ligt in vlak 𝑂𝐵𝑇 als het voldoet aan de vergelijking 𝑥−𝑦− 𝑧 = 0.

Dit betekent: 4𝑡 − (4 − 4𝑡) − 2𝑡 = 0. Je vindt: 𝑡 = 2
3.

Het snijpunt van 𝐶𝑀 en 𝑂𝐵𝑇 is: 𝑆(83,
4
3,
4
3).

https://content.math4all.nl/view?comp=vd-d3&subcomp=vd-d34&repo=m4a2015
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Opgave 12

In Voorbeeld 3 wordt het snijpunt van lijn 𝐶𝑀 en een vlak 𝑂𝐵𝑇 berekend.

a Laat zien hoe je van vlak 𝑂𝐵𝑇 een vergelijking opstelt en bereken daarmee zelf dit snijpunt.

b Je kunt dit snijpunt ook berekenen zonder een vergelijking van vlak 𝑂𝐵𝑇 te maken. Je kunt namelijk

gewoon met beide vectorvoorstellingen werken.

Bereken ook op deze manier de coördinaten van het snijpunt.

c Bereken het snijpunt 𝑆 van lijn 𝑂𝑀 en vlak 𝐵𝐶𝑇.

d Geef een voorbeeld van een lijn die vlak 𝐵𝐶𝑇 niet snijdt. Toon door berekening aan dat die lijn het

vlak inderdaad niet snijdt.

Opgave 13

Gegeven is de lijn 𝑙 :
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
3
-1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑝

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2
-1
2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

en het vlak 𝑉 :
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
1
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑞

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2
3
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑟

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
-1
5

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

a Bereken de coördinaten van het snijpunt 𝑆 van lijn 𝑙 en vlak 𝑉 door de vectorvoorstellingen aan

elkaar gelijk te stellen.

b Bereken de coördinaten van het snijpunt 𝑆 van lijn 𝑙 en vlak 𝑉 door gebruik te maken van een

vergelijking van vlak 𝑉.

Voorbeeld 4

Figuur 8 Zie figuurapplet.

Gegeven is weer piramide 𝑇.𝑂𝐴𝐵𝐶 met 𝐴(4,0,0),
𝐵(4,4,0), 𝐶(0,4,0) en 𝑇(4,0,4).
𝑀 is het midden van 𝐴𝑇.

Bereken de afstand van𝐴 tot vlak𝑂𝐵𝑇, ofwel d (𝐴,𝑂𝐵𝑇).

Antwoord

De vergelijking van vlak 𝑂𝐵𝑇 is in Voorbeeld 3 gevon­

den: 𝑥−𝑦− 𝑧 = 0.

Een loodlijn door 𝐴 op dit vlak heeft daarom de vector­

voorstelling:

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝑝

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
-1
-1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Snijd deze loodlijn met vlak𝑂𝐵𝑇 om het punt in vlak𝑂𝐵𝑇
te vinden dat het dichtst bij 𝐴 ligt.

Een punt (4 + 𝑝, -𝑝, -𝑝) van deze loodlijn ligt in 𝑂𝐵𝑇 als 4 + 𝑝− (-𝑝) − (-𝑝) = 0, dus als 𝑝 = -
4
3.

Dit geeft het snijpunt 𝑆(83,
4
3,
4
3) van de loodlijn door 𝐴 met vlak 𝑂𝐵𝑇.

De lengte van 𝐴𝑆
→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

-
4
3
4
3
4
3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

is nu de gevraagde afstand.

Dus d (𝐴,𝑂𝐵𝑇) = ∣𝐴𝑆
→→→→→

∣ = √(-43)
2
+ (43)

2
+ (43)

2
= √489 = 4

3
√3 ≈ 2,31.

https://content.math4all.nl/view?comp=vd-d3&subcomp=vd-d34&repo=m4a2015
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot5
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20vd-d34-ot14
https://ggbm.at/xmU73hsE


MEETKUNDE IN 2D EN 3D � MEETKUNDE IN 3D � VLAKKEN

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWO PAGINA 9

Opgave 14

In Voorbeeld 4 zie je hoe je de afstand van een punt tot een vlak kunt berekenen.

Bereken exact de afstand van punt 𝑇 tot vlak 𝐵𝐶𝑀.

Opgave 15

Bekijk nogmaals Voorbeeld 4. Je wilt de afstand berekenen van lijn 𝐴𝐵 tot vlak 𝑂𝐶𝑇.

a Waarom loopt de lijn 𝐴𝐵 evenwijdig met vlak 𝑂𝐶𝑇?

b De afstand van een lijn en een vlak die evenwijdig aan elkaar lopen, bereken je door een willekeurig

punt te nemen van die lijn en de afstand te berekenen tot het vlak.

Bereken op deze manier exact de afstand van lijn 𝐴𝐵 tot het vlak 𝑂𝐶𝑇.

Verwerken

Opgave 16

Gegeven is de balk 𝑂𝐴𝐵𝐶.𝐷𝐸𝐹𝐺 met 𝐴(6,0,0), 𝐶(0,4,0) en 𝐷(0,0,4).
Punt 𝑃 is het midden van 𝐴𝐸 en punt 𝑄 is het midden van 𝐷𝐺.

a Stel een vectorvoorstelling van lijn 𝑃𝑄 op.

b Stel een vectorvoorstelling van vlak 𝐴𝐶𝐷 op

c Stel een vergelijking van vlak 𝐴𝐶𝐷 op.

d Toon aan dat lijn 𝑃𝑄 evenwijdig is met vlak 𝐴𝐶𝐷.

e Bereken de afstand van punt 𝐹 tot vlak 𝐴𝐶𝐷 in twee decimalen nauwkeurig.

f Onderzoek of de lijnen 𝑃𝑄 en 𝐵𝐺 elkaar snijden.

Opgave 17

a Gegeven is vlak 𝑉 met vectorvoorstelling
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
4
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝜆

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2
3
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
+ 𝜇

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-3
2
1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Stel een vergelijking van vlak 𝑉 op.

b Gegeven is vlak 𝑊 met vergelijking 2𝑥 + 4𝑦− 𝑧 = 10.

Stel een vectorvoorstelling van vlak 𝑊 op.

Opgave 18

Gegeven is de kubus 𝑂𝐴𝐵𝐶.𝐷𝐸𝐹𝐺 met 𝐴(4,0,0), 𝐶(0,4,0) en 𝐷(0,0,4).
Punt 𝑃 is het midden van 𝐸𝐹.

Het vlak 𝑉 gaat door punt 𝐺 en staat loodrecht op lijn 𝑂𝑃.

a Stel een vergelijking op van vlak 𝑉.

b Stel een vectorvoorstelling op van vlak 𝑉.

c Bereken de snijpunten van vlak 𝑉 met de ribben van de kubus.

d Je kunt nu vlak 𝑉 in de kubus tekenen. Stel vectorvoorstellingen op van de snijlijnen van vlak 𝑉 met

de kubus.

e Bereken de snijpunten van vlak 𝑉 met de drie coördinaatassen.

f Bereken de afstand van punt 𝑃 tot vlak 𝑉.

Opgave 19

Hier wordt de positie van een punt 𝑃 in de ruimte beschreven. Omdat de coördinaten van 𝑃 nog

variabelen bevat, beschrijft het punt een lijn of een vlak. Bepaal in het geval dat 𝑃 een lijn beschrijft

een vectorvoorstelling van die lijn en bepaal in het geval dat 𝑃 een vlak beschrijft een vergelijking

van dat vlak.

a 𝑃 = (1 + 𝑝+ 𝑞,𝑝 + 2𝑞,𝑝)

https://content.math4all.nl/view?comp=vd-d3&subcomp=vd-d34&repo=m4a2015
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b 𝑃 = 𝑝(2,1, -3) + 𝑞(-4, -2,6)
c 𝑃 = (1 − 𝑝+ 3𝑞,4 − 𝑝+ 𝑞, -1 + 2𝑝− 4𝑞)
d 𝑃 = (1,0,1) + 𝑝(2, -3,4) + 𝑞(-1,0,0)
e 𝑃 = (1 − 𝑝,2 + 𝑝,0)

Opgave 20

Gegeven is de regelmatige vierzijdige piramide 𝑇.𝑂𝐴𝐵𝐶 met 𝐴(4,0,0), 𝐶(0,4,0) en 𝑇(2,2,6). Punt 𝑃
is het midden van ribbe 𝑂𝑇.

a Het vlak 𝑉 door 𝐴, 𝐵 en 𝑃 snijdt ribbe 𝐶𝑇 in punt 𝑄. Bereken de coördinaten van 𝑄.

b Toon aan dat vierhoek 𝐴𝐵𝑄𝑃 een trapezium is.

c Bereken exact oppervlakte van vierhoek 𝐴𝐵𝑄𝑃.

d Bereken exact de afstand van 𝑇 tot vlak 𝐴𝐵𝑄𝑃.

Opgave 21

De punten 𝐴(6,0,0), 𝐵(0,6,0), 𝐶(-6,0,0), 𝐷(0, -6,0) en 𝑇(0,0,6) bepalen een regelmatig vierzijdige

piramide 𝑇.𝐴𝐵𝐶𝐷. Punt 𝑃 is het midden van 𝐴𝑇 en punt 𝑄 ligt op 𝐵𝑇 zo, dat |𝐵𝑄| : |𝑄𝑇| = 1 : 2.

a Welke coördinaten moet punt 𝑄 hebben? Licht je antwoord toe.

b Het vlak 𝑉 door 𝑃, 𝑄 en 𝐷 snijdt ribbe 𝐵𝐶 in punt 𝑅. Bereken de coördinaten van 𝑅.

c Bereken de afstand van punt 𝑂 tot vlak 𝑉. Rond af op twee decimalen.

d 𝑆 is het snijpunt van 𝑉 met lijn 𝐴𝐶. Bereken exact de lengte van lijnstuk 𝑃𝑆.

Toepassen

Opgave 22: Afstandsformule punt tot vlak

Stel in een cartesisch 𝑂𝑥𝑦𝑧-assenstelsel een algemene formule op voor de afstand van punt 𝑂 tot

het vlak 𝑉 gegeven door 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦+ 𝑐𝑧 = 𝑑.

Stel ook een algemene formule op van de afstand van 𝑃(𝑝1,𝑝2,𝑝3) tot dit vlak 𝑉.

Opgave 23: Zwaartepunt driehoek

Δ𝐴𝐵𝐶 is gegeven door 𝐴(𝑎,0,0), 𝐵(0,𝑏,0) en 𝐶(0,0,𝑐).
a Geef de coördinaten van het zwaartepunt 𝑍 van deze driehoek.

b Bereken de afstand van 𝑂 tot 𝑍.

Testen

Opgave 24

De afgeknotte balk 𝑂𝐴𝐵𝐶.𝐷𝐸𝐹𝐺 wordt gegeven door 𝐴(8,0,0), 𝐵(8,6,0), 𝐶(0,6,0), 𝐷(0,0,10),
𝐸(8,0,8) en 𝐺(0,6,6).

a Bereken het snijpunt 𝑆 van de lijnen 𝐸𝐺 en 𝐷𝐹.

b Stel een vergelijking op van het bovenvlak 𝐷𝐸𝐹𝐺.

c Bereken de coördinaten van het snijpunt van vlak 𝐷𝐸𝐹𝐺 met lijn 𝑂𝐵.

Het vlak 𝐷𝐸𝐹𝐺 en het 𝑂𝑥𝑦-vlak hebben een lijn gemeenschappelijk die de 𝑥-as in 𝑃 en de 𝑦-as in

𝑄 snijdt.

d Bereken de lengte van 𝑃𝑄.

e Bereken de afstand van punt 𝐴 tot vlak 𝐷𝐸𝐹𝐺.
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