4.4 Logaritmische functies

Inleiding

Logaritmen ontstaan als inverse bewerking van exponentiéle functies. Ook met logaritmen kun je
functievoorschriften maken. Het prototype is de functie f(x) = 9log (x). Alle functies die hieruit
door de bekende transformaties kunnen ontstaan noem je logaritmische functies. En die ga je nu
bekijken...

Je leert in dit onderwerp

« met logaritmische functies te werken;
» de karakteristieken van logaritmische functies te bepalen.

Voorkennis

» werken met exponentiéle functies;
» transformaties van functies toepassen;
« werken met logaritmen.

Verkennen
Opgave V1
1 i i — 2 i o o o
Op je grafische rekenmachine kun je de grafiek van f(x) = “log(x) in l'\‘y':m"o‘gt(zx)’/‘lgg(z)
beeld brengen. I\Y2=
l\§3=
. E\Y4=
Je voert danin: y; = izg% of y; =log, (x). N
\Ye=

Breng de grafiek in beeld. Welk domein en welk bereik heeft de functie?  awvic

I\Ys=
Welke asymptoot heeft de grafiek van f? ’

Fi 1
Bekijk de tabel met je GR. Bij welke waarden van x krijg je gehele func- rauur
tiewaarden?
Uitleg
Bekijk de applet.
Je ziet hier de grafieken van y; = 2X en van y, = 2log (x). y /y \= x| 7
Beide grafieken zijn elkaar spiegelbeeld bij spiegelen in de lijn % :
V=X .
Dat komt omdat uit y = 2X volgt x = 2log (y) en om de grafiek van p{d T |
Vo te krijgen, moet je x en y verwisselen. /2'// o~ |y = 2log(x)
e P
De karakteristieken van een logaritmische functie zijn daarom af te 2l /2 X
leiden uit die van de bijbehorende exponentié€le functie door x en y 7 /
te verwisselen. Beide functies y = g* en y = 9log (x) zijn elkaars | .° !
terugrekenfunctie. 4
Figuur 2
Opgave 1

Gegeven zijn de functies y; =2X en y, = 2]og (x).

Plot beide grafieken op de grafische rekenmachine.
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Het punt (4,2) ligt op de grafiek van y,. Welk punt op de grafiek van y; is het spiegelbeeld van dit
punt bij spiegeling in de lijn y = x?

Noem nog twee punten op de grafiek van y, en het bijbehorende spiegelbeeld op de grafiek van y;.
Welk verband bestaat er tussen het bereik van y, en het domein van y,?

Welke asymptoot heeft y,?

Opgave 2
.. . 1 X 1
Gegeven zijn de functies y; = (E) en y, = 2log (x).

De eigenschappen van y, kun je afleiden uit die van y;.
Geef het domein, het bereik en de asymptoot van de functie y,.

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden £

Bekijk de applet.

Een functie zoals f(x) = 9 log (x) heet een logaritmische functie.
Er moet gelden: g>0en g # 1.

De grafieken van de functies y = g* en y = 91og (x) zijn elkaars
terugrekenfunctie en dus elkaars spiegelbeeld in de lijn y = x. De
karakteristieken van y = 91og (x) zijn daarom af te leiden uit die
van y = g*:

¢« het domein is Df = (0, =)

e het bereik is B F= R (alle re€le getallen) ofwel (« , —)

» als g > 1 is de grafiek stijgend, als 0 < g < 1 dalend

o het snijpunt met de x-as (nulpunt) vind je door op te lossen: .
9log (x) =0 Figuur 3

« de y-as (x = 0) is de verticale asymptoot van de grafiek

Alle functies die door verschuiven en/of herschalen uit y = 9 log (x) kunnen ontstaan, heten logarit-
mische functies.

Voorbeeld 1

Gegeven is de logaritmische functie f(x) = 1 + 9°log (x).
Hoe ontstaat de grafiek van f(x) uit die van y = 0.5 log (x)?
Geef de karakteristieken van deze functie en plot de grafiek.

Antwoord
Plotl Plot2 Plot3 WINDOW
I\Y181+109(X)/109(0.5) Xmin=0
E\Y2= Xmax=5
E\Y3= Xscl=1
E\Y4= Ymin=-S
E\Ys= Ymax=5
\Ye= Yscl=1
E\Ye= Xres=1
\Ysg= aX=.01893939393939
I\Ys= TraceStep=.03787878787878
Figuur 4

« De grafiek van f ontstaat uit de grafiek van y = %-2log (x) door deze 1 eenheid in de y-richting
te verschuiven.

« Omdat het grondtal tussen 0 en 1 ligt, is de grafiek dalend.

« Verder moet x > 0, hieruit volgt Df =(0, =) en Bf = R.
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« De verticale asymptoot is x = 0, de grens van het domein.
« Het snijpunt met de x-as (nulpunt):

fx) =0
1+9%5log(x) = 0
0,5 —
log(x) = -1

x = 0,51
x =2

Het snijpunt met de x-as is (2,0).

Opgave 3

Maak de grafiek van de functie f(x) =2 + 3 log (x).

Schrijf het domein, het bereik en de asymptoot van de functie f op.
Voor welke waarde van x is f(x) = 0?

Voor welke waarden van x geldt f(x) > 0?

Voor welke waarden van x geldt f(x) < 0?

Opgave 4

Gegeven is de functie f(x) = 0.5 log(x +5) + 1.

Door welke verschuiving en/of herschaling ontstaat de grafiek van f uit die van y = %91log (x)?
Bepaal de asymptoot, het domein en het bereik van f.

Bereken het nulpunt van f.

Voorbeeld 2

Gegeven is de logaritmische functie f(x) =4 -1log (100 —2x) — 10.
Hoe ontstaat de grafiek van f(x) uit die van y = log (x)?
Geef de karakteristieken van deze functie en plot de grafiek.

Antwoord
Plotl Plot2 Plot3 WINDOW
E\Y1B4x109(100-2X)-10 Xmin=-50
E\Y2= Xmax=50
E\Y3= Xscl=10
E\Y3s= Ymin=-10
E\Ys= Ymax=10
\Ye= Yscl=1
E\Ye= Xres=1
E\Ys= aX=.37878787878788
I\Ys= TraceStep=.75757575757576
Figuur 5

« De grafiek van f ontstaat uit de grafiek van y = log (x) door herschalen met % in de x-richting,

vervolgens - 100 verschuiven in de x-richting, daarna herschalen met 4 in de y-richting en ten
slotte - 10 verschuiven in de y-richting.

Door de grote getallen is het verstandig om systematisch de karakteristieken te zoeken:
« 100 -2x > 0 geeft: Df = («,50).

Hiermee bepaal je de vensterinstellingen van de grafische rekenmachine voor de x-as.
« De verticale asymptoot is x = 50, de grens van het domein.

+ Het bereik is By = R, want deze functie kan ontstaan uit y =log (x), de standaard 10-logaritme.
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Plot de grafiek.

« Het snijpunt met de x-as (nulpunt):

f(x) =0
4.-log(100-2x)—-10 =0
log (100 —2x) = 2,5

100 —2x = 1025
-2x = 10%5-100

102:5-100
2

-108,11

X =

X

R

Het snijpunt met de x-as is ongeveer (-108,11;0).

Opgave 5

Bekijk Voorbeeld 2. Plot de grafiek van de functie f(x) =-20+ 3 - 2 log (x + 40).

Door welke verschuivingen en/of herschaling ontstaat de grafiek van f uit die van y = 2log (x)?
Bepaal het domein, het bereik en de asymptoot van de functie f.

Bereken het nulpunt van f. Rond af op één decimaal.

Opgave 6

Gegeven is de functie f(x) =-2 +2-%31og (x — 1). Plot de grafiek.

Bepaal het domein, het bereik en de asymptoot van de functie f.

Door welke verschuiving en/of herschaling ontstaat de grafiek van f uit die van y = %31og (x)?

Bereken algebraisch het nulpunt van f.

Verwerken

Opgave 7

Gegeven zijn de functies f(x) = 5 log (x) en g(x) = 5%.

Voor welke waarde van x is f(x) = 37

Voor welke waarde van x is g(x) = 125?

In welke lijn zijn de grafieken van f en g elkaars spiegelbeeld?

Het punt (% - 2) op de grafiek van f heeft een spiegelbeeld op de grafiek van g.

Geef de coordinaten van dit spiegelbeeld.
Opgave 8

1
Plot de grafieken van de functies f(x) = 2log (x) en g(x) = 2 log (x).
Voor welke waarde van x is f(x) = 3?

Voor welke waarde van x is g(x) =-3?

Het punt (%,3) op de grafiek van f heeft een spiegelbeeld op de grafiek van g.
Geef de coordinaten van dit spiegelbeeld.
Geef nog een punt op de grafiek van f en het bijbehorende spiegelbeeld op de grafiek van g.

Plot de grafieken van f en g in één figuur en los op: f(x) = g(x)
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Opgave 9

Plot de grafiek van de functie f(x) =-1+ 3-log (x + 4).

Bepaal het domein, het bereik en de asymptoot van de functie f.

Door welke verschuivingen en/of herschaling ontstaat de grafiek van f uit die van y = log (x)?

Bereken algebraisch het nulpunt van de grafiek van f.

Opgave 10

Gegeven zijn de functies f(x) = 2log (x) en g(x) = 2log (2 — x).

Bepaal het domein, het bereik en de asymptoot van de functies f en g.

Beschrijf hoe de grafiek van g door verschuiving en herschaling uit die van f kan ontstaan.
Plot de grafiek van de functies f en g en los op: f(x) = g(x)

In welke lijn zijn de grafieken van f en g elkaars spiegelbeeld?

Opgave 11

Lichtgevoeligheid van de sensor van een fototoestel wordt uitgedrukt in
een gevoeligheidsgetal. Het meest gebruikte systeem hiervoor is het ISO-
systeem (International Standards Organisation). Op filmrolletjes (ouder-
wets...) staat meestal ook een ander gevoeligheidsgetal vermeld, de DIN-
waarde. Het verband tussen ISO en DIN wordt gegeven door de formule

y=1+a-log(x)

Hierin geeft x de lichtgevoeligheid in ISO aan en y de lichtgevoeligheid
in DIN. Een sensor die staat ingesteld op 100 ISO heeft een DIN-waarde
21.

Figuur 6

Bereken a.
Maak de grafiek. De meest gangbare sensors hebben een ISO-waarde tussen 50 en 6400.

Wat is de ISO waarde van een sensor met een gevoeligheid van 31 DIN?

Toepassen

Opgave 12: Touchscreen

Bij het ontwerpen van touchscreens (aanraakschermen) voor moderne
media als tablets en mobiele telefoons besteedt men veel aandacht aan
het gebruiksgemak. Gebruikers willen immers snel kunnen navigeren. Be-
kijk de afbeelding van een touchscreen met een menu dat bestaat uit der-
tien knoppen. De tijd die je nodig hebt om in een menu de juiste knop te
vinden, hangt mede af van het aantal knoppen in het menu. Volgens de
psycholoog Hick kun je deze benodigde tijd T berekenen met de formule:
Tn)=>b- 2log(n +1).

Hierbijis T de tijd in seconden, n het aantal knoppen in het menu en b een
positieve constante die afhangt van de behendigheid van de gebruiker.

Om de juiste knop te vinden op het touchscreen van de foto heeft Irene
8 seconden nodig. Bereken met de formule van Hick haar waarde van b Figuur 7
in één decimaal.

Pim is veel handiger met een touchscreen dan zijn vader. Hij kan in een menu met 16 knoppen even
snel de juiste knop vinden als zijn vader in een menu met 4 knoppen. Dit betekent dat zijn b-waarde
(bp) kleiner is dan de b-waarde van zijn vader (by).

Onderzoek of dit betekent dat de b-waarde van Pim precies half zo groot is als die van zijn vader.
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Sommige gebruikers vinden een menu met veel knoppen onoverzichtelijk. Daarom deelt men een
menu soms op in submenu's met minder knoppen. Als er bijvoorbeeld in totaal achttien knoppen
zijn, kan de ontwerper ervoor kiezen om:

methode I: één menu van achttien knoppen te maken
of

methode II: een menu met drie knoppen te maken, waarbij na elk van de drie mogelijke keuzes weer
een submenu met zes knoppen verschijnt.

De gebruiker wint hiermee overzichtelijkheid, want hij weet nu precies in welk submenu hij moet
zoeken, maar hij verliest tijd doordat hij twee keer (in een menu) de juiste knop moet zien te vinden.
Als b = 0,9 duurt het keuzeproces bij methode II minstens 0,5 seconden langer dan bij methode I.

Toon met behulp van de formule voor T (n) aan dat dit juist is.

Uit de formule van Hick volgt dat één menu met alle knoppen altijd sneller werkt dan een opdeling
in submenu's. Dus één menu met p - ¢ knoppen is altijd sneller dan een hoofdmenu met p knoppen,
gevolgd door p submenu's met elk g knoppen.

Neem b =1 en toon aan dat T (p) + T (q) altijd groter is dan T (p - q).

(bron: examen vwo wiskunde A in 2014, tweede tijdvak)

Testen

Opgave 13

1
Gegeven zijn de functies f en g met voorschriften f(x) = 2 -3log (x) en g(x) = 3 log (x — 2).

Bepaal domein, bereik en asymptoot van f en teken de grafiek van f.

1
Hoe kan de grafiek van f ontstaan uit die van y = 3log (x)?

Bepaal domein, bereik en asymptoot van g en teken de grafiek van g.
Hoe kan de grafiek van g ontstaan uit die van y = 3log (x)?

Los op in drie decimalen nauwkeurig: f(x) = g(x).

Opgave 14

Het verband tussen de (gemiddelde) lengte L in cm en het (gemiddelde) gewicht G in kg voor kin-
deren tussen 6 en 13 jaar wordt gegeven door de formule

=k- S
L=k-log ( Go)
De constanten G en k hangen af van de leefomstandigheden. Voor de westerse wereld geldt G = 2,4
(in één decimaal nauwkeurig).

Mark (8 jaar) woont in Nederland en heeft een lengte van 1,30 m en weegt 26,3 kg. Bereken k in
gehelen nauwkeurig. Neem aan dat Mark wat lengte en gewicht betreft een gemiddeld Nederlands
kind is.

Helen is 1,40 m lang. Schat haar gewicht in kg.

Practicum: Logaritmische functies

Met deze applet maak je logaritmische functies van de vorm y = a- 91log (b(x — ¢)) + d.
Verzin eerst zo'n functie (neem de waarden van a, b, ¢ en d niet te groot), bedenk hoe hij kan ontstaan
uit y = 91og (x) en wat de karakteristieken zijn. Controleer dan je antwoord met de applet.

Bekijk de applet.
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