4.5 Omwentelingslichamen

Inleiding

Je ziet hier een draaibank. Er wordt een stuk hout bewerkt door het
te draaien om een bepaalde as en dan met een beitel een kromme
lijn te beschrijven. De omwenteling doet de rest...

Van het voorwerp dat zo ontstaat is (als het perfect is gelukt) elke
doorsnede loodrecht op de draaias een cirkel. Je noemt zoiets een
omwentelingslichaam.

Figuur 1

Je leert in dit onderwerp

« het begrip omwentelingslichaam;
» de inhoud van omwentelingslichamen berekenen met integreren zowel bij wentelen om de x-as
als bij wentelen om de y-as.

Voorkennis

« integralen bepalen met behulp van primitiveren;
» integralen bepalen met behulp van je grafische rekenmachine.

Verkennen

Opgave V1

Een rechte kegel is een omwentelingslichaam. ;’:";’;? 1“?)9;:'5 pmwentelingsfichpam
Je kunt een kegel met een hoogte van 20 en een grondvlak met ¢ )
straal 5 maken door het vlakdeel ingesloten door de grafiek van
f(x) = 0,25x en de x-as op het interval [0,20] te wentelen om

de x-as.

S

Maak een schets van deze kegel, uitgaande van de grafiek van
f op het gegeven interval. 51 andersom bij n = 10 deelintervallen

Verdeel het interval in 10 deelintervallen. Je kunt het stukje ke- giguur 2

gel op het k-de deelinterval benaderen door een cilinder met

straal f(0,2k) en hoogte 0,2. Door de inhouden van die cilindertjes op te tellen krijg je een boven-
som voor de inhoud van de kegel. Bepaal die bovensom.

Bepaal op dezelfde manier een ondersom voor de inhoud van de kegel.

Hoe zou je met behulp van integreren de inhoud van de kegel kunnen berekenen?

Uitleg 1

Je ziet hier hoe het vlakdeel ingesloten door de grafiek van
f(x) = vx en de x-as op het interval [0,4] om de x-as wordt ge-
wenteld.

Het ‘omwentelingslichaam’ dat zo ontstaat kun je benaderen door
smalle cilinders door het interval [0,4] in deelintervallen met een
breedte van Ax te verdelen.

Figuur 3
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De inhoud van zo'n cilinder is my2Ax. De inhoud van het omwentelingslichaam benader je door
Riemannsommen van de vorm:

Sp= 3 1 (Frn(0)” - Axen Sy = 3 11 (fnax(0)” - Bx

Als het aantal deelintervallen oneindig groot wordt, dan gaat Ax naar 0.
De inhoud van het omwentelingslichaam wordt dan:

I=f§H‘(f(X))2dx=fgﬂ'(ﬂ)2dx=fgnxdx=[%sz]i=8n

Opgave 1

In Uitleg 1 zie je hoe je de inhoud kunt berekenen van het omwentelingslichaam dat ontstaat door
een grafiek op een bepaald interval om de x-as te wentelen.
Gegeven de functie f(x) = 4 — x2. V is het vlakdeel ingesloten door de grafiek van f en de x-as.

Bereken de inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat door V om de x-as te wentelen.

Uitleg 2

Je ziet hier hoe het vlakdeel ingesloten door de grafiek van T Y
f(x) = vx en de y-as op het interval [0,4] om de y-as wordt ge- E=
wenteld.

Dit vlakdeel wordt ook begrensd door de lijn y = 2. Het omwente-
lingslichaam dat zo ontstaat kun je benaderen door smalle cilinders
door op de y-as het interval [0,2] in deelintervallen met een breed-
te van Ay te verdelen. De inhoud van zo'n cilinder is mx2Ay.

Als het aantal deelintervallen oneindig groot wordt, dat gaat Ay Figuur 4
naar 0 en de inhoud van het omwentelingslichaam wordt een inte-

graal van de vorm:

I=[Jnx2dy

Deze integraal kun je berekenen door het functievoorschrift y = yX te herleiden naar x = y2.

De inhoud van het omwentelingslichaam wordt dan:

2 2
I=fgun(y?) dy=[gny*dy=|5ny°| =64n

Opgave 2

In Uitleg 2 zie je hoe je de inhoud kunt berekenen van het omwentelingslichaam dat ontstaat door
een grafiek op een bepaald interval om de y-as te wentelen.
Gegeven de functie f(x) = 4 — x2. V is het vlakdeel ingesloten door de grafiek van f en de x-as.

a Laat zien, dat je de inhoud van het omwentelingslichaam dat zo ontstaat kunt berekenen met de
2
integraal fg H( 4— y) dy.

b Bereken deze inhoud met behulp van primitiveren.
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Theorie en voorbeelden

Om te onthouden E

Een figuur die ontstaat door het wentelen van een functie om een 4

as heet een omwentelingslichaam. Akl

De inhoud I van het lichaam dat je krijgt als je de grafiek van de

functie y = f(x) op het interval [a,b] wentelt om de x-as is: =
0

I=f5ﬂy2dx=ffn(f(x))2dx

De inhoud I van het lichaam dat je krijgt als je de grafiek van de
functie y = f(x) op het interval [a,b] wentelt om de y-as is:

b b i 2
I=(I® nx2dy=[[® n(r™y) dy

Hierin is f»v de inverse functie van f, de functie die ontstaat
door y = f(x) te herleiden tot x = fiV(y).

o ——mmm o
>

Figuur 5

Voorbeeld 1

Een bol met straal r en middelpunt O ontstaat door de grafiek van

f(x) = Vr2 — x2 op het interval [-r,r] om de x-as te wentelen.
Stel een formule op voor de inhoud en één voor de oppervlakte van die
bol.

Antwoord

Voor de inhoud van de bol geldt:

Figuur 6

2
I(r)=f_rrn( rz—xz) dx=f_rrn(r2—x2)dx=%nr3.

De oppervlakte A(r) van de bol kun je uit I(r) afleiden.
Bedenk, dat bij toename van r met een heel klein beetje Ar = h de inhoud toeneemt met

I(r +h)—I(r). De oppervlakte van deze laag met een dikte h is ongeveer de gevraagde oppervlakte

en gelijk aan —I(Hhﬁ_lm.

Deze benadering wordt beter naarmate h naar 0 nadert.

I(r+h)—I(r) _
=

En daarom is A(r) = Airr(l) I'(r).

Dit betekent dat de oppervlakte van de bol is: A(r) = 4mr2.

Opgave 3

In Voorbeeld 1 wordt de inhoud van een bol met straal r berekend. Je kunt op dezelfde manier een
formule opstellen voor de inhoud van een kegel met straal r en hoogte h. Je begint dan met de lijn

y = %x op het interval [0,h] en wentelt het vlakdeel ingesloten door die lijn, de x-as en de lijn x = h
om de x-as.

Leg uit waarom de hierboven gegeven vergelijking geschikt is voor de beschreven kegel.

Stel nu door primitiveren een formule op voor de inhoud van de kegel.

Stel ook door primitiveren een formule op voor de inhoud van een cilinder met straal r en hoogte h.
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Opgave 4
In Voorbeeld 1 wordt ook een formule afgeleid voor de oppervlakte van een bol met straal r.
Hoe volgt de formule voor de oppervlakte van een bol uit die voor de inhoud?

Waarom lukt dit niet bij de kegel en de cilinder? Hoe kun je daar toch de oppervlakte van berekenen?

Voorbeeld 2

Hier zie je het vlakdeel(tje) ingesloten door de grafieken van 4
f(x) =4-x2en gx) =4 - x.

Bereken de inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat door
V om de x-as te wentelen.

Antwoord

Eerst bereken je de snijpunten van de grafieken: (0,4) en (1,3). 1

Vervolgens constateer je dat het omwentelingslichaam een soort
van ring wordt: uit het lichaam dat ontstaat door de grafiek van f / 0 1 \
£

op [0,1] om de x-as te wentelen wordt het lichaam dat ontstaat door
de grafiek van g op [0,1] om de x-as te wentelen weg geboord.
De gevraagde inhoud is daarom:

Figuur 7

I=f3 H(4—x2)2dx—f(} m(4—-x)%dx

Door haakjes uitwerken en primitiveren vind je: I = 1,211.

Opgave 5

Bestudeer nu eerst Voorbeeld 2.

Schets het omwentelingslichaam dat ontstaat door V om de x-as te wentelen.

Bereken zelf door haakjes uitwerken en primitiveren de inhoud van het omwentelingslichaam.

Waarom is het niet mogelijk om de inhoud van dit lichaam te berekenen met

fo m(f ) —g(x)?dx?

Voorbeeld 3

Hier zie je het vlakdeel(tje) ingesloten door de grafieken van 4
fx)=4—-x%2eng(x)=4-x.

Bereken de inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat door
V om de y-as te wentelen.

Antwoord

Eerst bereken je de snijpunten van de grafieken: (0,4) en (1,3). 1

Vervolgens constateer je dat het omwentelingslichaam een soort
van hoedje wordt: uit het lichaam dat ontstaat door de grafiek van / 0 1 \
f

fop[f(0),f(1)] omde y-as te wentelen wordt de kegel die ontstaat
door de grafiek van g op [g(0),g(1)] om de y-as te wentelen weg
geboord.

Dan moet je van beide functies de inverse bepalen:

Figuur 8

e f(X)=y=4-—x2wordt: x=44-y
e gxX)=y=4—xwordt: x=4-y
. , 4 2 4 2
De gevraagde inhoud is daarom: I = [, n( 4—y) dy—[;m(4-y)*dy
1

Door haakjes uitwerken en primitiveren vind je: I = g1m.
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Opgave 6
Bestudeer nu eerst Voorbeeld 3.
Schets het omwentelingslichaam dat ontstaat door V om de y-as te wentelen.

Bereken zelf door haakjes uitwerken en primitiveren de inhoud van het omwentelingslichaam.

Verwerken

Opgave 7

Bereken met behulp van primitiveren de inhoud van de omwentelingslichamen, die ontstaan bij wen-
teling om de x-as van de vlakdelen, begrensd door:

de x-as en de grafiek van de functie f(x) = x2 —7x + 6;

de x-as, de y-as en de grafiek van de functie f(x) = x + 4 — 4J/X;

de x-as, de grafiek van de functie f(x) = % en de lijnen x =2 en x = 4.

Opgave 8

Bereken met behulp van primitiveren de inhoud van de omwentelingslichamen, die ontstaan bij wen-
teling om de y-as van de vlakdelen, begrensd door:

de grafiek van de functie f(x) = x3, de y-as en de lijn y = 4;

de y-as, de grafiek van de functie f(x) = 0,5x2 + 8 en een raaklijn uit O aan de grafiek van f.

Opgave 9

Gegeven is de functie f(x) = x + 3 —4X.
V is het vlakdeel begrensd door de grafiek van f en de lijn y = 3.

Bereken exact de inhoud van het lichaam dat ontstaat door V te wentelen om de lijn y = 3.

Opgave 10

Gegeven zijn de functies f(x) =6 — (x — 2)2 en g(x) = X2 = 2x + 2.
G is het gebied dat door beide grafieken wordt ingesloten.
Bereken exact de oppervlakte van G.

G wordt om de x-as gewenteld. Bereken exact de inhoud van het omwentelingslichaam dat zo
ontstaat.

Opgave 11

Een bol ontstaat door de functie f(x) = Yr2 — x2 om de x-as te wentelen op het interval [-r,r].
Neem nu het getal a met 0 <a <r.

Je wentelt het gebied ingesloten door de grafiek van f en de x-as met a = x < r om de x-as. Het
lichaam dat zo ontstaat heet een bolsegment. Stel met behulp van primitiveren een formule op voor
de inhoud van zo'n bolsegment.

Wanneer je aan het bolsegment een kegel toevoegt met de top in 0(0,0), hoogte a en straal {r?2 — a2
dan heb je een bolsector. Stel met behulp van primitiveren een formule op voor de inhoud van zo'n
bolsector.
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Opgave 12

Gegeven is de functie f met f(x) = Vx.

De lijn met vergelijking x = p snijdt de grafiek van f in A. De lijn y = g gaat door A.

V is het vlakdeel dat wordt begrensd door de grafiek van f, de x-as en de lijn x = p.

W is het vlakdeel dat wordt begrensd door de grafiek van f, de y-as en de lijn y = q.

De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat door V om de x-as te wentelen is gelijk aan de
inhoud die ontstaat door W om de y-as te wentelen.

Bereken p.

Testen

Opgave 13

Gegeven is de functie f door f(x) =2 —%.

Bereken de nulpunten en de asymptoten van f en schets de grafiek van f.
V is het vlakdeel ingesloten door de grafiek van f, de lijn y = x en de lijnen x =1 en x = 3.
Bereken exact de oppervlakte van V.

V wordt gewenteld om de x-as. Bereken exact de inhoud van het omwentelingslichaam dat zo
ontstaat.

Opgave 14

Gegeven zijn de functies f(x) =4 — xJ/x en g(x) = 2.
G is het gebied dat wordt ingesloten door beide grafieken en de y-as. Dit vlakdeel wordt om de y-as
gewenteld.

Bereken exact de inhoud van het lichaam dat daardoor ontstaat.
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