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Inleiding

2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966

Je kunt funCt]eS van de vorm f(x) = gX nog nlet dlﬁerentléren. 967627724076630353547594571382178525166427427466391952003059

et e
. . . 23382988075319525101901" ~4089149934884167509

Daar ga je nu wat aan doen. Je kunt dan tenminste iets zeggen zsissosssszzescor *57107533077784952
. . . s . 20070932870912744 +23069697720931¢C. 336819025515108

over de veranderingssnelheid van groeiprocessen. Bij het differen- ssseiioses  cswsesssesanmorass  srsssaeassasos
9879316368892307 12773617821542499823 114822082695885

. e . e . .. 19366803318252¢8 i49€646510582093923982 3320362509443
tiéren van exponenti€le functies speelt het getal e een belangrijke :sowzseisios s 5004295511502
32878250981945. 1881593041690

rol‘ Daarmee ga Je dan Ook ultgebreld kennls maken, 61048419844436 1968487560233624827041978623209002160990
23530436994184! 1093431738143640546253152096183690888707

704171898610687. 21267154688957035035402123407849819334

3210681701210056 5193033224745015853904730419957777093

50366041699732972 "96640355570T16226R" 16256079882651

787134195124665201. T€771943258777 55894489697096

40975459185695638025. 13422516445078

182442352948636372141 74 w263755294448337

0080161254022785002577825620-x - ___.02T7933386566481627725
164019105900491644998289315056604725802778631864155195653244
258698294635930501915298721172556347546396447910145304090586
298496791287406570504895858671747985466775757320568128845920
541334053922000113786300945560688166740016984205580403363795

Figuur 1

Je leert in dit onderwerp

» de afgeleide van exponenti€le functies bepalen;
« het getal e gebruiken, ook bij het bepalen van zo'n afgeleide.

Voorkennis

« exponenten en logaritmen gebruiken;
« differentiéren met alle basisregels en dit toepassen bij het berekenen van hellingen, extremen
en buigpunten.

Verkennen

Opgave V1

Met je grafische rekenmachine kun je een functie f(x) en een benadering ot Plotz Pt

. . . - . . m\Yige®
voor de afgeleide van deze functie vergelijken. Daarbij maak je gebruik m\vyzB(Y1(x+8.001)-Y1(X)) />
. . . E\Y3BY2/Y1

van het feit dat f’(x) kan worden benaderd door de veranderingssnelheid a\ys=
.. . I\Ys=
bij een hele kleine toename van x. N
\Ye=
Voer in je grafische rekenmachine in: Y=

yp =2% -
V2 = (y1(x+0,001) — y;(x))/0,001 Figuur 2

y3=Yy2/y1
Gebruik de standaardinstellingen van het venster.

Leg uit dat y, een benadering is van de afgeleide van y;.

Wat valt op als je de grafiek van y, vergelijkt met die van y?

Hoe kun je nu de grafiek van y3 verklaren?

Welke conclusie trek je? Geldt dit ook voor f(x) = 3X? En voor andere exponentiéle functies?

Geldt dit ook voor f(x) = x2? En voor f(x) = x3?

Uitleg

Bekijk de applet: het getal e

Bij exponentiéle groei gaat het om functies van de vorm f(x) = b- g*. Neem je b = f(0) = 1, dan
hebben deze functies de vorm f(x) = g*. Ga na dat de helling van de grafiek, de groeisnelheid per
eenheid, af hangt van de grootte van g. Neem je bijvoorbeeld x = 1, dan zie je de helling groter
worden als g groter wordt.
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Neem je bijvoorbeeld g = 2 dan zie je dat de helling voor elke x recht evenredig is met f(x):
ffx)=c-g*.
e Voor g = 2 geldt: ¢ = 0,69.

Dus als f(x) =2* danis f’'(x) = 0,69 2%,
e Voor g = 3 geldt: ¢ = 1,10.

Dus als f(x) =3Xdanis f'(x) = 1,10-3%.
Er lijkt een waarde van g te bestaan (tussen 2 en 3) waarvoor geldt dat ¢ = 1. Ga na, dat dit bij
g = 2,7 het geval is. Het getal waarbij dit PRECIES het geval is, is net zo'n bijzonder getal als . Dit
getal heeft de letter e gekregen: e = 2,71828...
Voor dit getal geldt: als f(x) = eX, dan is f'(x) = eX.
Met f(x) = e* reken je net als met alle exponentiéle functies. Er hoort dus ook een logaritme met
grondtal e bij...

Opgave 1

Lees eerst de Uitleg goed door. In het algemeen geldt: Als f(x) = gX¥ danis f'(x) = c- g*.

Bekijk de grafiek van f (x) = 3¥ en (een benadering van) zijn afgeleide. Laat zien dat f’(x) = 1,10-3%,
dus ¢ = 1,10.

Bekijk de grafiek van f(x) = 2,5% en (een benadering van) zijn afgeleide. Bepaal nu zelf de bijpas-
sende waarde van c.

Doe ditzelfde ook voor f(x) =2,7% en f(x) = 2,8%.

Is er een getal g waarvoor ¢ = 1? Hoe groot is dit getal ongeveer?

Opgave 2

Gegeven de functie f(x) = g¥. De verandering van f op een klein interval [x,x + h] is: Ay _

gx+h_gx
Ax — h :

Leg dat met behulp van een figuur uit. (Maak eventueel een eigen applet in GeoGebra!)

gh—l'gx.

: Ay _
Laat zien, dat A =T

Waarom kun je hieruit afleiden dat f'(x) = ¢ - g*?

Neem g = e en bepaal met behulp van het antwoord van b de waarde van e.

Opgave 3

Bekijk de grafiek van de functie f(x) = e*.

Hoe voer je die grafiek in je grafische rekenmachine in? Welke asymptoot heeft die grafiek?
Waar in de grafiek vind je het getal e?

Los met je grafische rekenmachine op e* = 10. Geef je antwoord in twee decimalen nauwkeurig.
De exacte oplossing van e* = 10 is gelijk aan x = ¢log (10).

Laat zien dat je zo dezelfde waarde voor x vindt als bij c.

In plaats van x = ®log (...) wordt in de wiskunde In (...) gebruikt. Je rekenmachine heeft een speciale
toets voor In (...).

Los nu zowel exact als in drie decimalen nauwkeurig op: e* = 20.
Los op: % < e* =< 50. Geef benaderingen in drie decimalen nauwkeurig.

Welk hellingsgetal heeft de grafiek van f(x) = e* in het punt (1, e)? Stel een vergelijking op van de
raaklijn in dat punt.

PAGINA 2 MATH4ALL


https://content.math4all.nl/view?comp=va-d4&subcomp=va-d41&repo=m4a2015
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20va-d41-ot1
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20va-d41-ot2
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20va-d41-ot3

@ Differentiaalrekening P> Exponentiéle en ... > Het getal e

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden E
Bekijk de applet

De afgeleide van de exponentiéle functie f(x) = g* vind je door de functie met een factor afhankelijk
van g te vermenigvuldigen.

Als f(x) = g¥danis f'(x) = cg-gx.
Er bestaat een waarde van g waarvoor geldt dat ¢, = 1.

Deze natuurlijke groeifactor is het getal e.
Een benadering voor e is: e = 2,71828...

Als f(x) =eX, danis f'(x) = eX.

Met f(x) = eX reken je net als met alle exponentiéle functies. Op je rekenmachine zit er een speciale
toets voor. En er hoort ook een logaritme met grondtal e bij...

Ook nu is e* = a gelijkwaardig met x = ¢log (a).

In plaats van €log (a) schrijf je In (a).

In (a) is de natuurlijke logaritme van a.

De functies y = eX en y = In (x) zijn elkaars inverse functies. De grafieken daarvan zijn elkaars
spiegelbeeld bij spiegelen in de lijn y = x.

Voorbeeld 1

Maak met je grafische rekenmachine de grafiek van f(x) = e*.
Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f voor x = 2.
Los op: f(x) <5.

Antwoord
Plotl Plot2 Plot3 WINDOW
\y1ge* Xmin=-4
E\Y285 Xmax=4
LANEES | Xscl=1
I\Ys= Ymin=-1
E\Ys= Ymax=10
\Ye= Yscl=1
I\Y?= Xres=1
E\Ys= oX=003030303030303
TraceStep=. Q6060606060606
Figuur 3

f'(x) =eX, dus f'(2) = e2.
Verder is f(2) = e2.

De vergelijking van de raaklijn is daarom y = e? 2

X —e”.

Om de ongelijkheid op te lossen, moet je de waarden van x bepalen waarvoor e* = 5, dit geeft:
x =1n (5).

De oplossing van de gegeven ongelijkheid is x < In (5).

Opgave 4

Bekijk Voorbeeld 1.

Stel de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van f voor x = 3 op.

Bekijk de oplossing van de gegeven ongelijkheid. Ga met behulp van de grafiek van f na dat deze
juist is.

Los op: f(x) < 20.
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Opgave 5
Los de volgende vergelijkingen algebraisch op:

2x =1

ol

eX =

|

5eX =125
geX = (2v6)°

Voorbeeld 2

Bekijk met je grafische rekenmachine de grafiek van f(x) = In (x).
Bepaal de karakteristieken van f en los op: f(x) < 3.

Antwoord

WINDOK a2
Xmin=-5

Xmax=45

Xscl=5 /
Ymin=-6

Ymax=6

Yscl=1

Xres=1
aX=.18939393939394 )
TraceStep=.37878787878788 jngersection s

Figuur 4

Omdat In (x) = ¢log (x) moet ook nu x > 0.
Df=(0—>)ean=R.

De verticale asymptoot is x = 0.

f(x) =In(x) = 3 geeft x = e3 want de e-macht is de terugrekenfunctie van de natuurlijke logaritme.

Uit de grafiek lees je de oplossing van de ongelijkheid af: 0 < x < e3.

Opgave 6

Bekijk Voorbeeld 2.

Waar in de grafiek van f(x) = In (x) vind je het getal e?

Leg uit hoe je het domein en het bereik van f kunt afleiden uit het domein en het bereik van g(x) = e*.
Voor welke waarde van x is In (x) = 5? Geef je antwoord exact en in één decimaal nauwkeurig.

Los op: -5 =In (x) = 5. Geef benaderingen in twee decimalen nauwkeurig.
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Voorbeeld 3

Gegeven is de functie f met voorschrift f(x) = 2 e2X -3 eX.
Bereken met behulp van differentiéren het bereik van f.
Antwoord

f'(x) =4e2X -3eX =0 als eX (4eX-3)=0,duse*=0ve*X=0,75.
Hieruit volgt: x =1n (0,75).

Aan de grafiek van f zie je dat er een minimum zit bij x = In (0,75).

2
Nu is £(0,75) = 2- (e (0:79))" —3¢In(0.75) = - 1,125,

En dus is: By = [-1,125; -). \,}V

Figuur 5

Opgave 7

Bepaal de afgeleide van de volgende functies. Maak gebruik van alle bekende differentieerregels.
Bepaal ook het bereik van f. Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 3.

FO) =100 -2 eX

f(x) =e3X
fx)=e37X
f(x) =xeX
fx) =2
fo) =X
Opgave 8
Los algebraisch op en geef een benadering in twee decimalen nauwkeurig.
e2X = 0,05
In (x) = 2,06
3etX =10
Opgave 9

Het is nuttig om de rekenregels voor exponentiéle en logaritmische functies nog een keer te oefenen.
Nu gebruik je daarbij (ook) het nieuwe grondtal e. Zoek ze eventueel eerst op (het wordt trouwens
tijd voor een eigen formuleoverzicht).

Druk bij de volgende formules y uit in x en vereenvoudig de uitdrukking.
eV =2.e%

2.e2Y =x3

x=2-In(y)+3

x=2-In(y+3)

In(y)+2-In(x) =1

In(y+2)-In(x)=1

(Vo) = 4x

B -0
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Verwerken

Opgave 10

Gegeven is de functie f(x) = 4e0.5x _p,

Welke asymptoot heeft de grafiek van deze functie?

Bereken met behulp van logaritmen het snijpunt van de grafiek van f met de x-as.

Bepaal de afgeleide van f en stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f in het
snijpunt van de grafiek van f met de x-as.

Los op: f(x) <-1.

Opgave 11

Gegeven is de functie f(x) =41In(-0,5x) — 2.

Welke asymptoot heeft de grafiek van deze functie?

Schrijf het domein en het bereik van f op.

Bereken met behulp van exponenten het snijpunt van de grafiek van f met de x-as.

Los op: f(x) <-1.

Opgave 12

Los de volgende vergelijkingen algebraisch op en benader zo nodig de antwoorden in drie decimalen
nauwkeurig.

eX =3

e-x=3

In(x) =3

log (x) =3
2.e0.1x=5 _ 40
2In(0,1x —5) =40

Opgave 13

Los de volgende vergelijkingen algebraisch op en benader zo nodig de antwoorden in drie decimalen
nauwkeurig.
e2x.gx—6 -1

e2x _gx—=6 —
In2x)—-In(x-6)=1
In2x)-In(x-6)=0

3eX =15e27%

Opgave 14

Druk N zo eenvoudig mogelijk uit in t:
In(N)=2-In(t) -3

log (N) =2-log (t) — 3

e?N =t 42

102N =t +2

In(N)=2t-3

el =2N -3
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Toepassen

Als een kop thee of een kop koffie een tijdje in de kamer op tafel blijft
staan, koelt de inhoud langzaam af. Maar ze wordt nooit kouder dan de
temperatuur in de kamer. Hoe verloopt die afkoeling precies?

Als een fles melk uit de koelkast wordt gehaald en een tijdje in een warme-
re kamer staat, warmt de melk langzaam op. Maar ze wordt nooit warmer
dan de kamertemperatuur. Hoe verloopt die opwarming precies?

Volgens de warmtewet van Newton is de snelheid waarmee de tempe-
ratuur verandert recht evenredig met het temperatuurverschil met de
omgeving.

Figuur 6

Opgave 15

Een kop koffie uit een automaat heeft een temperatuur van 80 °C op het moment dat hij wordt
ingeschonken. Hij koelt af volgens de formule:

T(t) =20+ 60-e 022t

Hierin is T de temperatuur van de koffie en t de tijd in minuten vanaf het moment van inschenken.
Ga na dat de koffie volgens de formule bij het inschenken een temperatuur van 80 °C heeft.
Hoeveel bedraagt de omgevingstemperatuur?

Laat met behulp van een berekening zien dat de gegeven functie T aan de warmtewet van Newton
voldoet.

Hoe kun je aan de afgeleide van T zien dat er inderdaad van afkoeling sprake is?

Opgave 16

Een glas melk heeft een temperatuur van 6 °C op het moment dat het uit de koelkast komt. De melk
warmt op volgens de formule:

T(t) =20—14.¢ 0:05¢

Hierin is T de temperatuur van de melk en t de tijd in minuten vanaf het moment dat het glas uit de
koelkast komt.

Ga na dat de melk volgens de formule bij het inschenken een temperatuur van 6 °C heeft.
Na hoeveel minuten is de melk opgewarmd tot 15 °C?

Laat met behulp van een berekening zien dat de gegeven functie T aan de warmtewet van Newton
voldoet.

Hoe kun je aan de afgeleide van T zien dat er van opwarming sprake is?

Testen

Opgave 17

Gegeven is de functie f(x) = 8 —4eX.

Welke asymptoot heeft de grafiek van deze functie?

Bereken met behulp van logaritmen het snijpunt van de grafiek van f met de x-as.

Bepaal de afgeleide van f en stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f in het
snijpunt van de grafiek van f met de x-as.

Los op: f(x) = 2.
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Opgave 18

Gegeven is de functie g(x) = 8 — 41In (x).

Welke asymptoot heeft de grafiek van deze functie?

Bereken algebraisch het snijpunt van de grafiek van g met de x-as.

Los op: g(x) < 2.

Opgave 19

Los de volgende vergelijkingen algebraisch op:
10eX2 +5 =50

In(x)+In(x+2)=1

Opgave 20
Differentieer:
f(x) =eX-3e2x

f(x) =x2eX
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