2.2 Differentiéren

Inleiding

Je hebt gezien dat bij een functie vaak een afgeleide (functie) is op te
stellen. Die afgeleide zegt iets over de veranderingen van de grafiek
van de functie. En dus over de helling van die functie.

Het differentiéren is een handige techniek om afgeleiden te vinden.

Figuur 1

Je leert in dit onderwerp

« de afgeleide van een functie bepalen met behulp van differentieerregels;
» de hellingwaarde bepalen met de afgeleide;
» bepalen waar de grafiek een bepaalde hellingwaarde heeft.

Voorkennis

« met behulp van een differentiequotiént de afgeleide (of hellingsfunctie) van een functie bepalen;
« een hellingsfunctie gebruiken om de vergelijking van een raaklijn aan de grafiek op te stellen.

Verkennen

Opgave V1
Bekijk de applet

In de applet zie je (rood) de grafiek van functies f van de vorm f(x) = a- xP + b.
In blauw zie je de grafiek van de bijbehorende hellingsfunctie, de afgeleide.

Steljeina=1, b=0en p = 2 dan heb je de grafiek van f(x) = x2.

Ga na, dat dan de gevonden hellingsgrafiek overeen komt met de grafiek van y = 2x.
Controleer dat je deze afgeleide ook krijgt door het differentiaalquotiént op [x,x + h] te berekenen.

Bekijk ook andere kwadratische functies van de vorm f(x) = ax? + b. Probeer vooraf te bedenken
welk voorschrift bij de hellingsfunctie zou moeten passen. En controleer dan of je gelijk hebt.

Doe hetzelfde voor derdegraadsfuncties van de vorm f(x) = ax3 + b.

En voor functies van de vorm f(x) = ax* + b en f(x) = ax® + b.

Werk bijvoorbeeld in tweetallen en bedenk een manier om de afgeleide te vinden zonder met diffe-
rentiequotiénten te werken.

Uitleg

Gegeven is de functie f(x) = a - x2. Op het interval [x,x + h] kan het differentiequotiént bepaald
worden.

Ay _ a(x+h)?—ax? _ 2axh+ah?
Ax — h - h

= 2ax + ah

Als h naar 0 nadert, blijft er alleen 2ax over. Dit is de afgeleide van f, dus f’'(x) = 2ax.

De afgeleide van f(x) = ax? is f'(x) = 2ax.
Net zo: de afgeleide van g(x) = ax3 is g x) = 3ax?.
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In het algemeen is van f(x) = ax™ de afgeleide f’(x) = nax™"! voor elke waarde van a.

Deze regel kun je gebruiken om een afgeleide te bepalen, dat heet differentiéren. Deze specifieke
regel heet de machtsregel.

Als je functies bij elkaar optelt, bepaal je de afgeleide door de afgeleiden apart te bepalen en ze dan
weer bij elkaar op te tellen. Dit heet de somregel.

Gegeven is bijvoorbeeld de functie: f(x) = x3 + 5x2 — 25x + 10.

Deze functie kun je (in gedachten) opdelen in vier opgetelde functies:

f1(x) = 1x3, fa(x) = 5x2, fa(x) = -25x1 en fax) = 10x0.

Bepaal de afgeleide van deze afzonderlijke functies en tel ze bij elkaar op:
Frfox)=3-1x3"1+2.5x2-1 4 1.-25x1-1 4+ 0.100-1 = 3x2 + 6x — 25.

Opgave 1

Bekijk in de Uitleg hoe je met behulp van differentiéren de afgeleide van een functie kunt bepalen.
Bepaal de afgeleide van de volgende functies.

f(x)=12x°

g(x) =12x° +20

h(x) = 12x° 4+ 20x3 + 17

k(x) = 12x5 +20x3 +5x2 —10x + 15

Opgave 2
Een lineaire functie heeft de vorm f(x) = ax + b.
Laat met behulp van een differentiequotiént zien dat dan f’'(x) = a.

Laat zien, dat dit ook uit de machtsregel voor differentiéren volgt.

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden E

De afgeleide van een functie y = f(x) kun je bepalen door h naar O te laten naderen in het differen-
tiequotiént:

Ay _ f(xt+h)—f(x)
Ax — h

Voor veel soorten functies zijn hieruit algemene regels af te leiden waarmee je de afgeleide op een
eenvoudiger manier kunt vinden. Dergelijke regels heten differentieerregels en het toepassen er-
van noem je differentiéren.

« Machtsregel
De afgeleide van de machtsfunctie f(x) = cx™is f'(x) = ncx™ 1 voor elke waarde van ¢ en voor
gehele positieve waarden van n.

« Constanteregel
De afgeleide van een constante (functie) is 0: als f(x) = ¢, dan is f'(x) = 0.

« Somregel
De afgeleide van de som van twee functies is de som van de afgeleiden van die functies: als
f(x) = u(x) + v(x) danis f'(x) = u’(x) + v'(x). Deze regel geldt ook bij een verschil van twee
functies.
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Voorbeeld 1
Bepaal de afgeleide van de functie f(x) = x3 + 4x2 — 12x — 100.

Antwoord

Schrijf eerst de functie als een som (verschil) van machtsfuncties en constante functies:
f(x)=x3+4x%2-12x1-100

Pas nu de differentieerregels toe. De afgeleide is dan:
Frfx)=3x3"144.2x2"1-12.1x1-1 —0=3x2 +8x - 12

Opgave 3

Bepaal de afgeleide van de volgende functies door te differentiéren met behulp van de differentieer-
regels.

f(x) =8x3-50x + 70

f(x) =10+ 3x —9x2 —12x*

fx) = %XG — 5x2

f(x) =100 —25x — x*

Voorbeeld 2

Stel door middel van differentiéren de vergelijking op van de y
raaklijn aan de grafiek van de functie g(x) = (x2 —4)(x —4) voor |
x = 3.

Antwoord

Voor de vergelijking van de raaklijn heb je het hellingsgetal g’ (3)
nodig.

Deze functie is geschreven als het product van twee functies en
niet als som. Schrijf het functievoorschrift eerst als een som (ver-
schil) van machtsfuncties en constante functies. Haakjes weg-
werken geeft:

gx) =x3—-4x2 -4x+16

De afgeleide is:
g (x)=3x2-2-4x1-1.4x°+0=3x2-8x-4

De vergelijking van de raaklijn heeft de vorm y = ax + b. Figuur 2

g’ (3) = -1, dus de vergelijking is y =-x + b.

Omdat g(3) = -5 gaat de raaklijn door het punt (3, - 5).
Dat vul je in de vergelijking in: -5 =-3 + b geeft b =-2.

De vergelijking van de raaklijn is: y =-x — 2.

Opgave 4
Gegeven is de functie y = (x2 —4)(x - 6).

Een functievoorschrift in deze vorm is handig als je de nulpunten van de functie wilt bepalen. Bereken
die nulpunten.

Als je met hellingsgetallen van deze functie wilt werken moet je eerst de haakjes wegwerken. Bepaal

de afgeleide g—i’ van deze functie.

Met behulp van deze afgeleide kun je de vergelijking van een raaklijn aan de grafiek opstellen. In
het voorbeeld kun je nog eens zien hoe dat gaat.
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Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van deze functie voor x = 2. Plot beide ver-
volgens ter controle op de grafische rekenmachine.

Voorbeeld 3

De kosten K (euro) bij de productie van q eenheden van een bepaald product bedragen:

K(q) =0,5q3 — 4,592 + 40q + 80

Er zijn twee waarden van q waarin de kosten stijgen met een snelheid van € 40,00 per eenheid.
Welke twee waarden van q zijn dat?

Antwoord

De snelheid waarmee de functiewaarden stijgen afhankelijk van q is K'(q).
Nu is: K'(q) = 1,5¢% — 9q + 40.
Er geldt K'(q) = 40 als:

1,592 —9q +40 = 40

1,5q%2-9q = 0
1,5q(q—-6) = 0
q=0vqg=6

De oplossingen van deze vergelijking zijn ¢ = 0 en q = 6. Dus bij een productie van nul en zes
eenheden stijgen de kosten met een snelheid van € 40,00 per eenheid.

Opgave 5

In Voorbeeld 3 zie je hoe je differentiéren kunt toepassen in de economie. Neem voor de kosten-
functie K(q) = 0,1q° — q% + 4q met K in euro.

Bepaal de afgeleide van deze functie.
Bereken de snelheid waarmee de kosten stijgen voor q = 0.

Voor welke waarde van q stijgen de kosten met een snelheid van € 4,00 per eenheid?

Opgave 6
Gegeven is de functie f(x) = 0,5x3 —4,5x% + 10x — 35.
Bepaal de afgeleide van deze functie.

Bereken het hellingsgetal van de raaklijn aan de grafiek van f voor x = 0. Controleer je antwoord
met de dy/dx-functie op de grafische rekenmachine.

Er zijn punten op de grafiek van f waarin de helling de waarde 10 heeft. Bereken de coordinaten
van die punten. Controleer daarna of je de juiste punten hebt gevonden met de dy/dx-functie op de
grafische rekenmachine.

Verwerken

Opgave 7

Bepaal telkens de afgeleide van de gegeven functie. Bepaal ook het hellingsgetal van de grafiek voor
x = 1 en controleer zo mogelijk je antwoord op de grafische rekenmachine.

fx) = x3 —4x

gx) =x*+2x3-5x%2 +12x-35
s(t) = 60t — 4,9t

H(t) =2(t%2 -4)

V(x) =5-(x —3)?
P(x)=ax®+bx%+cx+d
TW(q) =0,5q3 — 62 —25q+ 112
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K(x) = (3x%2 —2a)(ax - 1)

Opgave 8

Bepaal van elk van de volgende functies de afgeleide. Bereken vervolgens de punten van de grafiek
waar de richtingscoéfficiént van de raaklijn de waarde 0 heeft. Rond je antwoord indien nodig af op
één decimaal. Controleer je antwoorden op de grafische rekenmachine.

f(x) = x% - 8x2

TW(Q) =-q°+3q%+3q+6
v(t) = t(t —1)2

TW (p) = 40p — 0,02p2

Opgave 9

y is een functie van x waarvoor geldt: y = x3 — 25,5x% + 180x + 120.

Bepaal de afgeleide van deze functie.

Deze afgeleide heeft twee nulwaarden. Welke betekenis hebben die nulwaarden voor de functie?
Bereken de nulwaarden van de afgeleide y’.

Voor welke waarden van x is de functie dalend?
Wat betekent dit voor y’(x)?

Opgave 10
Bekijk de grafiek van de functie f(x) = (x? —4)(x? - 9).

Laat zien hoe je uit het functievoorschrift de nulpunten van de grafiek
van f kunt afleiden.

0
20

Bepaal de afgeleide van f. 107

Bereken het snijpunt van de raaklijnen aan de grafiek van f voor x = -2 ALl 10 1 AA
en voor x = 2.

Los op: f'(x) = 0.

Wat betekent het antwoord van d voor de grafiek van f?

Figuur 3

Toepassen

Opgave 11: De baan van een kogel

Een voorwerp wordt afgeschoten met een bepaalde beginsnelheid en onder een bepaalde hoek. Wan-
neer je de luchtweerstand verwaarloost, is zijn kogelbaan parabolisch. Een voorbeeld van zo’n ko-

gelbaan is de grafiek van de functie h(x) = 1,5 - 0,01(x — 10)2. Hierin is h de hoogte in meter van
het afgeschoten voorwerp boven de grond en x de afstand in meter over de grond tot recht onder
het afgeschoten voorwerp.

Op welke hoogte werd het voorwerp afgeschoten?

Bereken h'(0).

Wat betekent dit getal voor de kogelbaan?

Bereken het punt van de kogelbaan waarin h’(x) = 0. Welke betekenis heeft dit punt?

In het hoogste punt van de kogelbaan is de afgeleide nul. Toch beweegt de kogel daar met een zekere
snelheid. Kun je dit verklaren?
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Opgave 12: Gemiddelde totale kosten

Voor de productiekosten van een bepaald artikel geldt: TK = 1200+ 0,2¢2. Hierin is q het aantal ge-
produceerde eenheden van dat artikel en stelt TK de totale kosten in euro voor. De productiekosten

per eenheid worden gegeven door GTK = %. Je noemt dit wel de gemiddelde totale kosten.

Druk de gemiddelde totale kosten uit in q.

Met de grafische rekenmachine kun je de grafiek van GT K bekijken. Welke verticale asymptoot heeft
de grafiek van GT K? Welke economische betekenis heeft deze asymptoot?

Je kunt bij deze functie (nog) geen afgeleide bepalen. Maar je kunt er wel een (benadering van de)
hellingsgrafiek bij tekenen met de grafische rekenmachine. Teken die hellingsgrafiek en bepaal met
behulp daarvan bij welke productie de gemiddelde totale kosten zo laag mogelijk zijn.

Welke waarde benadert de helling van de grafiek van GT K als de productie heel erg groot is? En
welke betekenis heeft dat voor de productiekosten per eenheid?

Testen

Opgave 13

Bepaal bij elk van deze functies de afgeleide. Soms moet je eerst het functievoorschrift nog bewerken.
f(x)=x5+8x-12

f(x)=- 1,5x3 +4x

FO0 = x(x? -2x)

fx) = 2x+1)?

Opgave 14

Bekijk de grafiek van de functie f(x) = 9x + 3x% — x3.

Bereken het hellingsgetal van deze functie in het punt (0,0) met behulp van de afgeleide.
Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f in het punt (0,0).

Er zijn twee punten op de grafiek van f waarin de richtingscoéfficiént van de raaklijn gelijk is aan
0. Welke twee punten zijn dat?

De grafiek van f heeft in een bepaald punt een grootste hellingsgetal. In welk punt is dat?

Practicum

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het differentiéren met de machtsregel en de somregel. Je
kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave zelf op papier.

Met “Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met =) krijg je een nieuwe opgave.

Werk met AlgebraKIT.
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