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3.3 Inproduct in 3D

Inleiding

Figuur 1

Hier zie je condenssporen van vliegtuigen. Als een vliegtuig

met een constante snelheid en een vaste koers beweegt ont­

staan ze bij mooi weer in hogere luchtlagen. Door de ‘bewe­

gende’ snelheidsvector ontstaan er lijnen in de lucht. Soms

lijken ze loodrecht op elkaar te staan. Hoe kun je bepalen

welke hoek twee vectoren met elkaar maken?

Je leert in dit onderwerp

• werken met vectoren en hun inproduct in een 3D assenstelsel;

• hoeken tussen vectoren en lijnen in 3D uitrekenen.

Voorkennis

• met vectoren rekenen in 2D, het inproduct van twee vectoren gebruiken;

• ruimtelijke figuren in een 3D assenstelsel tekenen en interpreteren;

• werken met coördinaten en vectoren in een 3D assenstelsel.

Verkennen

Opgave V1

Figuur 2 Figuurapplet

Hier zie je een driedimensionaal cartesisch 𝑂𝑥𝑦𝑧-assenstelsel.
Punt 𝐹 heeft de coördinaten (4,2,3).

Zo is vector 𝑂𝐹
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
2
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

a Bereken de hoek tussen 𝑂𝐹
→→→→→→

en 𝑂𝐵
→→→→→→

.

b Bereken de hoek tussen 𝑂𝐹
→→→→→→

en 𝐸𝐺
→→→→→→

.
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Uitleg 1

Figuur 3 Figuurapplet

Hier zie je een driedimensionaal cartesisch 𝑂𝑥𝑦𝑧-assenstelsel.
Punt 𝐹 heeft de coördinaten (4,2,3).

Zo is 𝑂𝐹
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
2
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
, 𝑂𝐸
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
0
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
en 𝐸𝐹
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
2
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Je ziet dat ook in 3D geldt: 𝑂𝐸
→→→→→→

+ 𝐸𝐹
→→→→→→

=𝑂𝐹
→→→→→→

, controleer maar met

hun kentallen.

Je kunt met vectoren in 3D precies net zo rekenen als met vec­

toren in 2D. Je kunt ze optellen, aftrekken en vermenigvuldigen

met een getal door dit met de corresponderende kentallen te

doen. Ook het inproduct van twee vectoren blijft op dezelfde

manier geldig, er komt alleen een extra kental bij kijken:

𝑎→⋅ 𝑏
→
= 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧 = ∣𝑎

→∣ ⋅ ∣𝑏
→
∣ ⋅ cos (∠(𝑎→, 𝑏

→
))

De hoek tussen de vectoren 𝐸𝑂
→→→→→→

en 𝐸𝐹
→→→→→→

is 90∘. Met het inproduct kun je dit narekenen:

𝐸𝑂
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-4
0
-3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
en 𝐸𝐹
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
2
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
geeft 𝐸𝑂

→→→→→→
⋅ 𝐸𝐹
→→→→→→

= -4 ⋅ 0 + 0 ⋅ 2 + -3 ⋅ 0 = 0

En dus is cos(∠(𝐸𝑂
→→→→→→

, 𝐸𝐹
→→→→→→

)) = 0 en daarom ∠(𝐸𝑂
→→→→→→

, 𝐸𝐹
→→→→→→

) = 90∘.

Opgave 1

Bekijk Uitleg 1. De vectoren 𝑂𝐵
→→→→→→

en 𝐵𝐹
→→→→→→

staan loodrecht op elkaar.

a Laat dit zien met behulp van het inproduct.

b Ga door berekening na dat de vectoren 𝑂𝐷
→→→→→→

en 𝐷𝐹
→→→→→→

loodrecht op elkaar staan.

c Laat ook zien dat 𝑂𝐷
→→→→→→

en 𝐷𝐵
→→→→→→

niet loodrecht op elkaar staan.

Opgave 2

Bekijk Uitleg 1. Neem 𝐴𝐶
→→→→→→

en 𝐴𝐹
→→→→→→

.

Gebruik het inproduct van beide vectoren om de hoek𝜑 ertussen in graden nauwkeurig te berekenen.

Opgave 3

Zie Uitleg 1. Neem 𝐴𝐶
→→→→→→

en 𝐷𝐹
→→→→→→

. Deze vectoren hebben geen gemeenschappelijk aangrijpingspunt.

Toch maken ze een hoek met elkaar.

Gebruik het inproduct van beide vectoren om de hoek𝜑 ertussen in graden nauwkeurig te berekenen.

https://content.math4all.nl/view?comp=hd-c3&subcomp=hd-c33&repo=m4a2015
https://ggbm.at/BRxxVZwX
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Uitleg 2

Figuur 4 Figuurapplet

Gegeven zijn de punten 𝐴(2,4,3),𝐵(5,5,5) en 𝐶(-1,4,2).
Bekijk de lijnen 𝐴𝐵 en 𝐴𝐶. Ze maken een hoek met elkaar. Hij

wordt bepaald door de richtingen van beide lijnen. De richting

van lijn 𝐴𝐵 wordt bepaald door 𝐴𝐵
→→→→→→

en de richting van lijn 𝐴𝐶

wordt bepaald door 𝐴𝐶
→→→→→→

. Dergelijke vectoren noem je richtings­

vectoren.

De hoek tussen de lijnen is hetzelfde als de hoek tussen de vec­

toren. Met behulp van het inproduct kun je de hoek uitrekenen:

𝐴𝐵
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
1
2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
en 𝐴𝐶
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-3
0
-1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Het inproduct van beide vectoren is -11, dus

-11 = √14 ⋅ √10 ⋅ cos (𝜑), waarbij 𝜑 de hoek is tussen beide vectoren.

Dit geeft 𝜑 ≈ 158∘.
De hoek tussen de vectoren is dus ongeveer 158∘.
Omdat je de scherpe hoek neemt, is de hoek tussen de lijnen ongeveer 22∘.

Opgave 4

Bekijk Uitleg 2.

a Waarom zijn 𝐶𝐴
→→→→→→

en
1
2⋅ 𝐴𝐶
→→→→→→

ook goede richtingsvectoren voor lijn 𝐴𝐶?

b Bereken in graden nauwkeurig de hoek tussen de lijnen 𝐴𝐵 en 𝐵𝐶.

Opgave 5

Zie Uitleg 2. Bekijk de lijnen 𝐴𝐶 en 𝐴𝐺. Ze maken een hoek met elkaar, eigenlijk zou je zo moeten

kunnen zie hoe groot die hoek is. Hij wordt bepaald door de richtingen van beide lijnen. De richting

van lijn 𝐴𝐶 wordt bepaald door 𝐴𝐶
→→→→→→

en de richting van lijn 𝐴𝐺 wordt bepaald door 𝐴𝐺
→→→→→→

. Dergelijke

vectoren noem je richtingsvectoren.

a Waarom zijn 𝐶𝐴
→→→→→→

en
1
2⋅ 𝐴𝐶
→→→→→→

ook goede richtingsvectoren voor lijn 𝐴𝐶?

b Gebruik 𝐴𝐶
→→→→→→

en 𝐴𝐺
→→→→→→

om de hoek tussen de lijnen 𝐴𝐶 en 𝐴𝐺 te berekenen.

c Gebruik 𝐶𝐴
→→→→→→

en 𝐴𝐺
→→→→→→

om de hoek tussen de lijnen 𝐴𝐶 en 𝐴𝐺 te berekenen.

Opgave 6

Gegeven zijn de punten 𝐴(4,2,0),𝐵(8, -1,5) en 𝐶(-5,6, -3).
Bereken in graden nauwkeurig de hoek tussen de lijnen 𝐴𝐵 en 𝐵𝐶.

https://content.math4all.nl/view?comp=hd-c3&subcomp=hd-c33&repo=m4a2015
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Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

Onder het inproduct of inwendig product van de vectoren 𝑎→en 𝑏
→
versta je

𝑎→⋅ 𝑏
→
= ∣𝑎→∣ ⋅ ∣𝑏

→
∣ ⋅ cos (𝜑)

waarin 𝜑 de hoek tussen 𝑎→en 𝑏
→
is.

Als beide vectoren in een cartesisch assenstelsel zitten, dan kun je ze met hun kentallen beschrijven:

𝑎→=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎𝑥
𝑎𝑦
𝑎𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
en 𝑏
→
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏𝑥
𝑏𝑦
𝑏𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
.

In dat geval is het inproduct te berekenen door de overeenkomstige kentallen te vermenigvuldigen

en het resultaat op te tellen:

𝑎→⋅ 𝑏
→
= 𝑎𝑥 ⋅ 𝑏𝑥 + 𝑎𝑦 ⋅ 𝑏𝑦 + 𝑎𝑧 ⋅ 𝑏𝑧

Hiervan kun je goed gebruik maken bij het berekenen van de hoek 𝜑 tussen 𝑎→en 𝑏
→
. Belangrijk is nog

dat van twee onderling loodrechte vectoren het inproduct altijd 0 is omdat de hoek tussen beide 90∘

is.

De hoek tussen twee lijnen is gelijk aan de scherpe hoek tussen een vector op de éne lijn en een

vector op de andere lijn. Zo'n vector noem je een richtingsvector van de lijn.

Voorbeeld 1

Figuur 5 Figuurapplet

Je ziet hier in een 3D cartesisch assenstelsel een balk

𝑂𝐴𝐵𝐶.𝐷𝐸𝐹𝐺 met 𝐴(5,0,0), 𝐶(0,3,0) en 𝐷(0,0,4).

Bereken de hoek tussen 𝐸𝐹
→→→→→→

en 𝐴𝐺
→→→→→→

.

Antwoord

Ga na, dat de hoek tussen 𝐸𝐹
→→→→→→

en 𝐴𝐺
→→→→→→

hetzelfde is als de

hoek tussen 𝐴𝐵
→→→→→→

en 𝐴𝐺
→→→→→→

. Je kunt dan de gevraagde hoek

beter zien.

Verder is 𝐸𝐹
→→→→→→

=𝐴𝐵
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
3
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
en 𝐴𝐺
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-5
3
4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Hun inproduct is 9 = 3 ⋅ √50 ⋅ cos (𝜑).

Voor de hoek 𝜑 tussen beide vectoren geldt: cos (𝜑) = 9
3⋅√50

. En dus is 𝜑 ≈ 64,9∘.

Opgave 7

In Voorbeeld 1 bereken je de hoek tussen twee vectoren met behulp van het inproduct.

a Bereken op dezelfde manier de hoek tussen 𝐸𝐷
→→→→→→

en 𝐸𝐶
→→→→→→

b Laat zien dat 𝐷𝐺
→→→→→→

en 𝐵𝐹
→→→→→→

loodrecht op elkaar staan.

c De vectoren 𝐷𝐺
→→→→→→

en 𝐵𝐹
→→→→→→

maken een rechte hoek met elkaar, maar hebben geen gemeenschappelijk

aangrijpingspunt. Hoe kun je die rechte hoek dan toch zichtbaar maken?

https://content.math4all.nl/view?comp=hd-c3&subcomp=hd-c33&repo=m4a2015
https://math4all.pragma-pod.nl/resources/otherfiles/hd-c33-th1-cs.pdf
https://ggbm.at/wxjm693F
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20hd-c33-ot6
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Opgave 8

De punten𝐴(4,0,0), 𝐵(0,4,0), 𝐶(-4,0,0),𝐷(0, -4,0) en 𝑇(0,0,6) zijn de hoekpunten van een piramide.
Punt𝑀 is het midden van ribbe 𝐴𝑇.

a Bereken de hoek tussen 𝑂𝐴
→→→→→→

en 𝑂𝑀
→→→→→→→

. Geef je antwoord in graden nauwkeurig.

b Bereken de grootte van ∠𝐴𝑇𝐶 in graden nauwkeurig.

c Laat met behulp van het inproduct van vectoren zien dat vierhoek 𝐴𝐵𝐶𝐷 een vierkant is.

Opgave 9

Je ziet hier zes keer een kubus met daarin twee vectoren 𝑎→ (rood) en 𝑏
→
(groen) getekend. De ribben

van de kubus zijn steeds 4 cm. Als een vector langer is dan het lijnstuk waar hij op ligt, dan is hij

precies twee keer zo lang als dat lijnstuk. In situatie VI eindigt de blauwe vector op de bovenste

ribbe van het voorvlak.

Figuur 6

Bereken in elke getekende situatie het inproduct 𝑎→⋅ 𝑏
→
.

Voorbeeld 2

Figuur 7 Figuurapplet

Je ziet hier in een 3D cartesisch assenstelsel een balk

𝑂𝐴𝐵𝐶.𝐷𝐸𝐹𝐺 met 𝐴(5,0,0), 𝐶(0,3,0) en 𝐷(0,0,4).
Bereken de hoek tussen de lijnen 𝐴𝐺 en 𝐸𝐶.

Antwoord

Ga na, dat de hoek tussen 𝐴𝐺 en 𝐸𝐶 hetzelfde is als de

hoek tussen de richtingsvectoren 𝐴𝐺
→→→→→→

en 𝐸𝐶
→→→→→→

.

Verder is 𝐴𝐺
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-5
3
4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
en 𝐸𝐶
→→→→→→

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-5
3
-4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Hun inproduct is 18 = √50 ⋅ √50 ⋅ cos (𝜑).

Voor de hoek 𝜑 tussen beide vectoren geldt: cos (𝜑) = 18
50. En dus is 𝜑 ≈ 68,9∘.

https://content.math4all.nl/view?comp=hd-c3&subcomp=hd-c33&repo=m4a2015
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20hd-c33-ot7
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20hd-c33-ot8
https://ggbm.at/wxjm693F
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Opgave 10

In Voorbeeld 2 zie je hoe je de hoek tussen twee lijnen kunt bepalen met behulp van het inproduct

van twee richtingsvectoren van die lijnen.

a Wat is een richtingsvector van een lijn?

b Bereken met behulp van het inproduct de hoek tussen de lijnen 𝐴𝐹 en 𝐴𝐺.
Ook lijnen die elkaar helemaal niet snijden kunnen toch wel een hoek ten opzichte van elkaar maken.

Neem bijvoorbeeld de lijnen 𝑂𝐵 en 𝐸𝐹.
c Waarom snijden deze lijnen elkaar niet? Hoe zou je hun onderlinge hoek toch zichtbaar kunnen

maken?

d Bereken onderlinge de hoek van de lijnen 𝑂𝐵 en 𝐸𝐹 met behulp van het inproduct van hun rich­

tingsvectoren.

Opgave 11

De punten𝐴(4,0,0), 𝐵(0,4,0), 𝐶(-4,0,0),𝐷(0, -4,0) en 𝑇(0,0,6) zijn de hoekpunten van een piramide.
a Bereken de hoek tussen de lijnen 𝐴𝑇 en 𝐵𝑇. Geef je antwoord in graden nauwkeurig.

b Welke hoek maken de lijnen 𝐴𝑇 en 𝐵𝐶 met elkaar? Geef je antwoord in graden nauwkeurig.

Opgave 12

Figuur 8 Figuurapplet

Dit is een regelmatig achtvlak (octaëder) met 𝐴(3,0,0),
𝐵(0,3,0),𝐸(0,0,3) en𝐹(0,0, -3).𝑀 is het midden van𝐸𝐷.
Bereken de hoek die de lijnen 𝐹𝑀 en 𝐵𝐸 met elkaar ma­

ken. Rond af op één decimaal.

Verwerken

Opgave 13

Bereken in één decimaal nauwkeurig de hoek tussen de vectoren
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2
3
-1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
en
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-5
0
4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Opgave 14

Welke van de volgende vectoren staan loodrecht op elkaar?

𝑎→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2
5
6

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
, 𝑏
→
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

-1
0
9

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
, 𝑐→=

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

4
8
-8

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
en 𝑑
→
=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

9
5
1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

https://content.math4all.nl/view?comp=hd-c3&subcomp=hd-c33&repo=m4a2015
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20hd-c33-ot9
mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20hd-c33-ot10
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Opgave 15

Figuur 9 Figuurapplet

Van de balk 𝑂𝐴𝐵𝐶.𝐷𝐸𝐹𝐺 zijn de lengtes van de ribben

|𝑂𝐴| = 4, |𝑂𝐶| = 3 en |𝑂𝐷| = 5. Punt 𝑃 ligt op ribbe 𝐴𝐸
zo, dat |𝐸𝑃| = 1. Punt 𝑄 ligt op ribbe 𝐶𝐺 zo, dat |𝐶𝑄| = 1.

a Laat met behulp van hun kentallen zien, dat

𝑂𝑃
→→→→→→

+ 𝑃𝑄
→→→→→→

=𝑂𝑄
→→→→→→

.

b Bereken ∠𝑃𝑂𝑄 in graden nauwkeurig.

Opgave 16

Hier zie je een afgeknotte regelmatige vierzijdige piramide 𝐴𝐵𝐶𝐷.𝐸𝐹𝐺𝐻.

Figuur 10 Figuurapplet

a Bereken in graden nauwkeurig de hoek die de lijnen 𝐴𝐸 en 𝐶𝐺 met elkaar maken.

b Bereken in graden nauwkeurig de hoeken van het voorvlak 𝐴𝐵𝐹𝐸.

Opgave 17

Gegeven is de vector 𝑣→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
2
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

a Geef twee verschillende vectoren die loodrecht staan op 𝑣→.

b Bereken voor welke 𝑝 de vector 𝑤→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
4
𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
loodrecht staat op 𝑣→.
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Opgave 18

Van een regelmatige vierzijdige piramide 𝑇.𝐴𝐵𝐶𝐷 is de top 𝑇(0,0,4) en zijn 𝐴(2, -2,0) en 𝐵(2,2,0)
gegeven.𝑀 is het midden van 𝐴𝑇 en𝑁 is het midden van 𝐷𝑇.

a Bereken de hoek tussen de lijnen𝐴𝑇 en𝐶𝑀met behulp van het inproduct van hun richtingsvectoren.

b Bereken de hoeken van vierhoek 𝐵𝑀𝑁𝐶. Laat zien dat deze vierhoek een symmetrisch trapezium

is.

c Bereken de oppervlakte van vierhoek 𝐵𝑀𝑁𝐶 op één decimaal nauwkeurig.

Toepassen

Opgave 19: Gegeven hoek, welke vector?

Is er een 𝑝 waarvoor de vectoren 𝑣→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
2
𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
en 𝑤→=

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
4
𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
een hoek van 60∘ met elkaar maken?

Opgave 20: Kubus in kubus

Figuur 11 Figuurapplet

Hier zie je een kubus𝑂𝐴𝐵𝐶.𝐷𝐸𝐹𝐺met ribben van

4 cm. Verder is gegeven |𝐸𝑊| = |𝐵𝑃| = |𝐺𝑅| = 1 cm.
a Toon aan dat 𝑃, 𝑅, 𝑆 en 𝑊 hoekpunten zijn van

kubus 𝑃𝑄𝑅𝑆.𝑇𝑈𝑉𝑊.

b Teken de figuur met kubus 𝑃𝑄𝑅𝑆.𝑇𝑈𝑉𝑊 er in.

Testen

Opgave 21

a Bereken met behulp van het inproduct de hoek tussen de vectoren 𝑣→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
-1
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
en 𝑤→=

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3
2
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
in graden

nauwkeurig.

b Voor welke 𝑎 staan de vectoren 𝑣→=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
-1
3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
en 𝑤→=

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎
2
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
loodrecht op elkaar?
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Opgave 22

De punten 𝐴(5,0,0), 𝐵(5,3,0), 𝐶(3,5,0), 𝐷(0,5,0), 𝐸(0,2,0), 𝐹(2,0,0) en 𝑇(2,5; 2,5; 4) zijn de hoek­

punten van de piramide 𝑇.𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹.

Figuur 12 Figuurapplet

a Bereken de hoek die de vectoren 𝐴𝑇
→→→→→→

en 𝐶𝑇
→→→→→

met

elkaar maken.

b Bereken de hoek tussen de lijnen 𝐵𝑇 en 𝐵𝐷.
De lijnen 𝐵𝑇 en𝐹𝐸 hebben geen snijpunt, maar

maken wel een hoek ten opzichte van elkaar.

c Waar in de figuur kun je die hoek zien? Bereken

de grootte ervan in graden nauwkeurig.
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