3.1 Vectoren en inproduct

Inleiding

Verplaatsingen (van bijvoorbeeld schepen, vliegtuigen, e.d.) kun je aangeven
met vectoren. Vectoren hebben een lengte en een richting, de hoek ten op-
zichte van een vooraf afgesproken hoofdrichting (zoals het Noorden, of de
positieve x-as. Je kunt ze in onderling loodrechte componenten ontbinden,
die je weer kunt berekenen met behulp van sinus en cosinus.

Maar je kunt ze ook optellen, aftrekken, vermenigvuldigen met een getal en
zelfs met elkaar vermenigvuldigen.

Figuur 1

Je leert in dit onderwerp

« vectoren optellen, aftrekken en vermenigvuldigen met een getal, ook met kentallen;
« het inproduct van twee vectoren berekenen;
o de hoek tussen twee vectoren berekenen met behulp van het inproduct.

Voorkennis

» het begrip vector met draaihoek, lengte;

« vectoren in componenten ontbinden en die componenten berekenen met sinus en cosinus;

« Dbij een vector die is gegeven door twee loodrechte componenten de draaihoek en de lengte
berekenen.

Verkennen

Opgave V1

Bekijk de applet

Voor vectoren in een cartesisch assenstelsel Oxy is standaard de y
positieve x-as de hoofdrichting. Elke hoek wordt gemeten vanaf
die hoofdrichting tegen de wijzers van de klok in. Een vector kan
worden beschreven door een component in de x-richting en een ——

component in de y-richting:

1
- (5)-) s

ay 2

(0] 1 X
De groottes van de componenten heten de kentallen. Elke vector
heeft een lengte die je aangeeft met |_1

Figuur 2

Hoeveel bedraagt de lengte van vector a?

Elke vector heeft een richting die bepaald wordt door de draaihoek a ten opzichte van de positieve
x-richting.

Bereken de draaihoek van d.
Maakt het voor vector @ wat uit als hij niet in O(0,0) begint?

Welke kentallen heeft de vector 3- E)? Wat is er aan deze vector anders dan aan vector _a), de lengte
of de richting?

- -
Je ziet ook vector b. Wat stelt @ + b voor? Kun je daarvan de kentallen bepalen?

WISKUNDE B TWEEDE FASE VWO PAGINA 1


mailto:f.spijkers@math4all.nl?subject=Foutje%20in%20hd-c31-oe1
https://math4all.pragma-pod.nl/resources/geogebra/vb-e21-ep2-a1.html

@ MEETKUNDE » MEETKUNDIGE BEREKENINGEN » VECTOREN EN INPRODUCT

Uitleg 1

Bekijk de applet

Voor vectoren in een cartesisch assenstelsel Oxy is standaard de y
positieve x-as de hoofdrichting. Elke hoek wordt gemeten vanaf 1
die hoofdrichting tegen de wijzers van de klok in. Een vector kan

worden beschreven door een component in de x-richting en een 2
component in de y-richting: i
1v
_a)= (GX) B (1). 3
ay 2 T T T T
o 1 X

De groottes van de componenten heten de kentallen. .

De lengte van deze vector is IH)I = ,/a)z( + ai =y12422=45
Figuur 3

De draaihoek a, ook wel de richtingshoek genoemd, bepaal je uit

tan(a)=Z—y=%=2.

Hieruit volgt: a = 63,4°.

Zo'n vector heeft geen vast startpunt, alleen de richting en de lengte zijn eigenschappen van elke
vector.

In de eerste figuur zie je dat vector d vanuit de oorsprong O is getekend. Dit punt wordt het aangrij-

pingspunt genoemd. Er zijn gelijke vectoren te tekenen die een ander aangrijpingspunt hebben. Het
-

aangrijpingspunt van vector b is (1,2).

Je kunt een vector verlengen, de componenten worden dan beide met hetzelfde getal vermenigvul-

. - 1 3
digd: 3- a=3- (2) = (6)

1 -1
Het tegengestelde vandis-a=-1- (2) = ( 2).
Voer je twee verplaatsingen na elkaar uit, dan doorloop je de vectoren na elkaar. Je legt ze dus achter
elkaar, ‘staart aan kop’. De vector vanaf het allereerste startpunt tot het allerlaatste eindpunt is dan
de som van beide vectoren, de vectoren worden opgeteld. Je ziet dat dit eenvoudig kan door de
kentallen op te tellen:

aei=(3)+(2)= (3

y
1 b
114 a+b
O ]\- T T X
Figuur 4

Als je twee vectoren van elkaar wilt aftrekken, dan bedenk je dat dit gaat door het tegengestelde
- -
van de tweede vector bij de eerste op te tellen: d—-b=d+-b.
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Opgave 1

N
Gegeven zijn de vectoren ?: (2) en d= ( 21)

Teken vector ¢ in een cartesisch assenstelsel. Neem de oorsprong als aangrijpingspunt.

=
Teken vector d in een cartesisch assenstelsel. Neem punt (1,4) als aangrijpingspunt.

Bereken de richtingshoeken van beide vectoren. Rond af op gehelen graden.
Opgave 2

N
In Uitleg 1 zijn de vectoren a= (;) en b= (3

1) gegeven.

- - . —
Teken p;=2-a + b in een assenstelsel en geef de componenten van p;.

- - 7. -
Teken pp,=a — b in een assenstelsel en geef de componenten van p,.

- - -, —
Teken p3= 3- a —2- b in een assenstelsel en geef de componenten van pj.
Uitleg 2

Bekijk de applet

Je kunt twee vectoren ook met elkaar vermenigvuldigen. Een manier om dit te doen heet het inpro-

N
duct van twee vectoren. Onder het inproduct van den b versta je:

3-3:[3]-’3’@05(40)

=
Hierin zijn IE)I en ’3‘ de lengtes van de vectoren denb enis ¢ de hoek tussen beide vectoren. Deze

afspraak gaat je straks in staat stellen om hoeken te berekenen.

1 0) .. . . .
e_;z (0) en e_;,= (1) zijn de twee eenheidsvectoren in een cartesisch x y-assenstelsel.

Deze twee vectoren maken een hoek van 90° en hebben daarom een inproduct van 0:

ex-ey=lex|-|ey|-cos @0 =1-1.0=0.

Zo is ook:

ex-ex=|ex|-[ex]|-cos0r=1-1-1=1.

En ook geldt e_;, . e_;,= 1.

Elke vector is te schrijven als een samenstelling van eenheidsvectoren. Neem bijvoorbeeld:

- (-2 1 0 - - 7 (2 1 0 - —
a=(3)=-2-(0)+3-(1)=-Zex+39yenb=(1)=2-(0)+1-(1)=Zex+1ey.

Voor het inproduct van beide krijg je dan:

3 b= (-2ex+3€y)-(2ex+1ey)
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Neem nu aan dat ook voor het inproduct van twee vectoren de regels voor het wegwerken van haakjes
gelden. Gebruik verder de regels hierboven. Je vindt dan

R
a-b=-2-2+3-1=-1.

Kennelijk hoef je alleen de overeenkomstige kentallen te vermenigvuldigen en de twee uitkomsten
op te tellen om het inproduct van beide vectoren te krijgen.

Opgave 3
Het inproduct van twee vectoren wordt gegeven door kentallen in een cartesisch assenstelsel te

. . 4 4
bepalen, en de vectoren te ontleden in eenheidsvectoren e, en e,.

Laat zien dat het inproduct van (_32) en G) inderdaad -2-2+3-1 = -1 is door haakjes weg te werken.

Bereken op dezelfde manier met behulp van eenheidsvectoren het inproduct van (i) en @)

Opgave 4

N - 5 o
In het algemeen geldt voor het inproduct van de vectoren a en b: a - b= IE)I . ’3‘ - cos (@) waarin @ de

- 7. - (-2 - (2 . . .
hoek tussen a en b is. Neem nu a= ( 3 ) en b= (1) Gebruik het inproduct van beide vectoren om
de hoek ¢ ertussen te berekenen.

Opgave 5

d -
Neem d= ( 15) en b= ( 3) en bereken het inproduct van beide vectoren. Gebruik dit inproduct om

N -
de hoek ¢ tussen a en b te berekenen.
Opgave 6

- [a = (b . -
Neem a= ( ") en b= (b") en laat ziendat a - b=a,-b, +ay-b,.

y
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Theorie en voorbeelden

Om te onthouden E
Bekijk de applet

Een vector U is een grootheid met lengte en richting. y
Je kunt hem beschrijven door

« de lengte r van de vector, en
« de richtingshoek a, de hoek die de vector met de x-richting
maakt.

De richtingshoek wordt linksom (tegen de wijzers van de klok in)
gemeten.

aangrijpingspunt

8g v
Je kunt een vector beschrijven met kentallen: V= (U").
y

2 Figuur 5
De lengte van deze vector is IU)I = \} (vx)2 + (vy) . 9

De getekende vector heeft de oorsprong O als aangrijpingspunt. Er zijn echter gelijke vectoren te
tekenen die een ander aangrijpingspunt hebben. In de wiskunde zijn twee vectoren gelijk als hun
lengtes en hun richtingshoeken gelijk zijn. Het aangrijpingspunt is dus geen eigenschap van een

—_—
vector. Een vector die vanuit punt A naar punt B wijst, schrijf je als AB.

k-
Vector v maak je langer (of korter) door hem met een getal te vermenigvuldigen: k- V= ( K z" )
Yy

Als k = -1 dan krijg je -V, het tegengestelde van V.

—
Twee vectoren d en b kun je optellen door ze ‘staart aan kop’ te leggen. Je krijgt dan de somvector

- Do 5 7
van a en b: r=a + b.

s
De kentallen van T ontstaan door de overeenkomstige kentallen van denb op te tellen.

N - e N -
Twee vectoren a en b kun je aftrekken door gebruik te maken van a — b=a +- b.

5
Als je den-d optelt krijg je de nulvector 0. De nulvector heeft geen richting en lengte 0.

-
Het inproduct of inwendig product van de vectoren denbis

H-3=|E1-|7)]-cos(¢)

. = =
waarin ¢ de hoek tussen a en b is.

- -
Als a= (a") en b= (Z") danisd- b= ay-by+ay-b

v
ay v

Dus: ax-bx+ay-by=|5)|-|3|-cos((p)

=
Hiervan kun je goed gebruik maken bij het berekenen van de hoek ¢ tussen d en b. Belangrijk is nog
dat van twee onderling loodrechte vectoren het inproduct altijd 0 is omdat de hoek tussen beide 90°
is.
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Voorbeeld 1

-

Als je de vectoren a= (;) en b= ( 31) optelt, krijg je

?_ 1+3) (4
“l2+-1)7 0 \
Bij het tekenen van deze optelling, leg je de ene vector na de b

andere. Dit heet de ‘staart aan kop’ methode.

w§

N
Op dezelfde manier maak je zelf bijvoorbeeld 0,5 d-b.

Figuur 6

Figuur 7

Bekijk de applet

Opgave 7

In Voorbeeld 1 zie je hoe je vectoren kunt optellen en aftrekken en vermenigvuldigen met een getal.

. - (1 - 3
Daarin zijn gegeven de vectoren a= (2) en b= ( 1).
Teken de vector 2 @ en bepaal de kentallen ervan.

-
Teken de vector 2 @ +1,5 b en bepaal de kentallen ervan.

N
Teken de vector -2 b en bepaal de kentallen ervan.

N
Teken de verschilvector van - @ en b en bepaal de kentallen ervan.

Opgave 8

- =
Gegeven zijn in een cartesisch assenstelsel de punten A(3,4) en B(5,2) en de vectoren a=0OA en
- —
b=0B.

—_— >
Laat zien dat AB=b — a.

o
Gegeven zijn in een cartesisch assenstelsel de punten A(ax,a y) en B(bx,b y) en de vectoren a=0A

- —

en b=0OB.

- -
— da.

—
Laat zien dat AB=b
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Voorbeeld 2

Een sportvliegtuigje vliegt vanaf vliegveld O eerst naar een punt dat 3 km oostelijker en 5 km noor-
delijker ligt en van daaruit naar een punt dat 2 km oostelijker en 4 km zuidelijker ligt.

Beschrijf deze vlucht als de som van twee vectoren en bereken de lengte van de vlucht. De retour-
vlucht is de kortste route terug. Bereken de vector die de retourvlucht beschrijft en de bijbehorende
afstand en draaihoek (ten opzichte van het oosten).

Antwoord

Voer een assenstelsel in met in O(0,0) het startpunt van de vlucht, y
de x-as als oostelijke richting en de y-as als noordelijke richting.

N
De vlucht kun je dan beschrijven als U=d + b= (3) + ( 2 ) = (5)

5 4 1 | ~
] b

De lengte van de vlucht is a,
|E’|+|7>1=\/32+52+\/22+(-4)2=M+mz10,3km. 1

v

- o 1 X

De retourvlucht is - V= ( i’) .
En de lengte van de retourvlucht is Figuur 8
|31 =52+ (12 = V26 ~ 5,1 km.
Voor de draaihoek ¢ die daarbij hoort, geldt: tan (¢ — 180°) = —é =0,2.

Dit geeft ¢ = 191°.

Opgave 9

Een sportvliegtuigje vliegt vanaf O eerst naar een punt dat 2 km westelijker en 5 km noordelijker
ligt en daarvandaan naar een punt dat 6 km oostelijker en 7 km zuidelijker ligt.

Teken deze vlucht in een cartesisch assenstelsel met in O(0,0) het startpunt van de vlucht, de x-as
als oostelijke richting en de y-as als noordelijke richting.

Beschrijf deze vlucht als de som van twee vectoren en bereken de lengte in km van de vlucht.

De retourvlucht is de kortste weg terug. Geef de vector die de retourvlucht beschrijft en de bijbeho-
rende draaihoek (ten opzichte van het oosten) en lengte.

Bereken in km de lengte van de retourvlucht.

Voorbeeld 3

Bekijk de applet

e d -
Bereken de hoek tussen de vectoren a= ( 14) en b= ( ;) Y
1 X
- -1+

Antwoord b 0}

- 1 \a
d-b=1--3+-4--2=5. |

-
_a)-b=|5)|~|3|-cos((p),dusS:Jﬁ-Jﬁﬁos((p). .

Voor de hoek ¢ tussen beide vectoren geldt: cos (@) = ﬁﬁ Figuur 9

Dus ¢ = 70,3°.
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Opgave 10

- 1 - (-3).
De hoek tussen a= ( 4) en b= ( 2) is ongeveer 70,3°.
Controleer dit met een berekening.
- (-1 2 (3). .. . .
Bereken de hoek tussen a= (4 ) en b= ( 2) in één decimaal nauwkeurig.

In de applet kun je andere vectoren kiezen. Bereken zelf telkens de hoek ertussen met behulp van
het inproduct. In de applet vind je het antwoord.

Opgave 11
Met behulp van voorbeelden kun je uitzoeken wanneer twee vectoren een inproduct van 0 hebben.

Geef een voorbeeld van twee vectoren waarvoor dat geldt. Laat door berekening zien dat het inpro-
duct dan ook 0 is.

Toon algebraisch aan dat de vectoren (Z) en ( kb

ka) loodrecht op elkaar staan.

Geef ook een voorbeeld van twee vectoren waarvan het inproduct gelijk is aan het product van hun
lengtes.

Verwerken

Opgave 12

Bereken telkens de hoek tussen de gegeven vectoren in graden nauwkeurig.

(o}

Opgave 13

Een zeilboot vaart op het IJsselmeer vanuit de haven van Enkhuizen naar een punt dat 5 km oostelij-
ker en 3 km zuidelijker ligt en van daaruit naar een punt dat 2 km westelijker en 8 km noordelijker
ligt.

Teken deze zeiltocht in een cartesisch assenstelsel met in O(0,0) het startpunt, de x-as als oostelijke
richting en de y-as als noordelijke richting.

Beschrijf de zeiltocht als de som van twee vectoren en bereken de lengte in km van deze zeiltocht.

De retourvaart is de kortste weg terug. Geef de vector die de retourtocht beschrijft met de bijbeho-
rende en draaihoek (t.o.v. het oosten).

Bereken in km de lengte van de retourvaart.
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Opgave 14

Gegeven zijn de vectoren:

- (12y 7 (-15\ -> (-6} = (0} - (13} =2 (13
- (2)5- (3 (5 (3 (3) 7 (2)

Bepaal de kentallen van de vectoren

- T S
. V1=b+C

Opgave 15

Bereken de hoek tussen d= ( 21) en b= (g) in graden nauwkeurig.

-
Geef een vector ¢ die loodrecht staat op b en twee keer zo lang is.

Opgave 16

Gegeven is een vierhoek ABC D met hoekpunten A(-23,61), B(7,51), C(-3,91) en D(-33,101). Punt
S is het snijpunt van de diagonalen van ABCD.

—_— —_—
Bepaal de componenten van de vectoren AB en DC. Toon met behulp van deze twee vectoren aan
dat vierhoek ABCD een parallellogram is.

e —_—
Bereken in graden nauwkeurig de hoek tussen vectoren SA en SB.

Toepassen

Opgave 17: Bootje in een sloot

Een bootje wordt door een jongen en een twee keer zo sterke man aan touwen die beide aan dezelfde
plek op de boeg van de boot zijn bevestigd door het midden van een sloot getrokken. De jongen en
de man lopen ieder aan een andere kant van de sloot. De boot blijft in het midden van de sloot varen.
De man trekt met een kracht van 10 N en onder een hoek van 20° met de vaarrichting.

Construeer in een bovenaanzicht de vectoren die de twee trekkrachten voorstellen.
Bereken de richtingshoek van de kracht die de jongen uitoefent in graden nauwkeurig.
Welke arbeid verrichten beiden samen als ze het bootje 1 km voort trekken?

Verrichten ze beiden evenveel arbeid?
Opgave 18: Gegeven hoek tussen twee vectoren

Voor welke exacte waarde(n) van a is de hoek tussen de vectoren (g) en (g) gelijk aan 45°?
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Testen

Opgave 19

- -
Gegeven zijn de vectoren a= ( 24) en b= (g)

Bereken de lengte van beide vectoren in twee decimalen nauwkeurig.

Bereken de richtingshoek van beide vectoren in graden nauwkeurig.

- - - -
Bereken de kentallen van de vectoren a + b en 0,5 a — b.

N
Bereken de kentallen van de vector ? 7o, dat Z + b+ ?= (8)

Opgave 20

Gegeven is de vierhoek PQRS met P(-27,21), Q(23,21), R(33,51) en S(3,61).

Toon aan dat deze vierhoek een vlieger is.

Bereken de grootste hoek van deze vierhoek.

A,B,C en D zijn de middens van de opeenvolgende zijden van de vlieger. Wat voor bijzondere vierhoek

is ABCD? Toon dit ook aan!
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