8.5 Sinusoiden

Inleiding

Je hebt leren werken met de functies y = sin(x) en y = cos (x) (met x in radialen). Als je op deze
functies transformaties toepast, krijg je andere periodes en kunnen de grafieken om een andere lijn
dan de x-as gaan slingeren met een andere uitwijking. Dat is belangrijk omdat de sinusfunctie en de
cosinusfunctie dan kunnen worden gebruikt om periodieke verschijnselen meer in het algemeen te
beschrijven. Functies die door transformatie ontstaan uit y = sin (x) noem je sinusoiden.

Je leert in dit onderwerp

o de grafieken van de sinusoiden y = a-sin(b(x —c))+d en y = a-cos (b(x — ¢)) + d tekenen;
» de vergelijkingen a-sin(b(x —c))+d =p en a-cos (b(x —c)) + d = q oplossen.

Voorkennis

» de grafieken van y =sin (x) en y = cos (x) tekenen met x in radialen;
« de vergelijkingen sin (x) = ¢ en cos (x) = ¢ oplossen als ¢ een constante is.
« transformaties op functies toepassen.

Verkennen

Opgave V1

Gegeven is de functie f(x) = 2-sin (4x) + 3.

Maak met de grafische rekenmachine de grafiek van f op [0,2mr].
Bepaal de periode van deze periodieke functie.

Bereken alle toppen van de grafiek op [0,2mr7].

Gegeven is de functie g(x) =4 -sin (0,5(x — m)) — 1.

Maak met de grafische rekenmachine de grafiek van g op [0,41].
Bepaal de periode van deze periodieke functie.

Bereken alle toppen van de grafiek op [0,4mx].
Uitleg
Bekijk de applet: sinusoide

y y = A sin(b(x-c))+d

horizontale versc

: _2n
periode =5

Figuur 1

Door transformaties van de grafiek van f(x) = sin(x) kun je functies van de vorm
g(x) = a-sin (b(x — ¢)) + d maken. Zulke grafieken heten sinusoiden.
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Door transformaties van de grafiek van f(x) = cos(x) kun je functies van de vorm
g(x) = a-cos(b(x + ¢)) + d maken. Zulke grafieken heten ook sinusoiden.
Bekijk met de grafische rekenmachine wat er gebeurt als je a, b, ¢ en/of d verandert.

« averandert de maximale uitwijking, de amplitude is a.

2o

« b verandert de periode, de periode is 5

« ¢ zorgt voor een horizontale verschuiving over - ¢, een translatie ten opzichte van de y-as.
Bij een sinusfunctie is ¢ de x-codrdinaat van een punt waar de grafiek door de evenwichtsstand
omhoog gaat.

Bij een cosinusfunctie is ¢ de x-coordinaat van een punt waar de grafiek een maximum heeft.

« d verandert de evenwichtsstand, die is y = d.

Wil je de grafiek van de sinusoide g(x) = 1,5-sin (2(x — 1)) + 0,5 maken, dan gebruik je:

e de amplitude is 1,5

« de evenwichtslijnis y = 0,5

o de periode is 2717 =1

« de horizontale translatie is 1

Het bereik van de functie is Bg =[0,5-1,5;0,5+1,5]=1[-1,2].

De toppen van g vind je door de transformaties toe te passen op de toppen van f.

Opgave 1
Bekijk de grafiek van g(x) = 1,5sin (2(x — 1)) + 0,5 op [0,2mr] in de Uitleg.

Welke transformaties moet je achtereenvolgens op de grafiek van y = sin (x) toepassen om die van
g te krijgen? Licht je antwoord toe.

Het punt (0,0) ligt op de grafiek van y = sin (x). Welk punt op de grafiek van g ontstaat door deze
transformaties uit (0,0)?

Welke toppen heeft de grafiek van g?

Opgave 2
Gegeven is de functie f met f(x) =1 —2sin (3(x + 2)).

Lees uit het functievoorschrift de periode, de amplitude, de evenwichtslijn en de horizontale ver-
schuiving af. Schets de grafiek.

Plot de grafiek van f en controleer je antwoord met de applet.

Oefen dit een aantal keer met zelf bedachte sinusoiden.
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Theorie en voorbeelden

Om te onthouden E
Bekijk de applet: sinusoide

Door transformaties van de grafiek van f(x) = sin(x) kun je functies van de vorm
g(x) = a-sin (b(x + ¢)) + d maken.

De grafieken van de op deze manier getransformeerde functies heten sinusoiden.
De grafiek van de functie h(x) = a - cos(b(x+c)) + d is ook een sinusoide, want

y = C0s (x) = sin (x + %n) is een verschoven sinusgrafiek.

y y = A sin(b(x-c))+d

horizontale versc

Figuur 2

Voor elke sinusoide geldt:

« de amplitude (maximale uitwijking van de evenwichtslijn) is a

21
periode

« de periode is ZTH, dit betekent: b =

« de horizontale verschuiving is - ¢, dit is een translatie ten opzichte van de y-as
« de evenwichtsstand is de lijn y = d

Voorbeeld 1

Gegeven is de functie: f(x) = 10sin (3(x — m)) + 5.
Bereken de periode, de amplitude, de evenwichtsstand en leg uit hoe je de grafiek goed op je grafi-
sche rekenmachine in beeld krijgt. Bereken alle toppen van deze sinusoide.

Antwoord

De periode is p = Z?H = %H, de amplitude is A = 10 en de evenwichtsstand is y = 5.

Hieruit volgt dat het maximum 15 en het minimum -5 is.

Verder wil je minstens één complete periode in beeld hebben en het liefst ook beide coordinaatassen.
Er begint een periode bij (17,5) en dus ook bij (%H,S).

Een geschikte vensterinstelling is [0,m] x [-5,15].

Voor de maxima geldt sin (3(x — m)) = 1 en dus:

3(x —m) =%H+k~2ﬂ
1 2
X = 1€H+k§
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Voor de minima geldt sin (3(x — m)) = -1 en dus:

3(x —m) 1%H+k-217

X

1,5m+k -%H
De toppen zijn (1%11 + k -%H,].S) (maxima) en (1%11 + k -%1‘[, - 5) (minima).

Opgave 3

Bekijk Voorbeeld 1.

Leg uit waarom het maximum 15 en het minimum - 5 moet zijn.

Waarom ‘begint’ er een periode bij (17,5) en dus ook bij (%H,S)?

Leg uit, hoe je aan de x-waarden van de extremen komt.

Gegeven is y = 12sin (2x) — 6.

Bereken de periode en alle toppen van de grafiek van deze sinusoide en plot de grafiek op het domein

[-2m,2m].

Voorbeeld 2

De functie f met f(x) = sin (Z(X - %1‘[)) + 1 is gedefinieerd op R.

Bepaal de periode, de amplitude, de evenwichtsstand en de horizontale verschuiving om de grafiek
goed in beeld te krijgen.

Los op: f(x) = 1% in drie decimalen nauwkeurig.

Antwoord

2z

De periode is =5

= 1II.

De amplitude is 1 en de evenwichtsstand is y = 1, dus het maximum is 1 + 1 = 2 en het minimum is
1-1=0.

De horizontale verschuiving is %H. Kies venster bijvoorbeeld [0,2m] x [-1,3].

WINDOW
Xmin=0

Xmax=6.283185307

Xscl=1

Ymin=-1

Ymax=3

Yscl=1 l

Xres=1
aX=.02379994434469
TraceStep=.04759988868939

Figuur 3

Los op:

1
13

N~ ~—
+
—_
Il

1
2

)
H) = arcsin(%) +k-2nv2(x—%n) = [T — arcsin (%) +k-2m
)

= %H+k-2HV2(X—%H)=gH+k-2H

7 11
X —ﬁﬂ+k-HVX—ﬁH+k-H

x =~ 1,833+k-mvx=2880+k-m

De benaderde oplossing vind je ook met de rekenmachine.

Uit de grafiek lees je de oplossing van de ongelijkheid af: 1,833 < x < 2,880 + k - 1.
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Opgave 4
Gegeven is de functie f met f(x) = 3sin (z(x — 1)) + 10.

Bepaal de periode, de amplitude, de evenwichtsstand en de horizontale verschuiving om de venster-
instellingen te bepalen waarmee je de grafiek goed in beeld krijgt.

Bereken de coordinaten van alle toppen.
Los op: f(x) =11,5.

Voorbeeld 3

Plot de grafiek van functie f(x) = 300 cos (%(x + 2)) —200.

Neem x vanaf 0 tot 28.
Bereken de periode, rond af op een geheel getal. Bereken het bereik van f.
Los algebraisch op: f(x) = 0. Rond af op twee decimalen.

Antwoord

De x wordt vermenigvuldigd met %H.

De periode is daarom 22 = 14,
717

De hoogste waarde van f is 300 — 200 = 100.
De laagste waarde van f is -300 — 200 = -500.
Bf =[-500,100]. Figuur 4

Los de vergelijking op.

300 cos (F(x +2)) =200 = 0
300cos (F(x +2)) = 200
cos (g(x + 2)) = %

o 2
Z(x + 2) +arccos (§) +k-2m

F(x+2) = +0,841 + k-2

X+2 ==+1,874+k-14

x =-0,126+k-14vx=-3,874+k-14

Omdat x loopt vanaf O tot 28, krijg je vier oplossingen:
x=10,13v x=13,87Vv x =24,13Vv x = 27,87

Opgave 5

Gegeven is de functie f met f(x) = 4 cos (%(x + 2)) + 8.

Bepaal de periode en de coordinaten van alle toppen.

Welke transformaties moet je achtereenvolgens op de grafiek van y = cos (x) toepassen om die van
f te krijgen?

Los op (benaderingen in drie decimalen nauwkeurig): f(x) = 11.
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Opgave 6

Voor de hoogte van de tip van het rotorblad van een draaiende windmolen geldt de formule:
h(t) =40+ 10-cos (%11 . t)

Hierin is t de tijd in seconden en h de hoogte in meter.

Bepaal de waarden voor de periode, de amplitude, de evenwichtsstand en de horizontale verschui-
ving. Bij welke vensterinstellingen krijg je vanaf t = 0 precies twee periodes in beeld?

Bereken de tijdstippen waarop de tip precies 45 meter boven de grond zit.

Verwerken

Opgave 7

De grafieken van de functies zijn sinusoiden. Geef van iedere sinusoide de periode en de amplitude.
Plot de grafiek zodat je twee periodes ziet.

y =12-sin (x)

h(t) =50sin (2mmt) + 10
y =120cos (g x)
P(x) =-20sin (2x)

Opgave 8

Los algebraisch op. Rond indien nodig af op drie decimalen.

5COS(%X +4) =1
10sin (F(x—2)) =5
50 cos (4x) = 2543

50 — 30 sin (Zl—gx) =45

Opgave 9

Gegeven is de functie f met f(x) = 20 cos (%x) +10 op [0,16].
Bepaal het bereik van f.

Bereken alle nulpunten van de grafiek van deze functie.
Los op: f(x) =0.

Opgave 10

Gegeven is f(x) = 2 + 3sin (&z1x + ). De volgende functies hebben voor de juiste keuze van de para-
meter dezelfde grafiek als functie f. Bepaal telkens die parameter.

g(x) =2+ 3cos(Zx + a)
h(x) =2-3sin(zx + b)
k(x)=2-3cos(zx +c)

Opgave 11

De hoogte boven de grond van iemand die zich in een reuzenrad bevindt, kun je beschrijven door:
h(t) =11+ 10sin (- t)

Hierin is h(t) uitgedrukt in meter en t in seconden.

Plot h(t).

De getallen 11 en 10 uit de formule hebben een betekenis voor het reuzenrad. Welke?
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Na één periode is het reuzenrad precies één keer rondgedraaid. Bepaal de periode in seconden.

Bereken hoe lang het bakje van een reuzenrad hoger dan 18 meter boven de grond zit.

Toepassen

Hier zie je een schematische weergave van een windmeolen waarvan je de lengte van de wieken a (in
m), de hoogte van het draaipunt d (in m) en de omwentelingstijd, de periode p (in s) kunt aanpassen.
De grafiek gaat over de hoogte van de uiterste punt P van de wiek, afhankelijk van de tijd ¢t in
seconden.

Bekijk de applet.

" h(t) = 8sin(2pi/10 * t) + 28

B0 4

50 4

- P o e o o o — — ————————————————

T T
-850 -40

p=10 20

Figuur 5

Opgave 12
Bekijk de windmolen in Toepassen.

Van een zekere windmolen is de hoogte van het draaipunt 30 m, de lengte van de wieken 15 m en
de omwentelingstijd (bij een zekere windsnelheid) 5 s.

Stel een bijpassende formule op voordat je deze instellingen in de applet doet.
Controleer je antwoord met de applet.

Deze windmolen staat achter een boerderij die een hoogte heeft van 20 m.
Hoe lang is elke omwenteling de hoogte van de top van de wiek groter dan de hoogte van de boer-
derij?

Je kunt de opdrachten bij a en b variéren door andere getallen te kiezen. Oefen met een medeleerling.
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Opgave 13: Getijden

De grafiek in de volgende figuur geeft globaal de getijdenbeweging van het zeewater voor de haven
van Vlissingen weer. Er wordt geen rekening gehouden met de invloed van de wind, met springtij,
en dergelijke.

Zeewater bij Vlissingen
hoogte (in cm boven NAP)

NA7 ;
|
|
|
|

|

|
|
. 6,29
0:00 uur

Figuur 6

Hoe hoog is de gemiddelde waterstand volgens deze grafiek?

Hoe groot is de maximale afwijking van de waterstand ten opzichte van het gemiddelde?
Hoe groot is de periode van de getijdenbeweging?

Een benadering van de getijdenbeweging wordt gegeven door de volgende formule:

y=8+19OCos(1§l—25-t)

met t in uren t.o.v. middernacht op 21 juni 2008 en y in cm ten opzichte van het NAP.

Vergelijk de grafiek van deze functie met de grafiek in de figuur hierboven. Vind je dat de formule
een goed beeld geeft van de getijdenbeweging?

Hoe groot is volgens de formule de periode en de amplitude?

Hoeveel uur per periode is de waterstand hoger dan 180 cm?

Testen

Opgave 14

Bepaal van de volgende functies de periode, de amplitude, de evenwichtslijn en de horizontale ver-
schuiving ten opzichte van y = sin (x) of y = cos (x).

y =4sin (4 x)
y=6+2cos(x+38)
y =0,5sin(0,5mx)

Opgave 15

Gegeven is de functie f met f(x) =-v800sin (2mrx) — 20 op [0,2].
Bepaal het bereik van f.
Bereken alle nulpunten van f op het gegeven interval.

Los op: f(x) =0.
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Practicum

Met AlgebraKIT kun je oefenen met bepalen van de periode, de amplitude en de evenwichts-
stand van een sinusoide. Je ziet hier alleen vergelijkingen met sinus, het gaat soms om exacte
waarden. Je kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave zelf op papier.

Met ‘Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met «) krijg je een nieuwe opgave.

Werk met AlgebraKIT.
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