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7.5 Gebroken functies

Inleiding

Alle functies die door transformatie kunnen ontstaan uit y = xP (waar- y
in p elk willekeurig re€el getal kan zijn) zijn machtsfuncties. Dat geldt
ook voor een gebroken functie f met bijvoorbeeld als functievoorschrift

fx) = xi-l-él + 5, want dit is te schrijven als f(x) = 2(x +4)! +5. Over

dergelijke functies gaat het hier... ™~

—"o

Figuur 1

Je leert in dit onderwerp

- werken met gebroken functies die als machtsfuncties met negatieve exponent zijn te schrijven;
- werken met de afgeleide van dergelijke functies om extremen te berekenen en vergelijkingen
van raaklijnen op te stellen.

Voorkennis

» werken met machtsfuncties in het algemeen;

- transformaties toepassen op functies;

« machtsfuncties differentiéren;

« vergelijkingen en ongelijkheden algebraisch oplossen.

Verkennen

Opgave V1

Bekijk de grafiek van de gebroken functie f met functievoorschrift f(x) = xi+4 + 5.

Welke karakteristieken heeft de grafiek van f?
Schrijf domein en bereik van f op.

Waarom is f een machtsfunctie?

Bepaal de afgeleide van f.

Hoe zie je aan de afgeleide dat deze functie altijd dalend is behalve voor x = -4?

Uitleg

Alle functies van de vorm f(x) = xP met p een willekeurig reéel getal en alle functies die daaruit
door transformatie kunnen ontstaan heten machtsfuncties.

Dat geldt ook voor veel gebroken functies zoals:

e f(X)= % — 100 is te schrijven als machtsfunctie f(x) = 200(x + 30)'1 —100.

e g(x)=40- % is te schrijven als machtsfunctie g(x) = - x"2 + 40.

Al deze functies kun je door transformatie afleiden uit de bijbehorende machtsfunctie. Ze hebben
daarom dezelfde eigenschappen. Het herleiden van een gebroken functie tot machtsfunctie heb je
nodig voor het differentiéren ervan. Gebroken functies die je niet tot machtsfunctie kunt herleiden,
kun je niet differentiéren met regels die je tot nu toe daarvoor hebt geleerd.
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Hier zie je een lineair gebroken functie h met h(x) = 42XX__130 ingevoerd in
de grafische rekenmachine met de standaardinstellingen van het venster. ,}

Het nulpunt van de functie kun je berekenen door h(x) = 0 op te lossen. t (

Je vindt (2,5; 0).

De verticale asymptoot vind je door te kijken wat x niet mag zijn:

4x — 10 = 0 kan niet, dus de verticale asymptoot is x = 2%. Figuur 2

De horizontale asymptoot vind je door x heel groot positief of negatief te nemen: in dat geval nadert
de y-waarde naar 2. De horizontale asymptoot is y = 2.

Iets lastiger is het om in te zien dat je deze functie kunt schrijven als

_4x—6-4 _4x-6_ 4 _ 4 _ -1
h) =53 =ox3 " 3x3=2 " x3-2-42x-3) .

In deze vorm kun je zien dat ook dit een machtsfunctie is, de translaties vanuit y = % herkennen en

de functie differentiéren. De grafiek van zo'n functie heet hyperbool.

Opgave 1

In de Uitleg zie je dat sommige gebroken functies als machtsfunctie kunnen worden geschreven.
Schrijf de volgende gebroken functies als machtsfunctie als dat kan.

fo=4-=
900 =11

h(x) = (X_23)4 +10
K(x) = 4;)(
Opgave 2

Gegeven is de gebroken functie f met f(x) = ﬁ +1.

Uit welke standaardfunctie kan de grafiek van f door transformatie ontstaan? En welke transforma-
ties moet je dan achtereenvolgens toepassen?

Welke twee asymptoten heeft de grafiek van f?

Schrijf domein en bereik van f op.

Los exact op: f(x) = 4.

Stel met behulp van differentiéren een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f voor
x =1.

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden E
Bekijk de applet
Een machtsfunctie is een functie van de vorm f (x) = a(x + b)P + ¢, waarin ook p elke reéle waarde

kan aannemen. Zo'n functie ontstaat door transformatie van y = xP. Voorbeelden van machtsfuncties
zijn gebroken functies zoals

e f(x)= 21’56 — 1, want dit kun je schrijven als f(x) =1,5- (2(x + 3))'1 - 1.

1,5
(2x+6)2

e f(x)= — 1, want dit kun je schrijven als f(x) =1,5- (2(x + 3))'2 —-1.
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Van gebroken functies kun je de afgeleide bepalen door ze eerst in de machtsvorm te schrijven en
dan te differentiéren. Daarmee kun je bijvoorbeeld vergelijkingen van raaklijnen aan die functies
opstellen.

Een bijzonder geval is de lineair gebroken functie f met functievoorschrift met

ax+b
hO) = cx+d

In dit geval kun je het functievoorschrift altijd herleiden tot dat van een machtsfunctie met exponent
-1. De grafiek van zo'n functie heet hyperbool.

Voorbeeld 1

200

Gegeven is de functie f met f(x) = %330

—100. Leg uit hoe de grafiek van f kan ontstaan uit die van

y = x"1. Bepaal de asymptoten en het domein en bereik van de functie. Bereken de snijpunten met
de assen. Voor welke x is f(x) > 0?

Antwoord

f(x) = % — 100 = 200(x + 30)" 1 _100. Dit is een machtsfunctie die ontstaat door transformatie

van y = x"1:

« eerst een translatie van - 30 t.o.v. de y-as;

« vervolgens vermenigvuldigen met 200 ten opzichte van de x-as;

» tenslotte - 100 verschuiven t.o.v. de x-as.

Deze transformaties kun je ook toepassen op de instellingen van het venster van je rekenmachine.
Je ziet de grafiek van y = x'! goed in beeld als het venster is ingesteld op [-4,4] x [- 3,5].

Dit wordt na transformatie [- 34, -26] x [-700,900]. Ga na, dat je dan de grafiek van f goed in beeld
hebt.

Je vindt verder:
« verticale asymptoot: delen door 0 geeft geen reéel getal, dus x+30 # O; &
als x = -30 heeft de grafiek een verticale asymptoot;
« horizontale asymptoot: als x een heel groot (negatief) getal is, dan is ﬁ
% ~ 0 en dus wordt dan f(x) = -100; de horizontale asymptoot is
y =-100; Figuur 3
¢ domein («,-30) U (-30, =) en bereik («,-100) U (-100, -);
- snijpunt met de y-as: f(0) = 22 — 100 = - 931 dus dit wordt (0, -93%) ;
« snijpunt met de x-as: f(x) =0 als X2f300 =100 en x + 30 = 2 dus x = -28, zodat dit (-28,0) wordt;

e f(x)>0voor-30< x <-28.

Opgave 3

Bestudeer Voorbeeld 1. Bekijk de functie g(x) = 200 — %.
—

Schrijf het functievoorschrift als machtsfunctie.

Uit welke machtsfunctie van de vorm y = xP kan de grafiek van g door transformatie ontstaan?
Welke transformaties moet je achtereenvolgens toepassen?

Bepaal de twee asymptoten van de grafiek van g.
Bepaal domein en bereik van g.

Bereken de snijpunten van de grafiek van g met de beide coordinaatassen.
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Opgave 4
Gegeven is de gebroken functie f met voorschrift f(x) = i—:i.
Laat zien dat f(x) =1 — Xi4.

Laat zien dat f een machtsfunctie is.
Welke asymptoten heeft de grafiek van f?

Bepaal domein en bereik van f.

Voorbeeld 2

1
Los op: 40 -z < 24.

Antwoord

Voor het oplossen van een ongelijkheid is een grafiek handig. De functie y; = 40— % is een machts-
functie want te schrijven als y; =- 1x 2 + 40. De functie ontstaat door transformatie van y = x™2:

« vermenigvuldiging met -1 t.o.v. de x-as;
e 40 verschuiven t.o.v. de x-as.

De grafiek van y = x" 2 komt goed in beeld met venster [-4,4]x [-4,4]. De grafiek van y1 komt goed in
beeld met venster [-4,4]x[36,44]. Omdat je y, = 24 ook in beeld wilt hebben, kies je [-4,4]x[20,44].

Bij x = 0 zit een verticale asymptoot!
Dan los je op: 40 —iz = 24. Je vindt: x = 0,25V x =-0,25.
X

De oplossing van de ongelijkheid is -0,25 < x <0V 0 < x < 0,25.

i

Figuur 4

Opgave 5

Bekijk in Voorbeeld 2 hoe je een ongelijkheid kunt oplossen waarin gebroken functies voorkomen
die je kunt schrijven als een machtsfunctie. Los de volgende ongelijkheden algebraisch op. Rond zo
nodig af op twee decimalen.

200
x-40 = 20

—25 ___100 <200
(2x+6)

Opgave 6

De functie f(x) = :2—;21 kun je niet als machtsfunctie schrijven. Toch kun je wel ongelijkheden oplos-
sen waarin die functie voor komt.
Los op: f(x) =-0,5.

Los op: f(x) > %
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Voorbeeld 3

X242

Gegeven is de functie h met h(x) = 5x

Bereken met behulp van differentiéren de extremen van h.

Antwoord

x2+2 _x2 2 1 1 -
h() == =gxtax =X tx =X+ X

De afgeleide wordt h’(x) = % —-1x2 =

Voor de extremen los je op h'(x) = 0.
Dit geeft % = % en dus x2 = 2 zodat x = ++2. .
Aan de grafiek op je grafische rekenmachine zie je dat er twee extremen

zijn:max.f(\/i)=$=\%=\/§enmin.f(-\/§)=-J§. 4

X=1.4142136 Y=1.4142136

Figuur 5

Opgave 7

Bestudeer Voorbeeld 3. Bekijk de functie g(x) = @

Bereken exact de extremen van g.
Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van g voor x = 1.

Bepaal domein en bereik van g.

Opgave 8

Gegeven zijn de functies f met f(x) = % en g met g(x) = ‘/%.
—4X

Waarom zijn beide functies machtsfuncties?
Los exact op: f(x) = g(x).

Bepaal met behulp van differentiéren de hellingwaarden van zowel f als g in het snijpunt van hun
grafieken.

Verwerken
Opgave 9

' a0 100
Gegeven de functie f met f(x) = 40 xr10)3"

Laat zien dat f een machtsfunctie is.

Bepaal de asymptoten van de grafiek van f.
Schrijf domein en bereik van f op.

Bereken exact het nulpunt van de grafiek van f.

Los op in twee decimalen nauwkeurig: f(x) = x.

Opgave 10

Los de volgende ongelijkheden algebraisch op.

16 _ 1
FZEX

2X
m+20< 100
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Opgave 11

10 10x

XX VX ©
Beide functies zijn machtsfuncties. Verklaar op grond van de exponent van deze machtsfunctie waar-
om de grafiek van f altijd dalend en die van g stijgend is.

Gegeven zijn de functies f en g met f(x) = +100 en g(x) =

Welke asymptoten hebben deze functies?

Los op in twee decimalen nauwkeurig: f(x) = g(x).

Opgave 12

2x-10
x—10"

Een lineair gebroken functie f is gegeven door f(x) =

Bereken de asymptoten van de grafiek van f en schrijf domein en bereik van deze functie op.

10

Laat zien, dat het functievoorschrift ook is te schrijven als f(x) =2 + =10

Welke transformaties moet je op de hyperbool y = % toepassen om die van f te krijgen?

Los exact op: f(x) < %

Opgave 13

10

2)(_5+2.

Gegeven de functie f met f(x) =

Laat zien dat f een machtsfunctie is.
Schrijf domein en bereik van f op.

Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f in het snijpunt van deze grafiek met de
x-as.

Er is nog een ander punt op de grafiek van f waarin de raaklijn evenwijdig is aan die bij c. Bereken
de exacte coordinaten van dit punt.

Opgave 14

X+2
N3

Bereken algebraisch het minimum van functie f en schets de grafiek.

De functie f is gegeven door f(x) = en de lijn I heeft vergelijking 3x — 16y = 0.

Laat zien dat de grafiek van f een raaklijn heeft die evenwijdig is met lijn I.

Toepassen

Opgave 15: Gebroken functie

De functie f is gegeven door f(x) =

1
(4x+3)2 ’
De horizontale lijn met vergelijking y = % snijdt de grafiek van f in twee punten.

Bereken exact de coordinaten van de twee snijpunten.

8
Ax+3)%"

Voor de afgeleide van f geldt f'(x) =

Toon dit op algebraische wijze aan.

Punt A(1,41—9) ligt op de grafiek van f. De lijn y = ax + b is de raaklijn aan de grafiek van f in A.
Bereken exact de waarden van a en b.

(naar: pilotexamen havo wiskunde B in 2014, eerste tijdvak)
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Testen

Opgave 16

Los de volgende vergelijkingen en ongelijkheden algebraisch op.

5
4O_F=0

2/x+100
> 12

19 >0,016
(5-%)

Opgave 17

. . !
Gegeven is de functie f(x) = o202 +1

Geef domein en bereik van f.

Bereken algebraisch de snijpunten van de grafieken van f met de x-as.

Stel met behulp van differentiéren vergelijkingen op van de raaklijnen aan de grafiek van f in beide
snijpunten met de x-as en bereken het snijpunt van die twee raaklijnen.
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