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7.3 Afgeleiden

Inleiding

De afgeleide van een functie geeft de helling van de grafiek in een punt weer.
Het is ook een maat voor de veranderingssnelheid van de functiewaarde voor
een bepaalde waarde van x. Je bepaalt een afgeleide door te differentiéren.
Dat lijkt tot nu toe misschien een eenvoudige klus. Maar wanneer de functies Differentiren
ingewikkelder worden moet je er speciale differentieerregels voor toepassen. =i} "f“_t_‘-.",.'“"" ot
Je herhaalt eerst nog even de al bekende technieken. Die worden nu uitgebreid :
met de machtsfuncties, ook verschoven machtsfuncties.

Je leert in dit onderwerp

« regels toepassen bij het differentiéren;
» de machtsregel toepassen op alle machtsfuncties;
« de kettingregel toepassen op functies die ontstaan door transformatie van een machtsfunctie.

Voorkennis

» allerlei soorten functies gebruiken;
« differentiéren met de machtsregel, de constante-regel en de somregel;
« werken met de afgeleide, onder andere voor het berekenen van hellingswaarden en extremen.

Verkennen

Opgave V1

Gegeven is de functie f door f(x) = (3x + 1)2.

Bepaal de afgeleide van f.

Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f voor x = 0.
Bereken met behulp van de afgeleide het minimum van functie f.

Waarom kun je bij deze functie het minimum wel zonder afgeleide bepalen?
De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van f voor x = 0 is f'(0).

Laat zien hoe je deze richtingscoéfficiént kunt afleiden uit de richtingscoéfficiént van de grafiek van

y = x2 voor x = 1.

Opgave V2

Bij het lozen van olie op zee ontstaat een zich cirkelvormig uitbreidende olievlek. De straal R (in
meter) van die olievlek hangt af van de tijd t (in uren). Bijvoorbeeld kan gelden: R = 7t.

Waarom is R een samengestelde functie?

Hoe snel verandert de straal van de olievlek na 3 uur?

Kun je het antwoord op de vorige vraag met behulp van differentiéren vinden? En hoe dan?
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Uitleg 1

Bekijk de applet

De afgeleide van een functie geeft de helling van de grafiek in een punt weer. Het is ook een maat
voor de veranderingssnelheid van de functiewaarde voor een bepaalde waarde van x. Je bepaalt een
afgeleide door te differentiéren.

Je hebt al een paar differentieerregels geleerd. Je weet dus dat de afgeleide van f(a-x+ b) is
a-f’(a-x+Db).

De functie f met functievoorschrift f(x) = (3x + 1)2 heeft dus als afgeleide:

f'(x)=3-23x+1)! =18x +6.

Ga dit na met behulp van de applet.

Bij deze functie kun je de afgeleide ook bepalen door eerst de haakjes weg te werken en daarna pas
te differentiéren. Maar dat gaat alleen omdat de exponent niet erg groot is en bovendien een geheel
getal is. En inmiddels weet je dat er ook gebroken en negatieve exponenten bestaan.

Opgave 1

Bekijk Uitleg 1.

Licht met behulp van transformaties toe waarom de afgeleide van f(x) = (3x + 1)2 gelijk is aan
F'(x)=2@x+1t-3.

Laat zien dat je door eerst haakjes weg te werken dezelfde afgeleide krijgt.

Voer het functievoorschrift van f in je grafische rekenmachine in en bepaal met behulp daarvan de
hellingwaarde voor x = 0. Ga na dat deze waarde overeen komt met f’(0).

Opgave 2

Gegeven is de functie f(x) = 2(4x — 2)5 -1.

Welke transformaties moet je toepassen op de grafiek van g(x) = x°

om die van f te krijgen?
Bepaal de afgeleide van f.

Bereken met behulp van die afgeleide de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van f
voor x = 1. Controleer je antwoord met behulp van de grafische rekenmachine.

Uitleg 2

Functies zoals f(x) = VX zijn in feite machtsfuncties, want:

N[~

FOO) = VX = x

Je kunt ze daarom differentiéren met behulp van de machtsregel:

N[ =

7 1_-
fr(x) =5x
Zo'n afgeleide herleid je dan weer tot een vorm zonder gebroken en/of negatieve exponenten:

1
Fr(x)=2x2

Op deze manier kun je ook van wortelfuncties en gebroken functies de afgeleide bepalen: je schrijft
ze eerst als machtsfunctie. Daarop pas je dan de machtsregel voor differentiéren toe. Je ziet nu ook
waarom het belangrijk is wortels en breuken tot machten (en omgekeerd) te kunnen herleiden.
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Opgave 3
Je hebt in Uitleg 2 gezien hoe je een wortelfunctie kunt differentiéren met behulp van de machtsre-

gel. Neem nu de functie f(x) = %

Schrijf deze functie als machtsfunctie.

Bepaal de afgeleide van deze functie met behulp van de machtsregel en herleid de afgeleide tot een
vorm zonder negatieve exponent.

i i =2
Differentieer f(x) = =

. . _ 3
Differentieer f(x) = T

Differentieer f(x) = 4x2VX.

Differentieer f(x) = 53\/x2.

Opgave 4

Bekijk de grafiek van de functie f met voorschrift f(x) = v3x — 6.
Door welke transformaties kan de grafiek van f ontstaan uit die van g(x) = /x?

De afgeleide van g kun je bepalen met behulp van de machtsregel. De afgeleide van f kan hieruit
worden afgeleid. Laat dit zien.

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden E

De afgeleide van een functie y = f(x) bepaal je door te differentiéren. Je kent al een aantal differen-
tieerregels:

Machtsregel:
Als f(x) = cx" danis f'(x) = rcx™ =1 voor elke ¢ en voor elke reéle waarde van r.

Constanteregel:
Als f(x) =c danis f'(x) = 0.

Somregel:
Als f(x) = u(x) xv(x) danis f'(x) = u’(x) £ v’ (x).

Kettingregel voor eenvoudige samengestelde functies:

Als f(x)=a-(bx+c) +ddanis f'(x) =a-r(bx + c)r_1 -b voor elke reéle waarde van a, b, ¢, d en
vanr.

Met deze regels kun je ook wortelfuncties en gebroken functies differentiéren. Er blijven echter nog
functies waarvan je de afgeleide met deze regels niet kunt bepalen.

Voorbeeld 1

Gegeven is de functie f met voorschrift f(x) = (2x — 6)4 - 5.

Toon aan dat deze functie een minimum heeft en bereken dat minimum. Stel met behulp van diffe-
rentiéren een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f voor x = 0.
Antwoord

Het aantonen dat f een minimum heeft kan met behulp van de afgeleide. Je kunt ook bekijken hoe de
grafiek van f kan ontstaan door transformatie van die van g(x) = x#, een functie met een minimum
van 0 voor x = 0.
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De drie transformaties zijn:

« translatie van 6 t.o.v. de y-as,

« vermenigvuldigen met % t.o.v. de y-as,

» translatie van -5 t.o.v. de x-as.

Hiermee vind je het minimum van f, namelijk min.f(3) =-5.

De richtingscoéfficiént van de raaklijn kun je natuurlijk met je rekenmachine bepalen.
Maar nu moet je de afgeleide gebruiken: f'(x) = 4(2x — 6)3 -2=812x — 6)3.

Je krijgt dus een richtingscoéfficiént van f’(0) = 8 --63 = -1728. De raaklijn heeft daarom een
vergelijking van de vorm y = -1728x + b. Omdat f(0) = 6% — 5 = 1291 krijg je als vergelijking
y=-1728x+1291.

Opgave 5

Gegeven is de functie: f(x) = 2x + 8)% — 6.

Welke transformaties zijn nodig om de grafiek van f te verkrijgen uit: g(x) = x*?
Beredeneer hoe groot het minimum van f is met behulp van de afgeleide.

Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f voor x = -2.

In welk punt van de grafiek van f is de raaklijn evenwijdig met de lijn y = 8x?

Opgave 6

Hier zie je de grafiek van de functie f gegeven door f(x) = 2x—0,5(3x — 6)3

zoals een grafische rekenmachine die maakt met de standaardinstellingen ; \w
van het venster. Er lijken twee extremen te zijn.

Ga met behulp van de afgeleide van f na, dat er inderdaad twee extremen i \

zijn en bereken de exacte waarden van die extremen.
De afgeleide f’ heeft zelf een maximum voor x = 2. Toon dit aan. Figuur 2
Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f voor x = 2.

Voorbeeld 2
Differentieer de functies:

o f(x)=x2%—-4xJx

. f(X) — ZXX—l

e f(X)=+v4x+1

_ X242VXx
fx) =75

Antwoord

Bekijk nog even de differentieerregels in de theorie. Denk ook om het weer herleiden van de afgeleide
tot een vorm zonder gebroken en/of negatieve exponenten.

1 1
f(x) =x% —4xyx = x2 —4x17 geeft f'(x) =2x —6x2 = 2x — 64X

fx) = 2";1 =2-x1geeft f'(x) =0+ 1x2 =%

1 1
e f(0) =VAx+1=(4x +1)2 geeft f’(x)=%(4><+1)'2-4=‘/42ﬁ
X
2 A , 1L
. f)== }:iﬁ=%x+%x 2 geeft f (X)=%—%x 2=%—3X1\/Y
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Opgave 7
Bekijk Voorbeeld 2 zonder naar het antwoord te kijken.
Bepaal eerst zelf deze vier afgeleiden.

Oefen jezelf met behulp van het Practicum.

Opgave 8

Differentieer de volgende functies:
f(x) =3v2x -6
f(x) =6x2/x —4+45—-x

fx) = X220
fx) =522
Voorbeeld 3

Bij het lozen van olie in stilstaand water ontstaat een zich cirkelvormig uitbreidende olievlek. De
straal R (in meter) van die olievlek hangt af van de tijd t (in uren). Bijvoorbeeld kan gelden: R = J7t.

Hoe snel verandert de straal van de olievlek na 5 uur? Geef je antwoord in twee decimalen nauw-
keurig.
Antwoord

De snelheid waarmee de straal van de cirkel verandert op t = 5 is R’(5).
1 1
Nuis R(t) = (7)2 endus R'(t) = =(7) 2- 7 = ——.

7

Dusis R’ =——
us is R'(5) Wi

~ 1,18 m/uur.

Opgave 9
In Voorbeeld 3 zie je een toepassing van een wortelfunctie.

Bepaal zelf - zonder eerst naar het antwoord te kijken - de afgeleide van R(t). Vergelijk je antwoord
met de afgeleide in het voorbeeld.

Je kunt deze afgeleide ook bepalen door de functie te schrijven als R(t) = V7 - V. Laat zien hoe je in
dat geval de afgeleide vindt.

Laat ook zien dat je met de afgeleide bij b dezelfde uitkomst vindt voor R’(3).

Verwerken

Opgave 10

Differentieer de volgende functies.
£ = (x2 - 100)°

g =-5+1-x°

H(t) =252 —4t)3

yx) =2p2x — (px +3)*
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Opgave 11
Hier zie je de grafiek van de functie f(x) =-(2x — 6)3 +4.

De grafiek lijkt dalend voor elke waarde van x behalve x = 3. Toon aan
dat dit inderdaad het geval is.

De raaklijn aan de grafiek van f voor x = 2 snijdt de x-as in punt P.
Bereken de coordinaten van P.

1
—

Figuur 3

Opgave 12

Bepaal van de volgende functies de afgeleide:
y =7

1 4 3
f) =3T2"x

+1

1

H(p) = 37

g0 =2x -

Opgave 13

Hier zie je de grafiek van de functie f(x) = x2 — /8 —2x.

Bepaal het domein van f. /

Bereken met behulp van differentiéren het bereik van f. Geef je antwoord
in twee decimalen nauwkeurig. \i

A is het beginpunt van de grafiek van f. Wat is er voor bijzonders aan
de hand met de richtingscoéfficient van de raaklijn in A aan de grafiek? Eiguyur 4
Welke vergelijking heeft die raaklijn?

Opgave 14

Een gelijkstroomcircuit bestaat uit een 12 volts batterij met een inwendige weerstand van 12 ohm en
een variabele weerstand van R (ohm). Het vermogen P (in watt) dat door dit circuit wordt opgewekt,

wordt gegeven door P = RIZ%. De stroomsterkte I (ampére) wordt daarin gegeven door I = %.
Druk het ontwikkelde vermogen uit in I, de stroomsterkte.
Bereken het maximaal ontwikkelde vermogen met behulp van differentiéren.
Opgave 15
Je ziet hier een deel van de grafiek van de functie y = -x3 + 6x2 — 10. s
De grafiek heeft twee (lokale) extremen. Bereken beide extremen. \ /\
Bereken het punt van de grafiek tussen de twee toppen waarin de hellings- \
waarde het grootst is. \{
%=0 v=-10
Figuur 5
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Toepassen

Opgave 16: Functies met een wortel

Gegeven is de functie f1g: f1g(x) = xVx + 18.
De grafiek van f1g wordt 18 naar rechts geschoven. Zo ontstaat de grafiek van de functie g, met

9(x) = XX — 18X

Toon op algebraische wijze aan dat het gegeven functievoorschrift van g inderdaad bij deze verschui-
ving hoort.

De functie g(x) = x+/x—18+/x heeft een minimum. Bereken met behulp van differentiéren voor welke
waarde van x dit minimum wordt aangenomen.

(naar: examen havo wiskunde B in 2011, tweede tijdvak)

Testen

Opgave 17

Differentieer de volgende functies.

F(x) =6(1 +2x)°3

yx)=(1 —4x)4 +5

R(t) = ,’Llf’t
f(x) =410 + 8x

K(p) =p2—ﬁ

— %3 341
f(x)=x>+2x =tz

Opgave 18

Gegeven is de functie f(x) = 2x — Vx + 2.

Als je de grafiek van deze functie op je grafische rekenmachine bekijkt met de standaardinstellingen
van het venster, lijkt het wel een rechte lijn te zijn. Wat is het domein van f?

Bepaal de afgeleide van f.
Bereken met behulp deze afgeleide het minimum van f.
Wat is het bereik van deze functie f?

Bereken exact de hellingwaarde van de grafiek van f in het punt waar deze grafiek de y-as snijdt.

Practicum: Machtsfuncties

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het differentiéren van machtsfuncties, waaronder gebro-
ken functies en wortelfuncties. Je kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave
zelf op papier.

Met “Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met =) krijg je een nieuwe opgave.

Werk met AlgebraKIT.
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