6.4 Logaritmische vergelijkingen

Inleiding
Onder andere bij het berekenen van nulpunten van functies ben je al 2X
vergelijkingen tegengekomen waarin logaritmen voorkomen. Uit de

definitie volgt dat je vanuit een logaritme kunt terugrekenen door een /\
exponentiéle functie met hetzelfde grondtal te gebruiken. Hiermee

8
kun je vergelijkingen met logaritmen oplossen. Soms gebruik je er \_/

ook de eigenschappen van logaritmen bij. Bij ongelijkheden moet je 2Io'g ( X)

ook nog rekening houden met het domein van de logaritme! Figuur 1

Je leert in dit onderwerp

« systematisch vergelijkingen en ongelijkheden met logaritmische functies oplossen;
« herleiden van een logaritmische functie naar een exponentiéle functie.

Voorkennis

o werken met logaritmische functies;
« de eigenschappen van logaritmen gebruiken.

Verkennen

Opgave V1
Los op: °log (x) < 3.

Uitleg

Los op: °log (x) < 3.

« Los de bijbehorende vergelijking op:
5log (x) = 3 geeft x = 53 = 125.
« Plot de grafieken op de grafische rekenmachine:
Voer in: y; = 51og (x) en Vo =3.
Dit geeft: x < 125.
« Controleer het domein (en de verticale asymptoot) van de logaritme en geef de oplossing. De
oplossing is 0 < x < 125.

Plotl Plot2 Plot3 WINDOW

E\Y1Blo09(X)/109(5) Xmin=-20

E\Y283 Xmax=200

N Xscl=10 //7
\Y4= Ymin=-5S

E\Ys= Ymax=5

IN\Ys= Yscl=1

E\Yz= Xres=1

E\Ysg= aX=.83333333333333

E\Yg= TraceStep=1.6666666666667
Figuur 2

Opgave 1

Gegeven is de functie f(x) =3 - 2 log (x) + 16.
Plot de grafiek van f.

Bepaal met de grafische rekenmachine voor welke waarde van x geldt: f(x) = 38. Rond af op twee
decimalen.

Bepaal algebraisch voor welke waarde van x geldt: f(x) = 38.
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Opgave 2
Gegeven is de functie f(x) = 3-2log (x) + 16.
Bepaal de asymptoot, het domein en het bereik van f.

Los de ongelijkheid 3 - 2log (x) + 16 < 38 op.
Lees de oplossing van de ongelijkheid af uit de grafiek van f.

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden E

Voor de logaritmische vergelijking 9 log (x) = a moet gelden:
g>0eng+1lena>0.

De oplossing vind je door aan beide zijden de inverse bewerking van de logaritme toe te passen:
9log (x) = a geeft g?1°9 ) = ga en hieruit volgt x = g9.
Een logaritmische ongelijkheid van de vorm 9 log (x) < a kun je zo oplossen:

« Los de bijbehorende vergelijking 9 log (x) = a op.
 Plot de grafieken op de grafische rekenmachine van y; = 91og (x) en y, = a.
« Leesde oplossing uit de grafiek af. Let op het domein (en de verticale asymptoot) van de logaritme.

Bij ingewikkelde vergelijkingen waarin meerdere logaritmen voorkomen, heb je vaak ook nog de
eigenschappen van het optellen of aftrekken van logaritmen nodig. Soms moet je van grondtal wis-
selen.

Voorbeeld 1
Los op: 10 + 7-3log (x + 1) < 45.

Antwoord

Los bijbehorende vergelijking op: 10 + 7 - 3log (x + 1) = 45.

Slog(x+1) =5
x+1 =32
X = 242

Plot de grafieken op de grafische rekenmachine:
Voer in: y; =10+ 7-3log (x + 1) en y, = 45.

Gebruik het domein (-1, —), de asymptoot x =-1 en y, = 45 om de vensterinstellingen te bepalen.
Lees af: -1 < x <242.

Plotl Plot2 Plot3 WINDOW

E\Y1B10+7%109(X+1)/109(3) Xmin=-20
B\Y2B845 ¥max=240 K_(
E\Y3= Xscl=10

E\Ys= Ymin=-50
E\Ys= Ymax=50
\Ye= Yscl=10
E\Y?= Xres=1
E\Ys= aX=.98484848484848
E\Ys= TraceSter=1.969696969697
Figuur 3
Opgave 3

Losop:2+3.210g(x—4)511.
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Opgave 4

Gegeven is de functie f met f(x) =1 +4-%%log (x + 5).

Los algebraisch op: f(x) =-3

Geef een vergelijking van de asymptoot van de grafiek van f en bepaal het domein en bereik van f.

Los op: f(x) =-3.

Opgave 5

Plot de grafieken van de functies f(x) = 21log (x) en g(x) = 2log (2 — X).
Bepaal van beide functies de vergelijking van de asymptoot.

Bepaal van beide functies het domein.

Los algebraisch op: f(x) = g(x)

Los op: f(x) > g(x).

Voorbeeld 2
Los algebraisch op: 21og (x) + 2log (x + 2) = 3.

Antwoord
210(_:](><)+Zlog(><+2) =3
2log (x(x +2)) = 3
2log (x% +2x) = 3
x2+2x =23

x24+2x-8 =10
x =-4vx=2
Vanwege het domein van de eerste logaritme geldt x > 0. Alleen de oplossing x = 2 voldoet hieraan

en dit is de enige oplossing.

Opgave 6
Los algebraisch op: 61log (x) + log (x — 1) = 1.

Opgave 7

Los de vergelijkingen algebraisch op.
log(2x) —log(x—1) =2

3log(x—2) =1 +5-3log(2)

Voorbeeld 3
Het verband tussen het geluidsdrukniveau L en de effectieve geluidsdruk p is
L =20-log (%)' met po = 0,00002 Pa, de gehoorgrens.

Laat zien dat p een exponentiéle functie van L is.
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Antwoord

Vul eerst pg = 0,00002 in. Herleid vervolgens de gegeven formule naar de vorm p = ...

_ p
L = 20-log (0,00002)
L _ p
70 = log (0,00002)
1
10297 = 0,00002
Lr
p = 0,00002-102°

1
Omdat 1029% ~ 1,12L kun je dit schrijven als: p = 0,00002 - 1,12L.
p is een exponentiéle functie van L.

Opgave 8

Herleid de gegeven formule naar de vorm q = ...
h =300-log (£ +20)

h=10-5-2log(q—4)

Verwerken

Opgave 9

Gegeven is de functie f(x) =1 —-3-log (x +4).

Geef de vergelijking van de asymptoot van de grafiek van f.
Geef het domein en bereik van f.

Los algebraisch op: f(x) >0
Opgave 10

1
Gegeven is de functie g(x) =-10 + 2 -§log (x-=1).
Geef de vergelijking van de asymptoot van de grafiek van g.

Geef Dg en Bg.

Los algebraisch op: g(x) = -14.

Opgave 11
Los algebraisch op.

3log(x)=2-3log(5)

1
3

1 1
log (x) = 3log (5) + 3log (2)
5-2log(x) =0
Slog (x) =3 +4-°log (3)

1
3

1 1
log (x) = 3log (5) + 3log (2 — x)
Slog (x) =3 +4-9log (x)
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Opgave 12

Gegeven zijn de functies f(x) =log (x) en g(x) =-1 +1log (4 — x).
Bepaal van beide functies het domein, het bereik en de asymptoot.
Los algebraisch op: f(x) = g(x)

Los op: f(x) = g(x).

Los op: f(x) > g(x).

Opgave 13
Druk g uit in p.
p=15-3log (5 - q)

p =600 + 15-10g(%)

Toepassen

Aardbevingen worden geregistreerd met een seismograaf,
die aardbevingsgolven weergeeft in een seismogram. Ver-
spreid over de aarde staan veel seismografen opgesteld. De
uitwijking van een seismograaf hangt af van de afstand van
dit instrument tot de plaats aan de oppervlakte van de aarde
waar de beving het eerst optreedt. Deze plaats noemt men
het epicentrum van de aardbeving. Om aardbevingen met el-
kaar te kunnen vergelijken gebruikt men seismogrammen die
op een afstand van 100 km van het epicentrum zijn gemaakt
(standaard seismogrammen). De kracht van een aardbeving
wordt meestal uitgedrukt in een getal op de schaal van Rich- giguur 4

ter. Bij deze schaal wordt de logaritme (met grondtal 10) ge-

bruikt van de grootste uitwijking in micrometer die in het seismogram voorkomt.

Opgave 14
Bekijk het verhaal van de schaal van Richter.

Leg uit, dat de kracht op de schaal van Richter met 1 toeneemt als de maximale uitwijking van de
seismograaf 10 keer zo groot wordt.

De aardbeving in Nederland van 13 april 1992 had een kracht van 5,5 op de schaal van Richter. De
kracht van de aardbeving op 27 februari 2010 in Chili was 8,8.

Bereken de verhouding tussen deze twee grootste uitwijkingen.

Opgave 15

Als op een bepaald waarnemingsstation een seismogram gemaakt is en je weet de plaats van het
epicentrum, dan kun je met de volgende formule de kracht van de aardbeving berekenen:

R =log (£) + 1,66 - log (D) + 3,30

Hierin is:

« R de kracht van de aardbeving uitgedrukt in een getal op de schaal van Richter

» A de grootste uitwijking in het seismogram in ym (1pm = 0,001 mm)

« T de tijd in seconden van de trilling met de grootste uitwijking

« D de grootte in graden van de hoek tussen de verbindingslijnstukken M E en MW, waarin M

het middelpunt van de aarde, E het epicentrum van de aardbeving en W de plaats van het
waarnemingsstation is

Uit de formule volgt inderdaad dat de kracht op de schaal van Richter met 1 toeneemt als de maximale
uitslag van de seismograaf 10 keer zo groot wordt (bij dezelfde T en D).
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Toon dit aan.

Van de Chileense aardbeving van 2010 werd een seismogram opgenomen. De trillingen gaven daar
een maximale uitslag van 1500 pm; de trillingstijd T bedroeg 20 s. Na invulling van D werd R = 8,8
gevonden. Neem aan dat de omtrek van de aarde 40000 km is.

Bereken de afstand over de aardbol tussen de plaats waar het seismogram werd opgenomen en het
epicentrum in Chili in honderden kilometers nauwkeurig.

Ook op diverse andere plaatsen werd in 2010 een seismogram van de Chileense aardbeving opge-
nomen. Op al die plaatsen berekende men dat de kracht van de aardbeving 8,8 was.

T\ 4

Toon aan dat hieruit volgt dat tussen A, T en D een verband bestaat van de vorm: D = p - (Z) en

bereken p en q in twee decimalen nauwkeurig.

Testen

Opgave 16

Los algebraisch op:
7log(x —5) =0
-0.2516g (x) = 9-25]0g (5)
4log (x) = 0,5 —%1og (3)

1
2

1
log (x) + 2log (2x) = 0

Opgave 17

Gegeven zijn de functies f en g met voorschriften f(x) = 3log (2x) en g(x) = 3log (6 — x).
Bepaal het domein, bereik en de asymptoot van beide functies.

Bereken voor welke x geldt f(x) =-2.

Los algebraisch op: f(x) > 9.

Bereken voor welke x geldt g(x) = 0.

Los algebraisch op: f(x) = g(x).

Los op: f(x) = g(x).

Opgave 18

D+10
100

De formule k =4 - log ( ) + 5 is zo te herschrijven dat D een exponentiéle functie is van k.

Toon dat aan.

Practicum

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het oplossen van logaritmische vergelijkingen. Je kunt
telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave zelf op papier.

Met ‘Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met =) krijg je een nieuwe opgave.

Werk met AlgebraKIT.
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