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Voorwoord

Het lesmateriaal in dit katern is gebaseerd op het materiaal dat je kunt vinden op de Math4All website
www.math4all.nl. In de tekst staan dan ook regelmatig verwijzingen naar die website. Waar je precies
moet zijn op die website kun je zien in de kopregel van iedere pagina.

leder hoofdstuk bestaat uit een aantal paragrafen en wordt steeds afgesloten met een paragraaf
Totaalbeeld waar de leerstof wordt samengevat en/of herhaald. ledere paragraaf is ingedeeld in vaste
rubrieken die houvast geven bij de bestudering van het lesmateriaal.

« Verkennen

« Uitleg

« Theorie en Voorbeelden
« Verwerken

« Toepassen

Indien er in het lesmateriaal wordt verwezen naar werkbladen dan kun je deze terugvinden op de
website en achterin je katern.
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Continue kansmodellen

1.1 Continue stochast 6

1.2 Normaalkromme 14

1.3 Standaardiseren 25

1.4 Normaal of niet? 34

1.5 Binomiale kansen benaderen 44
1.6 Totaalbeeld 51



1.1 Continue stochast

Inleiding

Een bedrijf is geinteresseerd in de tijd die nodig is om een klant
te helpen, de transactietijd. Je kunt die tijd in klassen indelen (bij-
voorbeeld van hele minuten) en zo bijhouden hoeveel minuten een
transactie duurt. Je maakt dan een kansverdeling voor de variabele
transactietijd t. Maar de transactietijd kan in feite elke (positieve)
reéle waarde aannemen. Door steeds kleinere tijdsintervallen te
nemen kun je een kansverdeling voor deze continue kansvariabele
opstellen, benaderen.

Figuur 1.1

Je leert in dit onderwerp

o het begrip continue stochast;
» het begrip kansdichtheidsfunctie bij een continue stochast.

Voorkennis

« werken met discrete stochasten;
« werken met exponentiéle functies, met name ook afgeleiden
en integralen daarbij en dus het getal e.

Verkennen

Opgave V1

Een bedrijf heeft door tellingen een frequentieverdeling opgesteld
voor de tijd die nodig is om een klant te helpen. Voor deze trans-
actietijd (in minuten) geldt:

t (min.) 1 2 B 4 5 6 7 8 9 10

P(r=t) 0,16 0,19 0,19 0,15 0,11 0,08 0,05 0,04 0,03 0,01

Tabel 1.1

Je kunt dit opvatten als een kansverdeling voor een discrete sto-
chast T. Maar T kan in feite elke (positieve) reéle waarde aan-
nemen. Door steeds kleinere tijdsintervallen te nemen kun je een
kansverdeling voor deze continue stochast opstellen, benaderen.
Het lijndiagram laat dit al een beetje zien. (Merk op dat voor de
juiste figuren de klassenmiddens van elke minuut moeten worden
ingevoerd in de GR.)

|L2 |Ls Ly Ls 2 Ploti:LisL2 Plotl:Li,L2

T
nnnnnn

=

&

- min=4
Late)= max<s =41 ®=4.5 y=11

Figuur 1.2

Hoe groot is de kans dat een klant minder dan 4 minuten transac-
tietijd kost?

PAGINA 6 MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE



@ STATISTIEK EN KANSREKENING » CONTINUE KANSMODELLEN P CONTINUE STOCHAST

Hoe geef je die kans in het staafdiagram weer? En in het lijndia-
gram?

Hoe bepaal je de kans dat een klant minder dan 4,75 minuten trans-
actietijd kost?

Uitleg 1

Een bedrijf heeft door tellingen een frequentieverdeling opgesteld
voor de tijd die nodig is om een klant te helpen. Voor deze trans-
actietijd (in minuten) geldt:

t (min.) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P(T =t) 0,16 0,19 0,19 0,15 0,11 0,08 0,05 0,04 0,03 0,01

Tabel 1.2

Je kunt dit opvatten als een kansverdeling voor een discrete sto-
chast T. Maar T kan in feite elke (positieve) reéle waarde aan-
nemen. Door steeds kleinere tijdsintervallen te nemen kun je een
kansverdeling voor deze continue stochast opstellen, benaderen.
Het lijndiagram laat dit al een beetje zien. (Merk op dat voor de
juiste figuren de klassenmiddens van elke minuut moeten worden
ingevoerd in de GR.)

|L2 |Ls Ly Ls 2 Ploti:Lisl2 PlotliLisl2

onswneg,ll
ninhininin

= min=4
Late)= max<s =41 ®=4.5

Figuur 1.3

Bekijk de frequentieverdeling van de transactietijd T die je bij Ver-
kennen V1 aantreft.

« De kans dat een klant hoogstens 4 minuten transactietijd kost

is:

P(r=4)=0,16+0,19+0,19+ 0,15 = 0,69.

Dit is de oppervlakte van de eerste vier staafjes van het staaf-
diagram.

Het is ook de oppervlakte onder het lijndiagram vanaf t = 0 tot
t=4.

« De kans dat een klant hoogstens 4,75 minuten transactietijd
kost kun je benaderen door de oppervlakte te schatten onder de
kromme lijn die de middens van de bovenkanten van de staafjes
verbindt vanaf t =0 tot t = 4,75.

Bij deze kromme hoort een kansdichtheidsfunctie f(t).

Opgave 1

Bekijk de relatieve frequentieverdeling van de transactietijd in Uit-
leg 1.

Teken zelf op papier het bijbehorende kanshistogram. Waarom is
T nu een discrete toevalsvariabele?

Bepaal de kans dat je hoogstens 3 minuten moet wachten, dus
P(T = 3).

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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@ Statistiek en kansrekening P Continue kansmodellen P Continue stochast

Teken door de middens van de staven van je histogram een vloei-
ende kromme die goed past bij het histogram. Waarom kun je T
eigenlijk opvatten als een continue stochast?

Schat in geval je T opvat als een continue stochast P(T < 3).

Waarom is de kans dat je hoogstens 3 minuten moet wachten ei-
genlijk P(T = 3,5)?

Opgave 2

Gebruik de vloeiende grafiek die je in de voorgaande opgave hebt
gemaakt.

Arceer het gebied dat de kans voorstelt dat de transactietijd gelijk
is aan 3 minuten en leg uit waarom dit gebied wordt begrensd door
de lijnent = 2,5 en t = 3,5. Geef een schatting van deze kans.

Bepaal op dezelfde manier de kans op dat de transactietijd min-
stens 3 minuten is.

Welk percentage hoort bij het hele gebied onder deze grafiek?

Uitleg 2

De transactietijd (de afhandelingstijd per klant) is een continue sto-
chast T die alle positieve reéle waarden kan aannemen. Door tellin-
gen over steeds kleinere tijdsintervallen kun je een kansdichtheids-
functie benaderen. De bijbehorende kansen worden dan weerge-
geven door een deel van de oppervlakte onder de kromme die bij
deze functie hoort. Dergelijke kansen bereken je daarom door in-
tegreren.

Bijvoorbeeld P(T < 4,75) = [5"7° f(t) dt.

Om deze integraal te kunnen berekenen moet je wel een functie-
voorschrift voor f(t) hebben. Anders moet je de oppervlakte schat-
ten m.b.v. de tekening.

Omdat de totale kans 1 moet zijn, is [ f (t) dt.

Je kunt bij de transactietijd geen kansverdeling zoals bij discrete
kansmodellen opstellen, want een kans als P(T = 4,75) heeft altijd
de waarde 0. Wil je de kans op een transactietijd van 4,75 minuten
berekenen, dan moet je rekening houden met alle getallen die door
afronding op 4,75 uitkomen.

Opgave 3

Bekijk in Uitleg 2 hoe je bij een continue stochast kansen berekent
door middel van integreren.

Wat stelt in dit verband de kansdichtheidsfunctie voor? En waarom
is het belangrijk om die te weten?

Schrijf de kans die wordt bedoeld bij a van de voorgaande opgave
als integraal.

Waarom is P(T =4,75) = 0?

Hoe bereken je toch de kans op een wachttijd van afgerond 4,75
minuten?

PAGINA 8
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@ STATISTIEK EN KANSREKENING » CONTINUE KANSMODELLEN P CONTINUE STOCHAST

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

Een toevalsvariabele X die alle reéle waarden uit een bepaald in-  f(X)
terval [a,b] kan aannemen noem je een continue stochast. Kun

je daarbij een kansdichtheidsfunctie bepalen, dan worden de bij-
behorende kansen weergegeven door een deel van de oppervlakte P(a<X<x)
onder de kromme die bij deze functie hoort. Dergelijke kansen be-
reken je daarom door integreren.

Bijvoorbeeld P(a = X = x) = [ f(x) dx.

Daarvoor moet je dan wel een functievoorschrift voor f (t) hebben.
Anders moet je de oppervlakte schatten m.b.v. de tekening. Figuur 1.5

a X b X

b
Omdat de totale kans 1 moet zijn, is ff(x) dx =1.

a
Hieraan moet elke kansdichtheidsfunctie f voldoen. Een kansver-
deling kun je bij een continue stochast niet maken.

Voorbeeld 1

In een callcenter is de transactietijd T de tijd die nodig is om een  f() ™\
klant te woord te staan. T is een continue stochast met kansdicht- 015 / \
heidsfunctie f(t) = 0,25t - e0-5t, ' \

Ga na dat deze functie inderdaad als kansdichtheid kan dienen en 0,10
past bij de kromme in deze figuur.

Bereken P(T =< 4,75) in vier decimalen nauwkeurig. 0,05 ‘\\
00123456789101112
Antwoord £ (minuten)

T is een continue stochast op [0, — ).

Voor f moet gelden: [ f(t)dt = 1.

Met de GR ga je na dat dit (bij benadering) klopt.

Bekijk je vervolgens de tabel van f dan blijken de waarden bij 0,
1, 2, ..., 10 redelijk bij de figuur te passen.

Figuur 1.6

S0x)dx=1 S§(x)dx=.6860761
[9,50]1 [0,4.751

Figuur 1.7
Verder is: P(T <4,75) = [5"7° f () dt ~ 0,6861.
Opgave 4

In Voorbeeld 1 wordt opnieuw het berekenen van de kans op een
bepaalde transactietijd bekeken.

a Ga na dat de gegeven kansdichtheidsfunctie past bij de gemeten
transactietijden.

b Laat zien dat voor deze kansdichtheidsfunctie geldt
D fydt ~ 1.
¢ Ga de schatting van P(T < 4,75) zelf na.
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@ STATISTIEK EN KANSREKENING » CONTINUE KANSMODELLEN P CONTINUE STOCHAST

Hoe groot is de kans op meer dan 10 minuten transactietijd? Schrijf
deze kans als integraal en benader dan die integraal met de grafi-
sche rekenmachine.

Bereken de kans op een transactietijd van tussen de 2 en de 3 mi-
nuten.

Waarom is de kans op een transactietijd van precies 4 minuten
gelijk aan 07

Waarom is P(T <4,75) = P(T <4,75)?

Voorbeeld 2

Een bekende continue toevalsvariabele is de stochast X met kans-
dichtheidsfunctie
1 -0,5x2
=—.e" .
f(x) on
Laat met de GR zien, dat deze functie inderdaad een kansdichtheid
kan zijn.

Bereken P(-1 = X =< 1).

Antwoord

Voor f moet gelden f moet gelden: [ f(x)dx = 1.

Door deze integraal met de GR te benaderen kun je nagaan dat dit
(waarschijnlijk) klopt.

P(l1=X=<1) =[]} f(x)dx =~ 0,6827.

Opgave 5

Een veel voorkomende continue stochast is de normale stochast.
In Voorbeeld 2 zie je daarvan de standaard kansdichtheidsfunc-
tie. Bekijk eerst even de grafiek van deze standaard normale kans-
dichtheidsfunctie f(x).

Toon aan dat de grafiek van f symmetrisch is t.o.v. de y-as.
Bereken de codrdinaten van de top van f.

Bereken de codrdinaten van de buigpunten van f.

Ga ook zelf na dat f een geschikte kansdichtheidsfunctie is.
Bereken P(-2 < X < 2).

Bereken P(x = 1,6).

Opgave 6

Als de lengte van een groep personen gemiddeld 180 cm is met
een standaardafwijking van 5 cm, dan past daar deze kansdicht-
heidsfunctie bij

2

L (=)
5+2m

Ga na dat deze kansdichtheidsfunctie eenzelfde grafiek heeft als

die van de vorige opgave.

I(x) =

Welke verschuiving en welke vermenigvuldigingen moet je op de
grafiek van f toepassen om die van [ te krijgen?

Ga na, dat I een geschikte kansdichtheidsfunctie is.

Bepaal de codrdinaten van de top en de buigpunten van 1.

PAGINA 10
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Figuur 1.8
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@ STATISTIEK EN KANSREKENING » CONTINUE KANSMODELLEN P CONTINUE STOCHAST

Bereken P(180—-10 < X <180 + 10). Vergelijk je antwoord met
dat van e van de vorige opgave. Wat valt je op?

Bereken P(178 < X < 186).

Hoe groot is de kans dat in deze groep iemand van 2 meter of
langer voorkomt?

Voorbeeld 3

Stochast X kan alle reéle waarden aannemen uit het interval [0,4].
De bijpassende kansdichtheidsfunctie f heeft de vorm f(x) =
p(x —2)°.

Welke waarde heeft p?

Antwoord
Voor f moet gelden fg fx)dx =1.
De integraal is te bepalen m.b.v. primitiveren.
4
1 3
Dus moet gelden: |zp(x — 2 =1.
gelden: [3p(x ~2)%]

3

Ga na, dat dit betekent dat p = 7%.

Opgave 7

Gegeven is de continue toevalsvariabele X door de kansdicht-
heidsfunctie f(x) = 2 waarbij 0 < x =< 10.

Functie f is alleen een kansdichtheidsfunctie als de oppervilakte
onder de grafiek gelijk is aan 1 en als alle functiewaarden groter of
gelijk aan 0 zijn. Bekijk eventueel Voorbeeld 3.

Bepaal de waarde van a waarvoor dit zo is.
Bereken P(0 < X < 3).

Hoeveel procent hoort er bij het gebied onder de grafiek tussen 2
en 87

Bereken P(X > 5).
Bereken P(X = 3).

Verwerken

Opgave 8

Voor de afhandelingstijd T van telefoontjes in een call-centeris een
model opgesteld.

Bij het percentage P van de gesprekken met een tijdsduur kleiner
of gelijk aan T =t minuten geldt de kansdichtheidsfunctie f(t) =
0,042t - €020t met 0 < t < 30.

Laat zien dat erinderdaad sprake is van een kansdichtheidsfunctie.

Schrijf de kans op een transactietijd van hoogstens 10 minuten als
een integraal. Benader vervolgens deze kans met behulp van die
integraal.

Bereken op dezelfde manier de kans op een transactietijd van min-
stens 10 minuten.

Hoeveel procent van de transacties duurt tussen de 5 en de 10 mi-
nuten?

Hoeveel procent van de transacties duurt precies 5 minuten?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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@ STATISTIEK EN KANSREKENING » CONTINUE KANSMODELLEN P CONTINUE STOCHAST

Opgave 9

Het geboortegewicht G = x kilogram van zuigelingen ligt ongeveer
rond de 3,6 kg. Hieronder zie je de verdeling van de gewichten van
500 zuigelingen.

gewicht (kg) 3,1 3,2 3,3 34 35 3,6 3,7 3,8 39 40 41 4.2

aantal 3 8 22 41 73 8 93 83 53 28 9 2

Tabel 1.3

Geef de resultaten weer in een histogram.

Bereken het gemiddelde u(G) en de standaardafwijking o(G) van
deze steekproef.

Bij deze steekproef past een kansdichtheidsfunctie van de vorm

1(x—p 2
=1 . 7(7)
F00 o2 € ‘
Teken de grafiek van f op de grafische rekenmachine in het kans-
histogram.

Schat met behulp van het histogram de kans dat een baby bij de
geboorte minder dan 3,45 kg weegt.

Bepaal met behulp van een integraal de kans dat een baby bij de
geboorte minder dan 3,45 kg weegt.

Opgave 10

Bij de bloeddruk X van volwassenen tussen de 20 en de 40 jaar
hoort bij benadering een kansverdeling die wordt bepaald door de
kansdichtheidsfunctie f(x) = 0,044 - e°0.006(x=130)%,

Hierin is x in mm kwikdruk.

Als de bloeddruk van een volwassene in die leeftijdscategorie ho-
ger is dan 150 mm kwikdruk wordt er bij een medisch testrapport
‘hoge bloeddruk’ aangegeven.

Toon aan dat f bij goede benadering een kansdichtheidsfunctie is.

Welke integraal stelt de kans voor dat iemand een bloeddruk van
boven de 130 mm kwikdruk heeft? Hoe groot is die kans?

Hoeveel procent van de volwassenen tussen 20 en 40 jaar hebben
in dit kansmodel last van ‘hoge bloeddruk’?

Opgave 11

De kansverdelingsfunctie van een stochast X ziet er als volgt uit:
P(X<=x)=1-eXvoor x=0enP(X =< x)=0voor x<0.

Teken de grafiek van deze functie en toon aan dat hij voldoet aan
de eisen waaraan een kansverdeling moet voldoen.

Bepaal het voorschrift van de bijbehorende kansdichtheidsfunctie
f).

Bereken P(X < 1).

Bereken P(0 < X < 3).

Bereken P(X > 3).

PAGINA 12
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@ STATISTIEK EN KANSREKENING » CONTINUE KANSMODELLEN P CONTINUE STOCHAST

Opgave 12

Bij een continue stochast is de kans de oppervlakte op een interval
onder de vloeiende kromme die de kansverdeling weergeeft. De
functie die bij deze kromme hoort, wordt de kansdichtheidsfunctie
genoemd.

Voor de continue stochast X geldt de kansdichtheidsfunctie
f(x)=-0,08x+0,4met0<x<5.

Bereken P (2 = X =< 3,5).

Voor de continue stochast Z geldt de kansdichtheidsfunctie
gz)=a-e % metz=0.

Bereken a.

Toepassen

Opgave 13: Intelligentiequotiént

Een maat voor iemands intelligentie is het IQ (intelligentiequoti-
ént). Dat is de score op een intelligentietest vergeleken met die
van leeftijdsgenoten.

Neem aan dat het 1Q een kansverdeling heeft met kansdichtheids-

functie £ (x) = 0,026 e 0:002(x-100)
Hoeveel procent van de mensen heeft een 1Q tussen 85 en 1157
Hoeveel procent van de mensen heeft een IQ van meer dan 1307

Met welk 1Q behoor je tot de mensen die de 16% laagste scores
hebben?

Testen

Opgave 14

Gegeven is de continue stochast X met kansdichtheidsfunctie
f(x)=a(d—-x) met0 < x<4.

Bereken a.

Bereken de kans dat X tussen 1 en 3 ligt.

Opgave 15

Een bepaald type gloeilampen heeft een gemiddelde levensduur
van 680 uur. Voor de levensduur L = x uur van dit type gloeilam-
pen is een continu kansmodel opgesteld met een kansdichtheids-
functie f(x) = 0,0088¢0,00025(x~680)%

Hoeveel procent van deze lampen heeft een levensduur tussen 635
en 725 uur?

Hoeveel procent van deze lampen heeft een levensduur van meer
dan 770 uur?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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1.2 Normaalkromme

Inleiding

Bij heel veel continue toevalsvariabelen blijkt een mooie symme-
trische klokvormige kansdichtheidsfunctie te horen. Dat geldt voor
het gewicht van appels, de lengte van een grote groep mensen,
vulgewichten van literpakken, e.d.

De beroemde wiskundige Gauss (1777—1855) vond er een formu-
le voor. Sinds die tijd spreek je van een ‘Gausskromme’ of ook wel
‘normaalkromme’. Bijvoorbeeld is het vulgewicht van pakken sui-
ker ongeveer normaal verdeeld.

Figuur 2.1

Je leert in dit onderwerp

« kansen berekenen bij normaal verdeelde stochasten.

Voorkennis

« werken met continue stochasten;

o de normaalkromme als voorbeeld van kansdichtheidsfunctie
hanteren;

o de vuistregels voor de normaalkromme gebruiken.

Verkennen

Opgave V1

Hier zie je de lengteverdeling van een groep soldaten op een be-
paalde kazerne.

Lengteverdeling Nederlandse soldaten
35

% 28,9
25

20

relatieve frequentie (%)

150 -< 155 155-< 160 160 -<165 165-<170 170-<175 175-< 180 180-< 185 185 -< 190 190 -< 195 195 -< 200 200 -< 205
lengte (cm)
Figuur 2.2

Bij de lengte L hoort een normaalkromme met gemiddelde u(L) =
182 en standaardafwijking o (L) = 7 cm.

PAGINA 14 MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE



e STATISTIEK EN KANSREKENING » CONTINUE KANSMODELLEN p» NORMAALKROMME

1

Laat zien dat hierbij de kansdichtheidsfunctie f(x) = T

_ 2
e'%(x 7 past.

Laat zien dat P(182-7< X <182+ 7) = 0,68.
Laat zien dat P(182 - 14 = X =182 + 14) = 0,95.

Uitleg

Lengteverdeling Nederlandse soldaten

35

28,9

30

25

20

relatieve frequentie (%)

150 -« 155 155-< 160 160-<165 165-<170 170-< 175 175-< 180 180-< 185 185 -< 190 190 -< 195 195 -< 200 200 -< 205

Figuur 2.3

Bekijk de lengteverdeling van een groep soldaten op een bepaalde
kazerne hierboven nog eens. De lengte L is een continue stochast.
De kromme is een benadering van de grafiek van de bijpassen-
de kansdichtheidsfunctie. De benadering wordt beter als je meer
klassen maakt. De grafiek heeft een mooie klokvorm die wordt
bepaald door gemiddelde p(L) = 182 cm en standaardafwijking
o(L)=7cm.

1 _1(x—182)2
Hierbij past de kansdichtheidsfunctie f(x) = ——-e 2\ 7

721
Een kansdichtheidsfunctie van deze vorm heet een normale kans-
dichtheidsfunctie, de grafiek ervan is een normaalkromme. Je zegt
dat L normaal verdeeld is. De bijbehorende kansen kun je bereke-
nen door integreren, maar ook meteen met de grafische rekenma-

chine. De bijbehorende vuistregels ken je al.

Bekijk het Practicum.

Opgave 1

Bestudeer de Uitleg.

Bekijk het histogram van de lengteverdeling van de soldaten.
Hoeveel bedraagt P(165 < L < 180) volgens het histogram? Geef
je antwoord als getal tussen 0 en 1.

Bepaal P(165 = L < 180) met behulp van een integraal.

Deze kans kun je ook bepalen door uit te gaan van de normaal-
kromme als model voor de lengteverdeling van de soldaten. Je
grafische rekenmachine kent de normale verdeling. Je schrijft de
gevraagde kans vaak als P(165 < L < 180|u(L) = 182 A o (L) = 7).

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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De vier getallen in deze uitdrukking moet je in de grafische reken-
machine in de juiste volgorde in de normaalverdeling invoeren. Be-
kijk het Practicum.

Bepaal P(165 < L <180|u(L) =182 A 0(L) =7).
Bereken de kans dat een soldaat tussen 166 en 177 cm lang is.
Bereken hoeveel procent van de soldaten kleiner dan 166 cm is.

Bereken hoeveel procent van de soldaten langer dan 192 cm is.

Opgave 2

Kijk weer naar de lengteverdeling van de soldaten en de bijpassen-
de kansdichtheidsfunctie.

Laat met behulp van differentiéren zien, dat de top van de normaal-
kromme bij u = 182 zit en dat de x-waarden van de buigpunten
u—o enpu+ o zjn.

Laat zien dat ongeveer 68% van de soldaten een lengte heeft tus-
senu—ocenu+o.

Hoeveel procent van de soldaten heeft volgens de normaalkromme
een lengte die minder dan twee standaarddeviaties van het gemid-
delde afwijkt?

Hoeveel procent van de soldaten heeft volgens de normaalkromme
een lengte die minder dan drie standaarddeviaties van het gemid-
delde afwijkt?

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

Bekijk de applet: Normale verdeling

Bij continue stochasten zoals lengte, gewicht, inhoud, etc., heb-
ben de relatieve frequentiehistogrammen vaak de kenmerkende
klokvorm. Dergelijke klokvormige histogrammen kun je benaderen
door de kansdichtheidsfunctie

1(x-p\2
fx) = U%.ez( G )
Hierin is p het gemiddelde en o de standaardafwijking van de fre-
quentieverdeling.
De grafiek van deze functie noem je de normaalkromme of Gaus-
skromme. De twee buigpunten van deze kromme zitten bij x = n+o

enx=pu-o.

buigpunten
Y 1IN
n—-2c Tufc Tu p+o u+2c  x
b
Figuur 2.4

De bijbehorende normale kansen zijn te vinden door de op-
perviakte te berekenen van het juiste gebied onder de normaal-
kromme.
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De bijbehorende stochast X heet een normale stochast. Je
spreekt ook wel van een normale kansverdeling die bestaat uit
kansen van de vorm

_i\2
04127 307 ax

De grafische rekenmachine kan dergelijke kansen rechtstreeks be-
rekenen en het bijbehorende gebied voor je schaduwen.

P(asxsb):ff

normalcdf(170,180,182,7) ShadeNorm( -199,180,182,7»
e O XAB104453 L, Done,
normalcdf(-1e99,180,182,7) [ |
.2 3872489434,
[ |
Area.=.387549
Tow=-1E99 up=180
Figuur 2.5
Voorbeeld 1

Bekijk de applet: Normale verdeling

De lengte L van een groep soldaten is normaal verdeeld met een

gemiddelde van u = L = 182 cm en een standaarddeviatie van
o=7cm.

Bereken P(167 < L < 180), P(L < 180), P(L =180) en P(L > 180).

Antwoord

Al deze kansen zijn met de GR gemakkelijk te vinden, zie ook het
Practicum.

« P(170 <L < 180) = 0,3443

« P(L <180) = 0,3875

« P(L=180)=0

« P(L>180)=1-P(L <180)~0,6125

normalcdf(170,180,182,7) normalcdf(180,180,182,7)
-.3443104453

normalcdf( -1e99,180,182,7)
. 3875485434

Figuur 2.6

Opgave 3

In Voorbeeld 1 zie je nog eens hoe je bij de lengteverdeling van
de soldaten kansen berekend uitgaande van een normale verdeling
als model.

Wat betekent P(162 < L < 178) in dit verband?

Hoeveel procent van de soldaten heeft een lengte tussen 171 en
178 cm?

Hoeveel procent van de soldaten heeft een lengte van precies
171 cm?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Bij deze laatste vraag ben je hopelijk een probleem tegengekomen
dat bij het werken met normale verdelingen een rol speelt. De ge-
gevens van de soldaten zijn op hele lengtes afgerond. Als je dus
vraagt naar het percentage soldaten met een lengte van precies
171 cm, dan moet je goed afspreken wat je bedoeld: echt precies
171 cm, of afgerond 171 cm.

Wat is het antwoord op c wanneer je wilt weten hoeveel procent
van de soldaten een lengte heeft van afgerond 171 cm?

Wat betekent dit afrondingsprobleem voor het antwoord op b?

Vanaf nu moet je de afspraak hanteren dat je bij een normale
verdelingen geen rekening houdt met afrondingen, tenzij duide-
lijk in de vraagstelling naar voren komt dat dit moet. Dit betekent
dat P(162 <L <178) = P(162<L<178) = P(162<L <178) =
P(162 <L =178).

Hoeveel procent van de soldaten van deze kazerne heeft een leng-
te van minder dan 158 cm?

Hoeveel procent van de soldaten van deze kazerne heeft een leng-
tevanaf u—1,5-ct/mu+1,5-07?

Voorbeeld 2

Het gewicht G van een bepaalde soort appels is normaal verdeeld
met een gemiddeld van 150 gram en een standaarddeviatie van
17 gram. Hoeveel procent van deze appels weegt meer dan 160
gram?

Antwoord

Deze vraag kun je vertalen naar:
“Bereken P(G > 160|u=150en o =17).”

Met je GR vind je: P(G > 160|u =150 en 0 =17) = 0,2781.

En dus is ongeveer 28% van deze appels zwaarder dan 160 gram.

Opgave 4

Het gewicht G van een bepaalde soort appels is normaal verdeeld
met een gemiddelde van 150 gram en een standaarddeviatie van
17 gram. Bekijk eventueel Voorbeeld 2.

Hoe groot is de kans dat een appel van deze soort minder dan
140 gram weegt?

Hoeveel procent van deze appels heeft een gewicht dat minder dan
10 afwijkt van het gemiddelde?

Een groenteboer heeft nog 340 van die appels. Hoeveel daarvan
zijn lichter dan 120 gram?
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Opgave 5

Bioloog Peter Adriaanse heeft van 1000 koolwitjes de spanwijdte
van de vleugels gemeten. Hij vond dat deze spanwijdte ongeveer
normaal is verdeeld met een gemiddelde van 5,2 cm en een stan-
daardafwijking van 0,8 cm.

Hoeveel procent van de gemeten koolwitjes had een spanwijdte
van meer dan 6 cm?

Hoeveel van de gemeten koolwitjes hadden een spanwijdte tussen
de 5 ende 6 cm?

Hoe groot is de kans op een koolwitje met een spanwijdte van min-
stens 6,5 cm? Figuur 2.7

Voorbeeld 3

Bekijk de applet: Normale verdeling

De lengte L van een groep soldaten is normaal verdeeld met een
gemiddelde van u(L) = 182 cm en een standaarddeviatie van
o(L)=7cm.

Welke lengtes kunnen de 20% langste mensen in deze groep aan-
nemen?

Antwoord Figuur 2.8
Deze vraag kun je vertalen in:
Bereken grenswaarde g als P(L > g) = 0,20.
De grafische rekenmachine heeft hiervoor een speciale functie in-
gebouwd gekregen. Die stelt je in staat om vanuit een gegeven
kans de grenswaarde terug te vinden. Alleen is die functie wel in-
gesteld op ‘kleiner-of-gelijk’-kansen.
Omdat P(L > g) = 0,20 betekent dat P(L<g) =1 —-P(L>g) =  invNorm(9.80,182,7)
0,80 kun je die functie hier toch gebruiken. e 187.8913486
Je vindt: g = 187,9.
De 20% langste mensen zijn 187,9 cm of langer.
Figuur 2.9

Opgave 6

In Voorbeeld 3 zie je hoe je met de rekenmachine bij gegeven
kansen de grenswaarde kunt terugvinden.

Voer zelf de berekening in dit voorbeeld uit.
Hoe lang zijn de 20% kleinste soldaten op zijn hoogst?

10% van de soldaten zit boven het gemiddelde maar is toch niet
langer dan a cm. Bereken a.
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Opgave 7

Ga nog eens uit van de normaal verdeelde lengtes van de soldaten
in een bepaalde kazerne. De gemiddelde lengte is 182 cm en de
standaardafwijking is 7. Men besluit voor deze 1200 soldaten T-
shirts aan te schaffen in drie maten: S (small), M (medium) en L
(large). Deze maten worden zo gemaakt dat elke maat precies voor
%deel van de soldaten geschikt is.

Voor welke lengtes is maat S geschikt?

Voor welke lengtes is maat M geschikt?

Verwerken

Opgave 8

In een fabriek worden kilopakken suiker machinaal gevuld. Volgens
de Europese norm mag niet meer dan 2,5% van de pakken suiker
minder dan 1000 gram bevatten, maar deze fabriek lijkt hier niet
aan te voldoen.

Bekijk de vulgewichten van een steekproef van dertig pakken sui-
ker uit deze fabriek.

998,3 994,9 1003,5 999,6 1001,0 1001,1
997,9 1003,0 999,5 999,4 991,7 998,0
1001,8 997,8 999,3 995,1 1000,0 998,8
996,3 999,9 999,5 998,6 999,0 1001,5

1000,8 1001,4 998,1 997,5 995,3 998,2

Tabel 2.1

Hoeveel procent van deze pakken suiker is lichter dan 1000 gram?

Maak een histogram van de vulgewichten uit de tabel. Gebruik klas-
sen met een klassenbreedte van 1 gram. Laat zien dat de fabrikant
met een beetje goede wil kan beargumenteren dat de vulgewich-
ten van deze machine bij benadering een symmetrische klokvor-
mige verdeling hebben.

Bereken het gemiddelde en de standaardafwijking van deze vulge-
wichten tot op één decimaal nauwkeurig.

De steekproef wordt als representatief voor alle pakken suiker uit
deze fabriek beschouwd. Op grond van het berekende gemiddelde
en de berekende standaardafwijking wordt verondersteld dat het
gewicht van de pakken suiker uit deze fabriek normaal is verdeeld.

Hoeveel procent van al zijn pakken is dan te licht?

Opgave 9

Aan een examen wiskunde A nemen 20000 kandidaten deel. De
resultaten zijn ongeveer normaal verdeeld. Het gemiddelde cijfer
is 6,4 en de standaardafwijking 1,1

Hoeveel kandidaten hebben een cijfer onder de 5,5, dus een on-
voldoende?

Hoeveel kandidaten hebben minstens een 7,07?

Hoeveel kandidaten hebben hoogstens een 4,07
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Opgave 10

Het vulvolume V van een pak melk is normaal verdeeld met een
gemiddelde van 1,02 liter en een standaardafwijking van 0,015 li-
ter. De consument verwacht 1 liter melk te kopen.

Hoeveel procent van de melkpakken bevat minder dan 1 liter melk?

Hoeveel procent van de melkpakken bevat meer dan 1,03 liter
melk?

Je koopt zo’'n melkpak. Hoe groot is de kans dat er 2 centiliter te
weinig melk in je pak zit?

Je kunt niet bepalen hoeveel procent van de melkpakken een in-
houd van precies 1 liter heeft. Je kunt wel bepalen hoeveel procent
van de melkpakken afgerond op twee decimalen 1 liter bevat. Dan
zie je dat het gaat om het gebied vanaf de grens 0,995 tot de grens
1,005. En daar hoort wel degelijk een bepaald percentage bij. Be-
reken dat percentage.

5% van de melkpakken heeft een vulvolume van minder dan g.
Bereken g.

Hoeveel liter melk bevat een melkpak dat hoort bij de volste 10%?

Opgave 11

Volgens het onderzoek van Freudenthal en Sittig uit 1947 waren
de lengtes van vrouwen die bij de Bijenkorf winkelden normaal ver-
deeld met een gemiddelde van 162 cm en een standaarddeviatie
van 6,5 cm. Ga bij het beantwoorden van de onderstaande vragen
steeds uit van die normale verdeling als model voor de lichaams-
lengte van deze 5001 vrouwen.

Lengtes van 5001 vrouwen

o

o

IS

@

N}

relatieve frequentie in procenten

5

lengte in cm

Figuur 2.10

Hoeveel procent van deze vrouwen was langer dan 170 cm?

Hoeveel procent van deze vrouwen had een lengte tussen 160 en
170 cm?

Hoe groot is de kans dat een vrouw die je toen bij de Bijenkorf
tegen kon komen 160 cm lang was? (Neem aan dat alle lengtes op
gehele cm zijn afgerond.)

Hoe lang waren de 10% kleinste vrouwen?

En hoe lang waren de 10% langste vrouwen?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Opgave 12

Open het bestand Enkele lichaamsafmetingen van 5001 vrou-
wen uit 1947.

Hierin zie je een tabel met kniehoogtes in cm van de 5001 vrouwen
uit het onderzoek in 1947 van Freudenthal en Sittig in opdracht van
De Bijenkorf.

Bereken met de computer de gemiddelde kniehoogte en de stan-
daarddeviatie.

Teken een histogram en benader dit met een normaalkromme
waarin je beide waarden aangeeft.

Neem nu verder aan dat de kniehoogte K van vrouwen normaal is
verdeeld met de eerder berekende waarden voor het gemiddelde
1 en de standaarddeviatie o.

90% van de kniehoogtes zit tussen p-a en p + a. Hoe groot is a?

Welke minimale lengte hebben de 20% grootste kniehoogtes?

Toepassen

Opgave 13: Leeftijdsgroepen vergelijken

Van twee leeftijdsgroepen zijn de scores voor een test verzameld.
De scores van beide groepen zijn bij benadering normaal verdeeld.
Bekijk de gemiddelden en de standaardafwijkingen in het over-
zicht.

12-jarigen 16-jarigen
aantal tests 500 800
u 48 56
o 8 12

Tabel 2.2

Hoe groot ongeveer is de kans dat een 12-jarige beter scoorde dan
gemiddeld een 16-jarige?

Hoe grootis de kans dat in een groep van 25 willekeurige 12-jarigen
er hoogstens één is die beter scoorde dan gemiddeld een 16-jarige?

Rond af op gehele procenten (vanwege de schatting).

Schets de twee bijbehorende normaalkrommen. Zijn ze even hoog?
Zo nee, welke reikt hoger?
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Opgave 14: Levensduur van lampen

Van twee soorten lampen is de levensduur van 500 exemplaren ge-
meten. Het aantal branduren blijkt vrijwel normaal verdeeld te zijn.
Hier zie je de bijpassende normaalkrommen. Enkele percentages
zijn gegeven.

soort A
soort B
68%
68%
13,5% 13,5% 13,5% 13,5%
560 580 600 620 640 1050 1100 1150 1200 1250
branduren branduren

Figuur 2.11

Van soort A is het gemiddelde u, = 600 branduren en de stan-
daardafwijking o 4 = 20 uur.

Hoeveel procent van de lampen van soort A brandt minder dan
600 uur?

Hoeveel procent van de lampen van soort A brandt minder dan
620 uur?

Hoeveel is het gemiddelde aantal branduren van de lampen van
soort B? En hoeveel is de standaardafwijking van de lampen van
soort B?

Beargumenteer je antwoord.

Waarom heeft de normale verdeling bij soort B een top die minder
hoog is dan die van de normale verdeling van soort A?

Testen

Opgave 15

Een zakje Cup-a-Soup moet 17 g bevatten. Het gewicht van zakjes
is normaalverdeeld. De vulmachine is zo ingesteld dat het vulge-
wicht 19 g bedraagt met een standaardafwijking van 1,5 g. Het
vulgewicht komt overeen met het gemiddelde gewicht.

Hoe groot is de kans dat een zakje minder dan 17 g weegt?

Hoe groot is de kans dat een zakje Cup-a-Soup meer dan 17 g
weegt?

Hoeveel weegt 90% van deze zakjes op zijn hoogst?

Hoeveel weegt 90% van deze zakjes op zijn minst?

Opgave 16

Bij een groep van 1000 mannen is de bloeddruk normaal verdeeld
met een gemiddelde van 128,5 mm Hg met een standaardafwijking
van 12,5 mm Hg.

Hoeveel mannen hebben een bloeddruk die meer dan drie keer de
standaardafwijking afwijkt van de gemiddelde bloeddruk?

Hoeveel procent van de mannen heeft een bloeddruk van meer
dan 1507

Hoeveel bedraagt de bloeddruk van de 10% mannen met de hoog-
ste bloeddruk?
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Practicum

Met de volgende practica kun je zien hoe je normale kansen be-
rekent met de grafische rekenmachine. Doe alleen de onder-
delen die betrekking hebben op de normale verdeling.

Kansverdelingen met de TIi84
Kansverdelingen met de Tinspire
Kansverdelingen met de Casio fx-CG50
Kansverdelingen met de HP-prime
Kansverdelingen met de NumWorks

Bekijk het practicum Normale verdeling als je met Excel-2013
t/m Excel-2021 werkt. Ook voor oudere versies van Excel zijn er
nog practica.
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1.3 Standaardiseren

Inleiding

In het voorgaande heb je met de normaalkromme leren werken.
Een normale kansverdeling wordt gekarakteriseerd door gemid-
delde u en standaardafwijking o. Maar er zijn situaties denkbaar
waarin je één van beide niet weet. Bijvoorbeeld als je bij het vullen
van bijvoorbeeld een pak suiker het vulgewicht nauwkeuriger wilt
afstellen.

Je leert in dit onderwerp

o het begrip standaardnormale stochast;
» verwachtingswaarde of standaarddeviatie berekenen bij een
normale stochast.

Voorkennis

« werken met normale stochasten;
« kansen berekenen bij normale stochasten;
« grenswaarden terugzoeken bij normale kansen.

Verkennen
Opgave V1
Bekijk de applet: Standaardiseren

Het vulgewicht van kilopakken suiker is ingesteld op een gemiddel-
de van u = 1002 en een standaardafwijking van o = 3 gram. Maar
nu bevat ongeveer 25% van de pakken minder dan 1000 gram.

Je wilt dat niet meer dan 5% van de pakken minder dan 1000 gram 996 999 1(;02 1005 1008

bevat. Hoe doe je dat?

1000
Stel dat je drie kilopakken suiker koopt. Hoe groot is de kans dat je

Fi 3.1
bij de gegeven instelling minder dan 3000 gram suiker hebt? fguur

Uitleg 1

Bekijk de applet

Het vulgewicht van kilopakken suiker is ingesteld op een gemiddel-
de van u = 1002 en een standaardafwijking van o = 3 gram. Maar
nu bevat ongeveer 25% van de pakken minder dan 1000 gram.

Je wilt dat niet meer dan 5% van de pakken minder dan 1000 gram
bevat.

In de applet kun je dit bijvoorbeeld bewerkstelligen door het gemid- 1000
delde vulgewicht u te verhogen. Maar daar zal de fabrikant niet blij  Figuur 3.2
van worden, dat is een dure oplossing.

Maar je kunt dit ook voor elkaar krijgen door de vulmachine nauw-

keuriger te laten werken: je verkleint de standaardafwijking o.

996 9994 1002 1005 1008
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Met de applet kun je de aangepaste p of o wel vinden, maar hoe
bereken je die?
Kennelijk gaat het daarbij om het verschuiven en smaller worden
van de grafiek.

Opgave 1

Bestudeer Uitleg 1. Werk met de daarin genoemde applet om de
volgende vragen te beantwoorden.

Pas eerst alleen het gemiddelde aan. Bij welk gemiddelde is niet
meer dan 5% van de pakken lichter dan 1000 gram?

Waarom is dit voor de fabrikant een dure oplossing?

Laat nu het gemiddelde staan op 1002 gram en pas de standaard-
afwijking aan. Bij welke standaardafwijking is niet meer dan 5%
van de pakken te licht?

Welke mogelijke voor- en nadelen heeft deze oplossing voor de
fabrikant?

Opgave 2

Aan een examen hebben 200 kandidaten meegedaan. Het examen
bestaat uit twee gedeelten: een schoolexamen (SE) en een centraal
examen (CE). Uit onderzoek is gebleken dat de examencijfers nor-
maal verdeeld zijn. Het gemiddelde cijfer voor het schoolexamen
was een 6,5 en de standaardafwijking was 1,0. Het gemiddelde cij-
fer voor het centraal examen was een 5,5 en de standaardafwijking
was 2,0. Een leerling heeft een 7,0 gehaald voor het schoolexamen
en een 6,0 voor het centraal examen.

Noem het cijfer voor het schoolexamen S en dat voor het centraal
examen C. Schets de normaalkrommen van de verdeling van zowel
S als C. Geef de cijfers van de leerling in die figuren aan.

Kun je de prestaties van de leerling voor het SE en het CE nu goed
met elkaar vergelijken? Licht je antwoord toe.

Je kunt beter in beide gevallen kijken naar de afwijking van het
gemiddelde, dus naar Sy = S — u(S) en C, = C — u(C). Schets
de beide normaalkrommen van S, en C, en geef de resultaten
van de leerling erin aan. Wat is het gemiddelde van beide normale
verdelingen?

Gaat nu het vergelijken van de twee cijfers van de leerling beter?

Je kunt beide verdelingen nog beter op elkaar afstemmen door te
zorgen dat ze even ‘breed’ zijn. Dat doe je door de normaalkrom-

_S-u(S) _C-u©)

men van S = === en C3 = — =~ te tekenen en daar de resul-

taten van de leerling in te zetten.
Maak deze figuren en leg uit voor welk onderdeel de leerling het
best heeft gepresteerd.

PAGINA 26

MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE


https://content.math4all.nl/view?comp=vd-b5&subcomp=vd-b53&repo=m4a2015

@ STATISTIEK EN KANSREKENING p CONTINUE KANSMODELLEN p STANDAARDISEREN

Uitleg 2

Het vulgewicht van kilopakken suiker is ingesteld op een gemiddel-
de van p = 1002 gram en een standaardafwijking van o = 3 gram.
De kans dat een pak minder dan 1000 gram is ongeveer 25%.

Als je drie pakken suiker koopt doe je in feite drie keer hetzelfde
kansexperiment.

Omdat het telkens een keuze uit een zeer grote hoeveelheid kilo-
pakken suiker betreft, mag je dit opvatten als onafhankelijke trek-
kingen.

En dus geldt de vn-wet: het totale gewicht T is ook normaal ver-
deeld met een gemiddelde van 3-u = 3006 gram en een standaard-
afwijking van V3o =~ 5,3 gram.

De kans dat je nu minder dan 3000 gram hebt is kleiner dan 25%
geworden:
P(T < 3000) = 0,1243.

Opgave 3

Bestudeer in Uitleg 2 de trekking van een steekproef van drie pak-
ken suiker.

Bereken zelf de kans dat je meer dan 3010 gram hebt in totaal.

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden
Bekijk de applet: Standaardiseren

De vorm van de normaalkromme hangt af van het gemiddelde i en

de standaarddeviatie o en heeft als bijbehorend functievoorschrift:
L A6

f(x) = ﬁ' e 7

Neem je nup = 0 en o = 1, dan krijg je de standaard normaal-

kromme. Het bijbehorende voorschrift voor de kansdichtheids-

functie is dan veel eenvoudiger:

1
f) =&

V2

Elke normaalkromme kan door transformatie ontstaan uit de stan-

daard normaalkromme: z = XU;“

Met de standaard normale variabele Z kun je kansen bepalen
bij elke willekeurige normale variabele X. Er geldt: P(X < x) =
p(z <XH).

Je noemt dit het standaardiseren van de normale stochast X. Het

is alleen handig als je u of o wilt uitrekenen.

Heb je de som S van n gelijke normale stochasten X, dan geldt de
wortel-n-wet:
S is normaal verdeeld met u(S) = n-u(X) en o(S) = vn- o (X).

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Voorbeeld 1

Bekijk de applet: Standaardiseren

Het vulgewicht van kilopakken suiker is ingesteld op een gemiddel-
de van u = 1002 en een standaardafwijking van o = 3 gram. Maar
nu bevat ongeveer 25% van de pakken minder dan 1000 gram.
Je wilt dat niet meer dan 5% van de pakken minder dan 1000 gram
bevat.

Hoeveel moet je daartoe het gemiddelde vulgewicht u verhogen?

Antwoord
Je wilt oplossen: P(G < 1000|ju =m en o = 3) = 0,05.
Na standaardiseren vind je P(Z < M) =0,05.

3
De GR geeft z = 1999 ~ .1 64.

Je vindt dan m = 1004,9 gram voor het nieuwe gemiddelde.

Opgave 4

In Voorbeeld 1 zie je hoe je de standaardnormale verdeling toe-
past bij het berekenen van een gemiddelde.

Reken zelf het gemiddelde nog eens na.

Stel je voor dat de eisen worden aangescherpt: niet meer dat 2,5%
van de pakken suiker mag minder dan 1000 gram wegen. Welk
gemiddeld vulgewicht moet je dan hanteren?

Is het mogelijk om te eisen dat 0% van de pakken te licht is? Ver-
klaar je antwoord.

Opgave 5

Van een bepaald type batterij is de levensduur normaal verdeeld
met een gemiddelde van 80 uur en een standaardafwijking van 255
minuten.

De fabrikant vermeldt op de verpakking dat deze batterijen 75 uur
mee gaan. Hoeveel procent van de batterijen haalt deze levens-
duur niet?

Door het verbeteren van het fabricageproces gaan de batterijen
gemiddeld langer mee. De standaardafwijking van de levensduur
blijft hetzelfde. De fabrikant garandeert nu dat slechts 1% van de
batterijen geen 90 uur mee gaat. Hoeveel bedraagt nu de gemid-
delde levensduur van dit soort batterijen?
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Voorbeeld 2

Bekijk de applet: Standaardiseren

Het vulgewicht van kilopakken suiker is ingesteld op een gemiddel-
de van u = 1002 en een standaardafwijking van o = 3 gram. Maar
nu bevat ongeveer 25% van de pakken minder dan 1000 gram.

Je wilt dat niet meer dan 5% van de pakken minder dan 1000 gram
bevat.

996 9994 1002 1005 1008

Hoe moet je daartoe de standaardafwijking o aanpassen? 1000
Figuur 3.7
Antwoord
; ) _ — o) — invNorm(@.05,0,1)
Je wilt oplossen: P (G < 1000|u = 1002 en o = s) =0,05. invNorm 1 644853626

Na standaardiseren vind je P(Z < M) =0,05. .

De GR geeft z = 10001002 .1 64,
Je vindt dan s = 1,2 gram voor de nieuwe standaardafwijking.

Figuur 3.8

Opgave 6

In Voorbeeld 2 zie je hoe je de standaardnormale verdeling toe-
past bij het berekenen van een standaardafwijking.

Reken zelf de standaardafwijking nog eens na.

Stel je voor dat de eisen worden aangescherpt: niet meer dan 2,5%
van de pakken suiker mag minder dan 1000 gram wegen. Welke
standaarddeviatie moet je dan hanteren?

Opgave 7

Aan een examen nemen 3000 kandidaten deel. De resultaten zijn
normaal verdeeld. Het gemiddelde cijferis 5,0. Slechts 10% van de
kandidaten haalden een 7,0 of hoger.

Welke standaardafwijking heeft de verdeling van deze cijfers? Geef
je antwoord in één decimaal nauwkeurig.

Voorbeeld 3

Het vulgewicht van kilopakken suiker is ingesteld op een gemid-
delde van p = 1002 gram en een standaardafwijking van o = 3
gram. De kans dat een pak minder dan 1000 gram suiker bevat is
dan meer dan 25%.

Je koopt 5 van die kilopakken suiker. Hoe groot is de kans dat je
minder dan 5000 gram suiker hebt?

Antwoord

Je voert nu 5 keer hetzelfde kansexperiment uit, namelijk het kie-
zen van een pak suiker uit een heel groot aantal van die pak-
ken. Het totale gewicht T is daarom ook normaal verdeeld met
W(T) =5-1(X)=5010 en o(T) =V5- 0 (X) ~ 6,7 gram.

De gevraagde kansiis: P (T < 5000|u = 5010 en o =6,7) = 0,0678.
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Opgave 8

Als je een steekproef van n pakken suiker trekt uit de (veel grotere)
dagproductie van pakken suiker, moet je met de vn-wet rekening
houden. Zie Voorbeeld 3.

Voor de dagproductie geldt dat het gemiddelde gewicht van een
pak suiker 1002 gram is met een standaardafwijking van 3 gram.
Je trekt een steekproef van 10 pakken suiker uit die dagproductie.

Welk gemiddelde gewicht zal de totale hoeveelheid suiker in die
steekproef hebben? En welke standaarddeviatie hoort daar bij?

Bereken de kans dat het totale gewicht in de steekproef meer is
dan 10 kg.

Welk gemiddelde gewicht zal één pak suiker in die steekproef heb-
ben? En welke standaarddeviatie hoort daar bij?

Bereken de kans dat het gemiddelde gewicht van één pak in de
steekproef meer is dan 1 kg.

Opgave 9

Kerrie is te krijgen in zakjes van 150 g. De zakjes worden in de fa-
briek machinaal gevuld. Bekend is dat de gewichten van de zakjes
normaal verdeeld zijn. De vulmachine is zo afgesteld dat het ge-
middelde gewicht 155 g wordt met een standaardafwijking van 6
g.

Ter controle worden 100 zakjes uit de dagproductie genomen en
gewogen. Tussen welke gewichtsgrenzen zal 95% van de zakjes uit
de steekproef liggen?

Hoe groot is de steekproef als minder dan 5% van de zakjes uit die
steekproef lichter is dan 154 gram?

Verwerken

Opgave 10

Een fabrikant vindt dat 5% van al zijn kilopakken suiker lichter dan
1 kg mag zijn.

Welk gemiddeld vulgewicht moet je nu instellen bij een gegeven
standaarddeviatie van 4 gram (de nauwkeurigheid van de vulma-
chine)?

De Europese Unie stelt een scherpere eis: slechts 2% van de pak-
ken mag te licht zijn. Welk gemiddelde vulgewicht moet de fabri-
kant nu instellen?

De fabrikant wordt niet blij van het verhogen van het gemiddel-
de vulgewicht, want dat kost hem nogal wat extra geld. Hij moet
dan immers gemiddeld meer suiker in een pak stoppen. Daarom
besluit hij om niet het gemiddelde vulgewicht aan te passen, maar
de vulmachine nauwkeuriger af te stellen. Het gemiddelde vulge-
wicht is 1003 gram en hij gaat uit van de eis van de EU dat 2% van
de pakken te licht mag zijn.

Welke standaardafwijking mag zijn vulmachine nu veroorzaken?

PAGINA 30

MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE


https://content.math4all.nl/view?comp=vd-b5&subcomp=vd-b53&repo=m4a2015

@ STATISTIEK EN KANSREKENING p CONTINUE KANSMODELLEN p STANDAARDISEREN

Opgave 11

Bij de serieproductie van een bepaald type auto wordt het plaatsen
van het stuur door mensen gedaan. Deze handeling kost gemid-
deld 55 seconden. De handelingstijd T blijkt ongeveer normaal te
zijn verdeeld rond dit gemiddelde met een standaardafwijking van
4 seconden.

Er worden in een bepaalde maand 1200 van deze auto’s geprodu-
ceerd. Schat het aantal auto’s waarbij het langer dan 60 seconden
geduurd heeft om het stuur te plaatsen.

Hoeveel tijd hebben de 5% snelste handelingstijden gekost?

De fabrikant van deze auto’s onderzoekt of een machine de mens
kan vervangen. De gemiddelde afhandelingstijd is ook dan 55 se-
conden, maar de standaardafwijking wordt veel kleiner. Nu duurt
maar 1% van alle afhandelingstijden meer dan 60 seconden. Welke
standaarddeviatie geldt voor deze machine?

Opgave 12

In een fabriek worden schroeven gemaakt met verschillende af-
metingen. In opdracht moet er een partij schroeven gemaakt wor-
den waarvan de kop een diameter heeft tussen de 9,98 mm en
10,03 mm. Schroeven met een te dikke of te dunne kop worden
afgekeurd. De gemiddelde diameter is afhankelijk van de waarde
waarop de machine is ingesteld. De fabrikant stelt de machine in
op een diameter van 9,99 mm. De standaardafwijking van de ma-
chine bedraagt 0,02 mm.

Hoeveel procent van de schroeven zal goedgekeurd worden?

Hoeveel procent van de schroeven zal worden goedgekeurd als de
fabrikant er in slaagt de standaardafwijking van de machine terug
te brengen naar 0,01 mm?

De fabrikant wil dat 99% van de schroeven goedgekeurd wordt. Hij
denkt dat te kunnen bereiken door een andere instelwaarde van
de machine te kiezen. Ook kan de machine fijner worden afgesteld,
waardoor de standaardafwijking verandert.

Bij welke afstellingen zal hem dat lukken?

Opgave 13

Bij een veredelingsbedrijf van zaden wordt de lengte van een be-
paalde plant gemeten. Men vindt dat de lengten van deze planten
normaal verdeeld zijn. 12,5% van de planten heeft een lengte van
meer dan 60 cm en 39% van de planten is niet groter dan 30 cm.

Bereken de gemiddelde lengte en de standaardafwijking van deze
plantensoort.

Te kleine planten zijn niet geschikt voor de zaadontwikkeling. De-
ze planten worden vernietigd. Het blijkt dat 30% van de planten
vernietigd moet worden.

Tot welke lengte worden de planten vernietigd?
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Opgave 14
Een bakker bakt kerststollen van 1000 g.

Hoe groot is de standaardafwijking als het gemiddelde gewicht
1000 g is en 5% van de stollen minder weegt dan 900 g?

Als de standaardafwijking van de stollen 60 g is, hoeveel procent
van de stollen weegt dan minder dan 900 g?

Hoe groot is het gemiddelde gewicht van de stollen bij een stan-
daardafwijking van 65 g als 5% van de stollen minder weegt dan
900 g?

Je koopt bij deze bakker drie kerststollen. Ga er van uit dat het ge-
middelde gewicht 1000 g is met een standaardafwijking van 50 g.

Hoe groot is de kans dat deze drie kerststollen samen minder dan
2950 gram wegen?

Hoe groot is de kans dat het gemiddelde gewicht van deze drie
kerststollen minder dan 960 gram is?

Opgave 15

Limburgse kaas wordt verkocht in pakjes van 200 g. De snijmachi-
ne is zo afgesteld dat het gewicht van de pakjes normaal verdeeld
is met een gemiddelde van 202,50 g en een standaardafwijking
van 4,0 g.

Hoe groot is de kans dat een pakje minder dan 200 g weegt?

In een doos gaan 50 pakjes kaas. Hoe groot is de kans dat een doos
minder dan 10 kg kaas bevat?

Een winkelier bestelt voor een bepaalde week een groot aantal pak-
jes kaas. Minder dan 10% daarvan weegt meer dan 203 gram. Hoe-
veel pakjes kaas heeft hij besteld?

Toepassen

Opgave 16: Zwangerschap

In het ‘Moeders voor moeders babyboek’ staat dat 75% van de
zwangere vrouwen bevalt tussen 14 dagen vé6r en 14 dagen na de
uitgerekende datum. Bij het bepalen van deze uitgerekende datum
gaat men uit van een zwangerschap van 40 weken, dus 280 dagen.

De zwangerschapsduur is bij benadering normaal verdeeld met een
gemiddelde van 280 dagen.

In 2002 vonden er in Nederland 199205 bevallingen plaats. Van
een aantal van deze bevallingen duurde de zwangerschap minder
dan 36 weken.

Bereken bij hoeveel bevallingen dit het geval was.
De standaardafwijking kan nauwkeuriger bepaald worden.
Bereken deze standaardafwijking in twee decimalen nauwkeurig.

Hoe groot is de kans dat de gemiddelde zwangerschapsduur van
deze 18 bevallingen meer dan 285 dagen was?
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Zeventien procent van de vrouwen die in één maand tijd in dezelfde
kraamafdeling zijn bevallen, had een gemiddelde zwangerschaps-
duur van maximaal 278 dagen.

Hoeveel bevallingen vonden in die maand plaats in de betreffende
kraamafdeling?

(naar: examen VWO wiskunde A 1,2 uit 2005, 2e tijdvak)

Testen

Opgave 17

Van een partij suiker, verpakt in pakken van 1000 g, blijkt 15%
minder te wegen dan 1000 g. Het vulgewicht is gelijk aan het ge-
middeld gewicht.

Als de standaardafwijking van de machine 7 g bedraagt, waar staat
het vulgewicht dan op ingesteld?

Opgave 18

Een machine die flessen vult, is ingesteld op een gemiddeld vulge-
wicht van 1015 g. De standaardafwijking is onbekend. Uit onder-
zoek is gebleken dat 1,5% van de flessen een gewicht heeft dat
kleiner is dan 1000 g.

Bepaal de standaardafwijking.

Opgave 19

Bloemzaadjes worden verkocht in zakjes van 30 g. Het gewicht van
een zakje uit een grote partij is normaal verdeeld met een gemid-
delde van 31 g en een standaardafwijking van 0,6 g. Uit de partij
wordt willekeurig een zakje genomen.

Hoe groot is de kans dat het zakje meer dan 32 g weegt?

Hoe groot is de kans dat het gewicht van het zakje meer dan 4%
afwijkt van het gemiddelde?

Hoeveel procent van de zakjes weegt te weinig?

De fabrikant vindt het percentage bij c te groot en besluit het ge-
middelde vulgewicht wat te verhogen tot maar 1% van de zakjes
te licht is. Welk vulgewicht moet hij dan instellen?

Uit de oorspronkelijke partij wordt een steekproef van 25 zakjes
getrokken.

Hoe groot is de kans dat de totale hoeveelheid bloemzaadjes meer
dan 780 g weegt?

Hoe groot is de kans dat het gemiddelde gewicht van een zakje uit
de steekproef meer dan 4% afwijkt van het populatiegemiddelde?
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1.4 Normaal of niet?

Inleiding

Als je de gewichten van zo'n 1000 aselect gekozen vrouwen uit de
leeftijdsgroep van 20— < 30 jaar meet, krijg je ongeveer een klok-
vormige frequentieverdeling. Maar mag je nu zeggen dat er sprake
is van een normale verdeling?

Er bestaat normaal waarschijnlijkheidspapier. Op dat papier wordt
een cumulatief relatief frequentiepolygoon een rechte lijn als er
van een normale verdeling sprake is. Met behulp van de vuistre-
gels kun je vanaf dat papier dan het gemiddelde en de standaard-
afwijking aflezen. Figuur 4.1

Je leert in dit onderwerp

« een cumulatief relatief frequentiepolygoon tekenen op nor-
maal waarschijnlijkheidspapier om te onderzoeken of de ge-
gevens normaal zijn verdeeld;

« verwachtingswaarde of standaarddeviatie van een normaal
verdeelde variabele berekenen;

« kansen berekenen bij som/verschil van twee normaal verdeel-
de variabelen.

Voorkennis

» werken met normale verdelingen;
« kansen berekenen bij normale verdelingen;
« grenswaarden terugzoeken bij normale kansen.

Verkennen
Opgave V1
Bij een landelijk onderzoek zijn de gewichten bepaald van 1000 gewicht | frequentie
aselect gekozen volwassen vrouwen van 20— < 30 jaar, zie tabel. il a0
. . . . . 40-<45 15
De frequentieverdeling lijkt op die van een normale verdeling. Kun FER 3
je nu zonder meer een normale verdeling als rekenmodel gebrui- 50-<55 75
ken voor deze groep vrouwen? gl L
60-<65 125
Ga na of deze frequentieverdeling voldoet aan de vuistregels voor 65-<70 150
een normale verdeling. Eid e, s
75-<B0 150
Is het voldoen aan de vuistregels voldoende reden om te conclu- 80-<85 100
deren dat een normale verdeling een bruikbaar rekenmodel is? e ol
90-<95 25
95-<100 15
100-<105 10
Figuur 4.2
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Uitleg

Bij een landelijk onderzoek zijn de gewichten bepaald van 1000
aselect gekozen volwassen vrouwen van 20— < 30 jaar, zie tabel.
De frequentieverdeling lijkt op die van een normale verdeling met
u(L) =70,125 en o(L) = 12,338. Kun je nu zonder meer een nor-
male verdeling als rekenmodel gebruiken voor deze groep vrou-
wen?

L2 L LS :
""""""""" x=70.125
Ix=70125
3x2=5069750
Sx=12.3445033
ox=12,33832951
n=1000
minX=37.5
101=62.5

L11=37.5

Y1
760731
102086
-9514Y
11013
120593
133893
49596
165362
78825
-88601
194639

Plotl Plot2 Plot3

E\Y1B4 (-199,X,70.125,12.»
E\Yz2=

E\Y3=

E\Ys=

E\Ys=

\Ye=

E\Y?=

E\Ys=

E\Yg9=

Figuur 4.4

Zet je op normaal waarschijnlijkheidspapier kansen van de
vorm P (L =40|u =70,125 en o =12,338) uit, dan krijg je een
rechte lijn. Elke zuivere cumulatieve normale verdeling wordt op
normaal waarschijnlijkheidspapier een rechte lijn.

Maak je van de gegeven frequentieverdeling een cumulatieve rela-
tieve frequentieverdeling en zet je die uit op normaal waarschijn-
lijkheidspapier, dan zou je een rechte lijn moeten krijgen (je zet
de cumulatieve relatieve frequenties uit tegen de rechter klassen-
grenzen). Je zult zien, dat de cumulatieve relatieve frequentiever-
deling en de normale verdeling goed overeenkomen! Kennelijk zijn
deze gewichten ongeveer normaal verdeeld!

Opgave 1

Bestudeer de Uitleg. Neem (print) een aantal bladen normaal
waarschijnlijkheidspapier. Ga uit van een normale verdeling met
u=170,125en o =12,338.

Teken op normaal waarschijnlijkheidspapier de waarden van
P(L = g) bij deze normale verdeling voor g = 40,45,50,...,105.
Denk er om dat alle kansen als percentages moeten worden ge-
geven.

Wordt je grafiek een rechte lijn?

Waar in je figuur vind je u terug? Kun je ook o terugvinden?

Opgave 2

Neem nu de tabel met de werkelijke gewichten van de 1000 vrou-
wen.

Maak hierbij een tabel met cumulatieve relatieve frequenties.

Zet deze cumulatieve relatieve frequenties uit tegen de boven-
grenzen van elke klasse op het normaal waarschijnlijkheidspapier
waar de normale verdeling van de vorige opgave op staat.

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL

gewicht | frequentie
35-<40 10
40-<45 15
45-<50 25
50-<55 75
55-<60 75
60-<65 125
65-<70 150
70-<75 175
75-<80 150
80-<85 100
85-<90 50
90-<95 25
95-<100 15
100-<105 10
Figuur 4.3
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¢ Verschilt je grafiek veel van de grafiek van de normale verdeling?
Waarom moet je de bovengrenzen van de klassen gebruiken?

d Kun je concluderen dat de gewichten van deze 1000 vrouwen nor-
maal zijn verdeeld?

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

Zet je bij een normaal verdeelde stochast X met verwachting u(X)
en standaardafwijking o (X) op normaal waarschijnlijkheidspa-
pier kansen van de vorm P (X =< g) uit tegen g, dan krijg je een
rechte lijn.

Maak je van een gegeven frequentieverdeling een cumulatieve re-
latieve frequentieverdeling en zet je die uit op normaal-waarschijn-
lijkheidspapier, dan zou je een rechte lijn moeten krijgen als de
frequenties normaal zijn verdeeld. De cumulatieve relatieve fre-
quenties moeten tegen de bovengrenzen van de klassen worden
uitgezet.

Vaak liggen op het normaal waarschijnlijkheidspapier de pun-
ten van de cumulatieve relatieve frequentieverdeling niet precies
op een rechte lijn. Trek dan een rechte lijn die zo goed mogelijk bij
de getekende punten past. Je benadert op die manier de frequen-
tieverdeling door de normale kansverdeling die bij die lijn hoort.
Schat de verwachtingswaarde door af te lezen welk getal er bij 50%
hoort.

Omdat één van de twee vuistregels zegt dat bij een normale ver-
deling 68% in het interval [u — o,u + o] ligt, is bij 84% de waarde
van 1 + o af te lezen. Bepaal zo o.

Is van twee verschillende stochasten X en Y bekend dat ze nor-
maal verdeeld zijn met u(X) # u(Y) en/of o(X) # o(Y) en moeten
beide stochasten met elkaar vergeleken worden, dan kun je beide
stochasten standaardiseren.

Elke normaal verdeelde stochast X is om te zetten naar de stan-
daardnormaal verdeelde stochast Z met: z = % Dit heet de z-

waarde.

Met behulp van z-waarden van twee verschillende stochasten zijn
deze stochasten met elkaar te vergelijken.
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Voorbeeld 1

De tabel geeft de diameters (in mm) van machinaal geproduceer-
de moeren. Ga na, dat deze diameters normaal zijn verdeeld en
bereken het gemiddelde en de standaardafwijking.

Antwoord

Met de GR vind je uy(M) = 13,20 en (M) = 0,10 waarin M de
diameter van een moer voorstelt.

Op normaal waarschijnlijkheidspapier verschillen de cumulatieve
relatieve frequentieverdeling vanuit de tabel en die gemaakt van-
uit een normale verdeling met u(M) = 13,20 en o (M) = 0,10 vrij-
wel niet van elkaar. (Maak beide op een blad normaal waarschijn-
lijkheidspapier.)

Conclusie: M is normaal verdeeld met u(M) = 13,20 en o (M) =
0,10.

Opgave 3

In Voorbeeld 1 zie je een tabel met diameters van machinaal ge-
produceerde moeren.

Reken zelf het gemiddelde en de standaarddeviatie na.

Teken op normaal waarschijnlijkheidspapier de cumulatieve nor-
male verdeling bij dit gemiddelde en deze standaardafwijking.

Teken op hetzelfde papier de cumulatieve relatieve frequentiever-
deling van de moeren.

Ga na, dat beide redelijk goed overeen komen. Welke conclusie
kun je trekken?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL

diameter |percentage
12,8-<12,9 0,1
12,9-<13,0 2
13,0-<13,1 13,6
13,1-<13,2 34,1
13,2-<13,3 34,0
13,3-<13,4 13,6
13,4-<13,5 2,0
13,5-<13,6 0,1
Figuur 4.5
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Voorbeeld 2

De lengteverdeling van Nederlandse mannen boven 20 jaar is bij
benadering klokvormig. In deze figuur op normaal waarschijnlijk-
heidspapier zie je hoe deze verdeling wordt benaderd door een
rechte lijn.

160 170 180 190 200 210 lengte in cm

Figuur 4.6

Bepaal vanuit deze figuur het gemiddelde en de standaardafwijking
van de lengte X van de Nederlandse man in cm.

Antwoord

Op deze lengteverdeling van Nederlandse mannen boven 20 jaar
zijn de lengtes bij 50% en 84% af te lezen:

* Dbij 50% zit de gemiddelde lengte van p = 181 cm;
« bij 84% zit volgens de vuistregels 1+ o = 189 cm.

Je vindt een gemiddelde van ongeveer 181 cm met een standaard-
afwijking van 189 — 181 =8 cm.
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Opgave 4

Wanneer een cumulatieve relatieve frequentieverdeling op nor-
maal waarschijnlijkheidspapier vrijwel een rechte lijn oplevert is er
sprake van een normale verdeling. In Voorbeeld 2 kun je zien hoe
je dan het gemiddelde en de standaardafwijking van de verdeling
kunt aflezen uit de figuur.

Ga zelf na dat de in het voorbeeld vermelde waarden inderdaad
correct zijn.

Opgave 5

In een fabriek worden kilopakken suiker machinaal gevuld. Volgens
de Europese norm mag niet meer dan 2,5% van de pakken suiker
minder dan 1000 gram bevatten. Open het bestand de vulgewich-
ten van 100 pakken suiker.

Maak een tabel met cumulatieve relatieve frequenties van de-
ze vulgewichten. Gebruik klassen met een klassenbreedte van
1 gram.

Bereken het gemiddelde en de standaarddeviatie van deze vulge-
wichten in één decimaal nauwkeurig.

Teken op normaal waarschijnlijkheidspapier de cumulatieve rela-
tieve frequentieverdeling.

Zijn de vulgewichten (bij goede benadering) normaal verdeeld? Zo
ja, trek dan de rechte lijn die hoort bij deze normale verdeling.

Laat zien dat het gemiddelde vulgewicht en de bijbehorende stan-
daarddeviatie die je uit de figuur afleest overeen komen met de
berekende waarden.

Welke vulgewichten hebben de 10% zwaarste pakken suiker? Lees
je antwoord uit de figuur af.

Voorbeeld 3

In Voorbeeld 1 zag je dat de diameters M van een bepaalde soort
moeren normaal zijn verdeeld met n(M) = 13,20 en o (M) = 0,10
mm.

Bij deze moeren horen bouten waarvan de diameters B ook nor-
maal zijn verdeeld: p(B) = 13,05 en o(B) = 0,10 mm.

Deze bouten passen nog in de moeren als hun diameters maximaal
0,25 mm kleiner zijn dan die van de moeren.

Hoeveel procent van de bouten past niet?

Antwoord

Kijk naar het verschil V = M — B van de diameters van een bout
en een moer. Dit verschil is ook normaal verdeeld met
s u(V)=pM-B)=pM+-B) =

=pu(M)+nu(-B)=p(M) —-pn(B)=13,20-13,05=0,15 mm.

« 0(V)=0(M=B)=0(M+-B) =(c(M))? + (0(- B))?

=oM% + (0(B)?2 = (0,102 + (0,10) ~ 0,14 mm.

De bouten passen als 0 =V < 0,25.
De kans hieropisP(0 <V <0,25/u=0,15 en 0 =0,14) = 0,62.
Conclusie: 38% van de bouten past niet in de moeren.

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL

Figuur 4.7
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Opgave 6

In Voorbeeld 3 vind je de gegevens van machinaal geproduceerde
moeren en bijbehorende bouten.

Het verschil van de diameters van de bouten en de moeren is ook
normaal verdeeld. Welk gemiddelde en welke standaarddeviatie
horen daar bij?

Reken zelf het percentage bouten na dat niet in de moeren past.

Het bedrijf dat deze bevestigingsmiddelen maakt, produceert nog
veel meer bouten en moeren in diverse afmetingen. Voor een an-
der type bout met bijpassende moer geldt: de diameter van de
moer is normaal verdeeld met een gemiddelde van 8,10 mm en
een standaarddeviatie van 0,05 mm en de diameter van de bout is
normaal verdeeld met een gemiddelde van 8,05 mm en een stan-
daardafwijking van 0,03 mm. De bouten passen in de moeren als
het verschil van de diameter van de moer en de bout minder dan
0,02 mm is.

Hoeveel procent van deze bouten is te dik voor de moeren?

Hoeveel procent van deze bouten past niet in de bijbehorende
moer?

Ook de gewichten van de bouten en moeren van deze tweede
soort zijn normaal verdeeld: het gemiddelde gewicht van de moer
is 5,0 gram met een standaardafwijking van 0,2 gram en het ge-
middelde gewicht van de bout is 7,3 gram met een standaardafwij-
king van 0,3 gram. Ze worden verpakt in dozen. In elke doos zitten
100 bouten en moeren.

Hoe zwaar zijn de bouten en moeren in zo'n doos gemiddeld? En
welke standaardafwijking hoort daar bij?

Hoeveel procent van deze dozen heeft een totale inhoud van meer
dan 1235 gram?

Verwerken
Opgave 7
Deze tabel geeft de bloeddruk in mmHg (millimeter kwikdruk) van bloeddruk| mannen | vrouwen
€en groep mannen en een groep vrouwen, 1[113 i ;
Bereken van beide groepen de gemiddelde bloeddruk en de stan- 115 B ]
daardafwijking van de bloeddruk. 120 16 15
125 15 12
Welke klassenindeling is hier gehanteerd? 130 g &
Laat met behulp van normaal waarschijnlijkheidspapier zien dat de Eg ; ;
bloeddruk van de mannen niet normaal is verdeeld. 145 7 5
Je kunt wel een rechte lijn trekken die de verdeling zo goed mogelijk 150 2 5
benaderd. Doe dat en lees het gemiddelde en de standaardafwij- 123 1 3
king af die bij die lijn passen. Wijken de waarden veel af van de 165 15 1
berekende waarden? Tabel 4.1

Is de bloeddruk van de vrouwen wel normaal verdeeld?
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Opgave 8

In een noordelijk gelegen stad sneeuwt het regelmatig in het win-
terseizoen.

Van de hoeveelheid sneeuw die afgelopen winter per dag dat het
sneeuwde viel, is een grafiek op normaal-waarschijnlijkheidspapier
gemaakt.

3 99,99

99,95
99,9
99,8

99
98

95
90

80
70
60
50
40
30
20

— cumulatieve relatieve frequentie (%

10 /

5

2 /
1
0,5
0,2

0,1
0,05

0,01
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45
— hoeveelheid sneeuw (cm)

Figuur 4.8
a Leg uit hoe je uit deze grafiek kunt aflezen hoeveel procent van de
dagen dat het sneeuwde, er meer dan 18 cm sneeuw per dag viel.

b Leg uit waarom de hoeveelheid sneeuw die per sneeuwdag viel,
normaal verdeeld is en bepaal de gemiddelde hoeveelheid sneeuw
die per sneeuwdag viel. Bepaal ook de bijbehorende standaardaf-
wijking.

Opgave 9

Open het bestand Enkele lichaamsmetingen van 5001 vrou-
wen uit 1947. Hierin zie je een tabel met lichaamslengtes in cm
van de 5001 vrouwen uit het onderzoek in 1947 van Freudenthal
en Sittig in opdracht van De Bijenkorf.

a Bereken de gemiddelde lichaamslengte en de standaarddeviatie.

b Teken op normaal waarschijnlijkheidspapier de bijbehorende cu-
mulatieve relatieve frequentieverdeling.
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Zijn de lichaamslengtes bij benadering normaal verdeeld?

95% van de lichaamslengtes zit tussen p—a en u + a. Hoe groot is
a? Lees je antwoord uit de figuur af.

Welke minimale lengte hebben de 16% grootste lichaamslengtes?
Lees je antwoord uit de figuur af.

Opgave 10

Limburgse kaas wordt verkocht in pakjes van 200 g. De snijmachi-
ne is zo afgesteld dat het gewicht van de pakjes normaal verdeeld
is met een gemiddelde van 202,5 g en een standaardafwijking van
4,0 g. Er gaan 50 pakjes in een doos. Die dozen hebben een ge-
middeld gewicht van 145,0 gram met een standaardafwijking van
5,5 gram.

Hoeveel bedraagt het gemiddelde gewicht van zo'n doos met
50 pakjes kaas? En welke standaardafwijking hoort daar bij?

Hoeveel procent van deze dozen met kaas weegt minder dan
10250 gram?

Toepassen

Opgave 11: Voedselzoekende vogels

Vogels die hun voedsel in bomen en struiken zoeken, doen dat vaak
bij voorkeur op een specifieke hoogte. Gedurende een winter zijn
in een bos voedselzoekende vogels geobserveerd. In de tabel staat
de verdeling over verschillende hoogtes van 400 waarnemingen bij
pimpelmezen.

hoogte in meter <15 15-<3 3-<5 5-<7 7-<10 10-<15
aantal waarnemingen 24 26 51 72 122 92
Tabel 4.2

Toon aan dat de waargenomen hoogtes bij benadering normaal
verdeeld zijn. Gebruik hiervoor normaal waarschijnlijkheidspapier.
Lees uit je tekening af hoe groot het gemiddelde en de standaard-
afwijking van deze verdeling zijn. Geef beide antwoorden tot op dm
nauwkeurig. Licht je werkwijze toe.

(bron: examen vwo wiskunde Al,2 2002, eerste tijdvak)

Testen

Opgave 12

Open het bestand Enkele lichaamsmetingen van 5001 vrou-
wen uit 1947. Hierin zie je een tabel met kniehoogtes in cm van
de 5001 vrouwen uit het onderzoek in 1947 van Freudenthal en
Sittig in opdracht van De Bijenkorf.

Bereken de gemiddelde kniehoogte en de standaarddeviatie.

Teken op normaal waarschijnlijkheidspapier de bijbehorende cu-
mulatieve relatieve frequentieverdeling.

Ga na, dat de gemiddelde kniehoogte en de standaardafwijking
die je uit de figuur kunt aflezen overeen komen met de berekende
waarden.
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Zijn de kniehoogtes bij benadering normaal verdeeld?

60% van de kniehoogtes zit tussen 1 — a en u + a. Hoe groot is a?
Lees je antwoord uit de figuur af.

Welke minimale lengte hebben de 15% grootste kniehoogtes? Lees
je antwoord uit de figuur af.

Opgave 13

Literpakken melk worden machinaal gevuld. Zo'n pak heeft een in-
houd die normaal is verdeeld met een gemiddelde van 1,010 liter
en een standaardafwijking van 0,006 liter. De vulmachine staat in-
gesteld op het vullen van gemiddeld 1,005 liter melk in zo'n pak
met een standaardafwijking van 0,004 liter. Ook dit vulvolume is
normaal verdeeld.

In hoeveel procent van de gevallen gaat bij het vullen melk verlo-
ren?

Het gemiddelde vulvolume kan worden ingesteld. Hoeveel moet dit
bedragen opdat in niet meer dan 1% van de gevallen melk verloren
gaat bij het vullen van een pak?

Practicum
Hier vind je een leeg blad normaal-waarschijnlijkheidspapier
in drie kleuren.

« normaal waarschijnlijkheidspapier (paars)
« normaal waarschijnlijkheidspapier (oranje)
« normaal waarschijnlijkheidspapier (grijs)

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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1.5 Binomiale kansen benaderen

Inleiding

Je ziet hier een kanshistogram van een binomiale verdeling met
n =50 en p = 0,20. Je ziet dat het een mooie klokvorm heeft, X
loopt van 0 tot 30, de verwachtingswaarde is 50 - 0,20 = 10 en
de standaardafwijking is ongeveer 2,8. Hoe groter n hoe beter het
kanshistogram de klokvorm benadert.

De wiskundige formulering van deze stelling heet de centrale li-
mietstelling.

2 Plotl:Li,L2

wononrwnkolt

10
Law=1, 4272476927054 -5 RS n=.0295312

Figuur 5.1

Je leert in dit onderwerp

« een binomiale stochast benaderen door een normale sto-
chast;
» de continuiteitscorrectie toepassen.

Voorkennis

« werken met normale en binomiale stochasten.

Verkennen

Opgave V1

=

pooNansenkofl

Je ziet hier een kanshistogram van een binomiale verdeling met
n =50 en p = 0,20. Je ziet dat het een mooie klokvorm heeft, X
loopt van 0 tot 30, de verwachtingswaarde is 50 - 0,20 = 10 en
de standaardafwijking is ongeveer 2,8. Hoe groter n hoe beter het
kanshistogram de klokvorm benadert.

_ _ ! _ ) L2w=1, 4272476927054 € -5
De wiskundige formulering van deze stelling heet de centrale li- R
mietstelling.

13982

Lees de inleiding en bekijk de figuren.

Maak zelf dit kanshistogram en laat zien hoe je de standaardafwij-
king berekent.

min=5
max<6 n=.0295312

Doe ditzelfde nog eens voor n = 100 en dezelfde waarde van p.
Bepaal P(X =23|n =100 en p =0,20).

Figuur 5.2

Benader deze kans met de normale verdeling die past bij de klok-
vormige kromme die past bij het kanshistogram.
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Uitleg

-

Hier zie je een kanshistogram van een binomiale
verdeling met n = 50 en p = 0,20.

Er onder zie je een kanshistogram van een binomi-
ale stochast X metn =100 en p = 0,20 voor X van

waNcnIwn kol

10 13982

0 tot 35. De klokvorm wordt nog beter: hoe groter n
hoe beter het kanshistogram de klokvorm benadert. Plotiil i
De wiskundige formulering van deze stelling heet de

centrale limietstelling.

Je kunt nu bijvoorbeeld P (X = 23|n =100 en p =0,20)
benaderen met behulp van de normale verdeling:

min=12
max<13

« Debinomiale stochast X heeft een verwachtings-
waarde E(X) = 100-0,20 = 20 en een standaard- Figuur 5.3
afwijking van o(X) = +/100-0,20- 0,80 = 4.

« De binomiale stochast X is bij benadering gelijk aan de normale
stochast Y met
ny)=20eno(Y) =4.

« Omdat X alleen gehele waarden aanneemten Y alle reéle waar-
den kan hebben, moet je rekening houden met afrondingen op
gehelen:

P(X =23In=100 en p=0,20) =
~P (X <23,5[u=20 en 0 =4) = 0,81.

Deze aanpassing van een normale stochast aan een discrete sto-

chast heet de continuiteitscorrectie.

Opgave 1
Bestudeer de Uitleg.

Bepaal P (X =23|n =100 en p = 0,20) met behulp van de binomi-
ale kansverdeling in vier decimalen nauwkeurig.

Benader P (X = 23|n =100 en p =0,20) met behulp van de nor-
male verdeling in vier decimalen nauwkeurig.

Vind je veel verschil tussen a en b? Heb je de continuiteitscorrectie
toegepast?

Opgave 2

Je gooit 15 keer met een eerlijk geldstuk. Het gaat je om de kans
dat je slechts 6 keer munt gooit.

Gebruik de binomiale verdeling om deze kans te berekenen.
Gebruik de normale verdeling om deze kans te berekenen.

Vergelijk je antwoorden met elkaar. Wat valt je op? Geef hiervoor
een verklaring.

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL

L2t=1,4272476927054€ -S

n=.01275388

Ploti:L1,L2

e UL LU U e LU
ma.x<6 n=.0295312

binomcdf (100,0.2,23)

e 2 SR O2127 999
normalcdf ( -199,23.5,20,4)
.. 2. 8092130901
| |
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Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

De centrale limietstelling zegt:

Als X1, X5, ..., X, onafhankelijke stochasten met dezelfde kans-
verdeling (en dus ook met gelijke verwachting E(X) en variantie
Var(X) zijn, dan is de som van deze stochasten normaal verdeeld
met verwachting i = n - E (X) en standaardafwijking o = n - E (X)
als n oneindig groot wordt.

Het bewijs van deze stelling vereist meer wiskundige kennis dan je
nu hebt. Daarom wordt het hier buiten beschouwing gelaten.

Een gevolg van deze stelling is dat je een binomiale stochast X
met parameters n en p voor grote n en niet al te kleine p kunt
benaderen met een normale stochast Y met p(Y) = E(X) =
n-peno(Y)=0(X)=+n-p-1-p).

Meestal wordt als vuistregel gebruikt dat deze benadering goed is
alsn>25enn-p>5enn-(1-p)>>5.

Bij het benaderen van binomiale kansen met behulp van een bij-
passende normale stochast moet je wel de continuiteitscorrec-
tie toepassen. Dat wil zeggen bij het overgaan van de discrete bi-
nomiale stochast naar de continue normale stochast letten op de
afronding op gehelen!

Een gevolg van de centrale limietstelling is, dat je verschillend ver-
deelde stochasten gemakkelijk met elkaar kunt vergelijken, als ze
afzonderlijk te benaderen zijn met een normale stochast. Ook kun
je dan hun som en verschil bekijken omdat som en verschil van
normale stochasten ook normaal verdeeld zijn.

Voorbeeld 1

Volgens het artikel Wikipedia: Kleurenblindheid heeft ongeveer
1 op elke 12 mannen last van ‘rood-groen’ kleurenblindheid.

Hoe groot is de kans dat in een representatieve steekproef van
15.000 mannen inderdaad 1200 rood-groen-kleurenblinden voor-
komen?

Antwoord

Stochast X is het aantal mannen in de steekproef van 15.000 dat
rood-groen-kleurenblind is.

X is binomiaal verdeeld met n = 15.000 en p = 0,08.

Dus E(X) = 15000- 0,08 = 1200 en ¢(X) = 4/15000-0,05-0,95 =
33,2265.
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De gevraagde kans is P (X = 1200|n = 15000 en p = 0,08).

« Met de binomiale kansfunctie vind je:
P(X =1200|n = 15000 en p =0,08) = 0,0120.
« Door normale benadering vind je:
P(X =1200ln = 15000 en p =0,08) =
~P(1199,5 = X < 1200,5|]p = 1200 en o = 33,2265) = 0,0120.

Beide kansen zijn inderdaad op vier decimalen nauwkeurig hetzelf-
de.

Opgave 3

In Voorbeeld 1 zie je hoe je een binomiaal kansmodel kunt bena-
deren door een normale verdeling.

Reken zelf dit voorbeeld na.

In de Theorie staat een vuistregel die aangeeft wanneer je een
binomiale kans kunt benaderen met de normale verdeling. Is in dit
voorbeeld aan die vuistregel voldaan?

Voorbeeld 2

De kans op kleurenblindheid is bij vrouwen veel kleiner, maar on-
geveer 0,4% van de Westerse vrouwen is kleurenblind.

Hoe groot is de kans dat in een representatieve steekproef van
250 vrouwen inderdaad 1 kleurenblinde voorkomt?

Antwoord

Stochast X is het aantal vrouwen in de steekproef van 250 dat
kleurenblind is.

X is binomiaal verdeeld met n = 250 en p = 0,004.

Dus E(X) = 250-0,004 = 1 en o(X) = 4250-0,004-0,996 =
0,9980.

De gevraagde kans is P (X = 1|n = 250 en p = 0,004).

« Met de binomiale kansfunctie vind je:

P(X =1n=250 en p=0,004) = 0,3686.
« Door normale benadering vind je:

P(X =1n=250 en p =0,004)

~P(0,5=X<1,5p=1 en o0 =0,9980) = 0,3836.
Beide kansen zijn iets verschillend van elkaar. Dat komt omdat n -
p = 250:0,004 =1 < 5 en een normale benadering in dit geval
eigenlijk volgens de vuistregel niet verantwoord is.

Opgave 4

In Voorbeeld 2 zie je nog eens hoe je een binomiaal kansmodel
kunt benaderen door een normale verdeling.

Reken ook dit voorbeeld na.

Is in dit voorbeeld aan de vuistregel in de Theorie voldaan?
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binomedf (15000, .08, 1200)

e, 20120059121
normalcdf(1199.5,1200.5,1»
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binompdf (250,0.004,1)

e n 3086169212
normalcdf(@.5,1.5,1,0.998»
.. 3836303016
|

Figuur 5.5
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Opgave 5

Ongeveer 6% van de koffers die door een bepaalde machine ge-
produceerd worden, vertoont defecten.

Geef een normale benadering van de kans dat van de 100 koffers
die op een morgen worden gemaakt er hooguit 3 zijn die defecten
vertonen.

Hoe groot is de kans dat dit er precies 11 zijn?

Opgave 6

Uit onderzoek blijkt 55% van de stemgerechtigden uit een stad
te zullen gaan stemmen op kandidaat A. Veronderstel dat je aan
1400 stemgerechtigden zou vragen waarop ze bij de eerstkomende
verkiezing zouden stemmen. Het gaat je om de kans dat minstens
700 mensen antwoorden op kandidaat A te zullen stemmen.

Waarom ligt een normale benadering van deze kans voor de hand?
Is zo’n normale benadering ook per se nodig?

Geef een normale benadering van deze kans.

Voorbeeld 3

Bij een landelijke verkiezing heeft 30% van de mannen en 24% van
de vrouwen op partij A gestemd.

Een groep bestaat uit 150 mannen en 180 vrouwen.

Hoe groot is de kans dat er in deze groep minstens 80 mensen op
partij A hebben gestemd?

Antwoord

Noem X het aantal mannen dat op partij A heeft gestemd en Y het
aantal vrouwen dat op partij A heeft gestemd.

X is binomiaal verdeeld met parameters n = 150 en p = 0,3.
Y is ook binomiaal verdeeld met parameters n = 180 en p = 0,24.

Je moet de kans uitrekenen dat de som van X en Y minstens 80 is.
Het probleem hierbij is dat X + Y niet binomiaal verdeeld is. Maar
je kunt X en Y wel benaderen met de normale verdeling en de som
van twee normale stochasten is wel normaal verdeeld.

X +Y is bij benadering normaal verdeeld met parameters u = 88,2
en o = 8,02.

De kans dat minstens 80 mensen van de groep op partij A hebben
gestemd is bij benadering

P(X+Y =79,5/u=288,2 en 0 =8,02) =0,8610

(Denk aan de continuiteitscorrectie.)

Opgave 7
Bekijk Voorbeeld 3.
Toon aan dat u = 93,2 en 0 = 8,02.

Bereken in vier decimalen de kans dat er hoogstens 100 mensen
uit de groep op partij A hebben gestemd.
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Verwerken

Opgave 8

Van een geneesmiddel is bekend dat 80% van de patiénten die
het gaan gebruiken, inderdaad ook geneest. Het middel wordt in
een kliniek aan 25 patiénten voorgeschreven. Geef een normale
benadering van de kans dat van deze groep patiénten:

precies 20 personen genezen.
alle 25 personen genezen.

niet één persoon geneest.

meer dan 12 personen genezen.

tussen de 17 en de 23 personen genezen.

Opgave 9

In een bepaalde streek is bekend dat 2,5% van de baby’s in hun
eerste levensjaar sterven. In deze streek worden in een bepaald
jaar 525 baby’s geboren.

Hoeveel zullen hiervan naar verwachting in het eerste levensjaar
sterven?

Geef een normale benadering van de kans dat er hooguit 8 sterven.
Verschilt je antwoord veel van de werkelijke kans?

Bepaal de kans dat minstens 520 baby’s het eerste levensjaar over-
leven.

Opgave 10

De kans dat een entstof A tegen griep succes heeft, blijkt na on-
derzoekingen 0,95 te zijn. Een bedrijf laat alle 1150 werknemers
met dit griepvaccin inenten.

Hoe groot is voor dit bedrijf de kans dat meer dan 60 werknemers
toch de griep krijgen?

Benader de bij a genoemde kans ook met de normale verdeling.

Opgave 11

In een restaurant met een capaciteit van 350 tafels zijn voor de ko-
mende feestdagen alle tafels gereserveerd. De restauranthouder
weet dat het aantal reserveringen waarbij niemand komt opdagen
bij benadering normaal is verdeeld met een gemiddelde van 17,5
en een standaardafwijking van 4,1.

Hoe groot is de kans dat iemand die heeft gereserveerd ook komt
opdagen?

De eigenaar van het restaurant wil zoveel reserveringen aanne-
men dat de kans dat voor iedereen die heeft gereserveerd en dan
ook inderdaad verschijnt plaats is, minstens 99% is. Hoeveel reser-
veringen zal hij maximaal kunnen noteren?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Opgave 12
Van de mannen is 8% kleurenblind, van de vrouwen is dat 0,4%.

Een groep bestaat uit 550 mannen en 450 vrouwen. Je wilt de kans
berekenen dat daarvan 90 personen kleurenblind zijn.

Welke kansverdeling hoort er bij de groep mannen?
Welke kansverdeling hoort er bij de groep vrouwen?
Welke kansverdeling hoort er bij de groep van 1000 personen?

Bereken de gevraagde kans.

Testen

Opgave 13

Een voedingsmiddelenbedrijf is zeer geinteresseerd in de mening
van haar klanten. Bij een onderzoek dat onder een grote groep
mensen plaatsvond, was 70% van alle ondervraagden zeer tevre-
den over de smaak van één van hun producten. Het bedrijf levert
aan een bedrijfskantine voor 250 mensen dit product en vraagt hen
daarna naar hun mening over de smaak ervan. Ga er van uit dat
alle 250 mensen die van deze bedrijfskantine gebruik maken ook
echt het product hebben geproefd.

Hoe groot is de kans dat minder dan 60 van hen het product niet
lekker vinden als het resultaat van het onderzoek ook voor de men-
sen in deze bedrijfskantine opgaat?

Bepaal de voorgaande kans ook door benadering met de normale
verdeling.

Opgave 14

Het aantal keren dat een redelijk goede schutter bij een serie van
50 schoten de roos raakt blijkt normaal te zijn verdeeld met een
standaardafwijking van 3. Hij gaat er van uit dat deze normale ver-
deling is ontstaan omdat hij per schot een bepaalde vaste kans p
heeft om de roos te raken.

Welke waarde zou p bij deze aanname moeten hebben?
Bij hoeveel van de 50 schoten zal hij dan gemiddeld de roos raken?

Hoe groot is de kans dat hij tenminste 30 keer van de 50 schoten
de roos raakt?
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1.6 Totaalbeeld

Samenvatten

Je hebt nu het onderwerp Continue kansmodellen doorgewerkt.
Er moet een totaalbeeld van deze leerstof ontstaan...

Ga na, of je al de bij dit onderwerp horende begrippen kent en weet
wat je er mee kunt doen. Ga ook na of je de activiteiten die staan
genoemd kunt uitvoeren. Maak een eigen samenvatting!

Merk op dat het nu ook nuttig is om het onderwerp ‘Discrete kans-
modellen’ nog een keer te bekijken. In veel opgaven worden zowel
de normale verdeling als de binomiale verdeling gebruikt.

Begrippenlijst

» continue stochast — kansdichtheidsfunctie — normaalkromme

« normale stochast — u en o bij een normale stochast — normale
kansen

« de standaardnormale stochast — standaardiseren — de wortel-
n-wet voor een steekproef uit een normale verdeling

« normaal waarschijnlijkheidspapier

« de centrale limietstelling

Activiteitenlijst

« bij een continue stochast kansen bepalen — eigenschappen van
de normaalkromme

« kansen berekenen bij een normale stochast — grenswaarden
berekenen bij gegeven normale kansen

« standaardiseren — u of o berekenen bij een normale verdeling

« met normaal waarschijnlijkheidspapier onderzoeken of er van
een normale verdeling sprake is

« een binomiale stochast benaderen met een normale stochast.

Achtergronden

In 1718 publiceerde Abraham de Moivre (1667—1754) ‘The
Doctrine of Chance’, een boek over kansrekening waarin de eer-
ste definitie van statistische onafhankelijkheid verschijnt, naast de
aanpak van allerlei problemen op het gebied van dobbelen en an-
dere kansspelen.

Bij de bestudering van herhaalde trekkingen (met teruglegging)
van een schijf uit een vaas met alleen zwarte en witte schijven
waarbij de kans op een zwarte en een witte schijf even groot is,
ontdekte De Moivre dat een bijpassende kansverdeling een histo-
gram heeft dat netjes klokvormig is. Later werd dit probleem gesi-
muleerd met het bord van Galton waarin balletjes naar beneden
vallen op een aantal rijen met pinnen.

De Moivre bestudeerde ook sterftetabellen en werkte aan de the-
orie van de wiskunde rond levensverzekeringen.

In 1733 leidt hij de formule voor de normaalverdeling als benade-
ring van de binomiale verdeling af.
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De Duitse wiskundige Carl Friedrich Gauss (1777—1854) toon-
de aan dat de verdeling van meetfouten de normaalverdeling was
en de bijbehorende verdelingskromme heet dan ook de gaus-
skromme. In 1812 publiceerde de Franse wiskundige Pierre-Si-
mon de Laplace (1749—1827) over deze onderwerpen het boek
‘Théorie analytique des probabilités’, wat tientallen jaren lang als
standaardwerk over waarschijnlijkheidsrekening was.

Testen

Opgave 1

Open het Excelbestand Gegevens 154 leerlingen. Hierin zie je
een tabel met gegevens van 154 leerlingen, jongens en meisjes
door elkaar.

Bereken de gemiddelde lichaamslengte en de standaarddeviatie
zowel voor de jongens als voor de meisjes.

Maak voor beide groepen een klassenindeling van de lichaams-
lengtes, zorg er voor dat je ongeveer 10 klassen hebt.

Teken op normaal waarschijnlijkheidspapier de bijbehorende cu-
mulatieve relatieve frequentieverdelingen.

Zijn de lichaamslengtes van beide groepen bij benadering normaal
verdeeld? Lees de gemiddeldes en de standaardafwijkingen uit je
figuur af en vergelijk ze met de berekende waarden.

Hoeveel procent van de jongens is kleiner dan het gemiddelde van
de meisjes?
Hoeveel procent van de meisjes is groter dan het gemiddelde van
de jongens?

Opgave 2

In een fabriek worden sokken machinaal vervaardigd. De gemid-
delde lengte van een sok blijkt 47 cm te zijn. De lengte van de sok-
ken is normaal verdeeld met een standaardafwijking van 0,2 cm.
De sokken worden in paren verkocht. In de fabriek worden paren
gevormd door willekeurig twee sokken bij elkaar te stoppen.

Als één sok een lengte heeft van 46,5 cm, hoe groot is dan de kans
dat het lengteverschil met de andere sok van het paar meer dan
0,7 cm bedraagt?

Als de eerste sok een lengte heeft van 49,5 cm, is dan de kans
dat het lengteverschil met de andere sok van het paar meer dan
0,7 cm is even groot? Licht je antwoord toe.

Bepaal deze kans.

Opgave 3

De zwangerschapsduur bij mensen is normaal verdeeld met een
gemiddelde van 266 dagen en een standaarddeviatie van 16 da-
gen.

Bij een premature geboorte wordt het kind minstens drie weken
voor het gemiddelde geboren. Hoe groot is de kans daar op?
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In 7% van de gevallen duurt een zwangerschap zo lang dat de ge-
boorte moet worden ingeleid. Vanaf welke zwangerschapsduur ge-
beurt dit dus?

In 1973 beweerde een vrouw dat ze 310 dagen zwanger was ge-
weest omdat op de dag van de bevalling haar man al 310 dagen als
marinier van huis was. Hoe groot is de kans op een zwangerschap
van minstens 310 dagen?

Opgave 4

In een fabriek verpakt een machine in kleine zakjes poedermelk
voor in de koffie. Elk van die zakjes hoort 3 gram melkpoeder te
bevatten. De fabrikant heeft zijn machine zo afgesteld dat het vul-
gewicht van deze zakjes normaal is verdeeld met een gemiddelde
van 3,1 gram en een standaardafwijking van 0,06 gram.

Hoeveel procent van de zakjes melkpoeder die deze machine pro-
duceert is te licht?

Je koopt een doosje met daarin 20 zakjes van die melkpoeder. Hoe
groot is de kans dat je in totaal minder dan 20 -3 = 60 gram melk-
poeder hebt gekocht?

Hoeveel gram melkpoeder verwacht je gemiddeld per zakje in het
doosje met 20 zakjes? En welke standaardafwijking hoort daar bij?

De fabrikant voldoet hiermee niet aan de richtlijnen van de Euro-
pese Unie op dit gebied. Die schrijven voor dat niet meer dan 1%
van de zakjes poedermelk minder dan 3 gram mag bevatten.

De fabrikant besluit om iets meer melkpoeder in de zakjes te
doen. Op welk gemiddelde vulgewicht moet hij de machine instel-
len om aan de richtlijn van de EU te voldoen? (Ga er van uit dat de
standaarddeviatie van de verdeling van de vulgewichten hetzelfde
blijft.)

Achteraf bezien vindt de fabrikant de oplossing die hij heeft geko-
zen bij b toch te duur. Hij laat de machine nauwkeuriger afstellen en
houdt het gemiddelde vulgewicht op 3,1 gram. Welke standaardaf-
wijking moet de verdeling van de vulgewichten nu krijgen om aan
de richtlijn van de EU te voldoen?

Opgave 5

In een bedrijf wordt onder andere margarine geproduceerd. Het
eindproduct wordt via een vulmachine in kuipjes gegoten, die vol-
gens het opschrift een inhoud hebben van 500 g. De gewichten
van de gevulde kuipjes blijken normaal verdeeld te zijn. De stan-
daarddeviatie is ongeacht het vulgewicht waarop de vulmachine
ingesteld staat steeds 4 g. Het gemiddelde gewicht van zo’'n kuip-
je is gelijk aan het vulgewicht waarop de machine is ingesteld.

Hoe groot is de kans dat het gewicht van een vol kuipje tussen 496
en 502 g ligt?

De kuipjes worden verpakt in kartonnen dozen waarvan het ge-
wicht normaal verdeeld is. Het gemiddelde gewicht is 400 g met
een standaardafwijking van 15 g. In één doos gaan 20 kuipjes.
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Het gewicht van de volle dozen is ook weer normaal verdeeld. Be-
reken het gemiddelde en de standaardafwijking van het gewicht
van deze dozen.

De keuringsdienst van waren gaat regelmatig na of de fabriek wel
voldoende margarine in de kuipjes doet. Daartoe nemen ze één
volgepakte doos uit de dagproductie en wegen die. Als het totale
gewicht meer dan 50 g naar beneden afwijkt van het gemiddelde,
krijgt de fabrikant een boete.

Hoe groot is de kans op een boete, als de fabrikant het vulgewicht
van 500 g aanhoudt?

Natuurlijk zou de keuringsdienst van waren ook de 20 kuipjes zon-
der de bijbehorende doos kunnen wegen. Ook nu wordt een boete
gegeven als 50 g minder dan het gemiddelde gemeten zou worden.

Waarom is deze controle eerlijker dan de eerste?

In welk van de twee gevallen is de kans op een boete het kleinst?
Waarom?

Op een gegeven moment worden de eisen door de keuringsdienst
van waren veranderd. In het vervolg zullen 100 kuipjes op hun ge-
wicht gecontroleerd worden. Daarbij mogen er maximaal 4 zijn die
minder dan 492 g wegen.

Hoe grootis nu de kans op een boete, aangenomen dat de fabrikant
de machine nog steeds op 500 g heeft ingesteld?

De kans op een boete kan verkleind worden door het vulgewicht
te verhogen. Hoe hoog moet het ingesteld worden om te bereiken
dat de kans op een gewicht van minder dan 492 g nog maar 1%
is?

Opgave 6

Een atleet heeft zich gespecialiseerd in het verspringen. Zijn spron-
gen blijken normaal te zijn verdeeld met een gemiddelde van
8,60 m en een standaarddeviatie van 10 cm. Om in aanmerking
te komen voor afvaardiging naar de Olympische Spelen, moet hij
in zijn eigen land drie keer voldoen aan de zogenaamde Olympi-
sche limiet. Dat betekent, dat hij drie keer verder moet springen
dan een door het landelijk Olympisch comité vastgestelde afstand.
In dit geval bedraagt die afstand 8,70 m.

Bepaal de kans dat de atleet bij één sprong de limiet haalt.

Hoe groot is de kans dat hij bij drie achtereenvolgende sprongen
drie keer de limiet overschrijdt?

Binnen vier maanden moet deze atleet drie keer de gestelde limiet
halen. In deze vier maanden zijn er twee door het landelijk Olym-
pisch comité erkende wedstrijden met elk drie sprongen. Bereken
de kans dat de atleet precies drie keer de limiet haalt.

Het Olympisch record bedraagt 8,80 m. Op de Olympische Spelen
heeft de atleet drie sprongen om zijn kansen te verdedigen. Hoe
groot is de kans dat het hem lukt op de Olympische Spelen één
keer dit record te verbeteren?
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De voorwaarde waaraan voldaan moet worden om naar de Olym-
pische Spelen te worden uitgezonden bestaat uit 4 elementen:

» de gestelde limiet moet worden gehaald;

« dat moet drie keer gebeuren;

« het moet in een bepaald aantal sprongen gerealiseerd worden;
« het moet binnen een bepaalde tijdsspanne worden verricht.

Welke van deze vier elementen heeft de grootste invioed op het
al of niet uitzenden naar de Olympische Spelen? Motiveer je ant-
woord.

Opgave 7

Een schroefas van een schip verbindt de motor met de schroef.
Deze as wordt op een of meer plaatsen ondersteund door een lager.
Dit lager is een bronzen bus waarvan de binnendiameter zo goed
mogelijk passend wordt gemaakt om de diameter van de as en
waarin zich goed geoliede kogels bevinden die het draaien van de
as mogelijk maken.

Er wordt gestreefd naar een binnendiameter van 15,0 mm van de
bussen (en dus de lagers) en naar een diameter van 14,9 mm voor
de assen. Na fabricage zijn zowel de binnendiameter van de lagers
als de diameters van de assen normaal verdeeld:

e« voorde assengeldt: p=14,9 Mmmen o =0,1 mm;
« voor de lagers geldt: p = 15,0 mmen o =0,1 mm.

Assen met een diameter groter dan 15,1 mm en lagers met een bin-
nendiameter kleiner dan 14,8 mm worden na een test afgekeurd.

Hoeveel procent van de assen heeft een diameter groter dan
15,15 mm?

Hoeveel procent van de lagers heeft een binnendiameter kleiner
dan 14,85 mm?

Bereken de diameter waarvoor geldt: de kans op een as met die
diameter is gelijk aan de kans op een lager met die binnendiame-
ter.

Uit een grote hoeveelheid, die evenveel assen als lagers bevat,
neem je willekeurig een as en een lager. Het verschil van de bin-
nendiameter van de lager en de diameter van de as is een normaal
verdeelde toevalsvariabele V. Als de lager niet om de as past is
V <0.

Welke waarden hebben het gemiddelde en de standaardafwijking
van V?

Hoe groot is de kans dat de lager niet om de as past?

Opgave 8

Een continue stochast X heeft als kansdichtheidsfunctie:
f(X)=a(75-3x?)als0=X <5

f(X)=0als X<0vX=>5

Bereken a.

Bereken de kans dat X inligt tussen 2 en 4.

Bereken k als P (X < k) = 0,05 in drie decimalen nauwkeurig.

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Toepassen

Opgave 9: Intelligentiequotiént

In het begin van de vorige eeuw werd er veel waarde gehecht aan
het zogenaamde intelligentiequotiént (IQ) van met name kin-
deren. In 1904 werd de psycholoog Alfred Binet (1857—1911)
door de Franse overheid gevraagd een test te ontwerpen om ‘slim-
me’ van ‘domme’ kinderen te onderscheiden.

intelligentl zeer intelligent

. zwak
geestelijk begaafd
gehandicapt <---=----- -

................ >

meer

begaafd , 009
ST > begaafd
normaal [P

.......... Coooooooooo

68% van de bevolking

13,6% 34,1% | 341% 13,6%

|

60 70 80 90 100 110 120 130 140 /Q
Figuur 6.3

Binet ontwierp een intelligentietest waarmee hij de intelligentie-
leeftijd van een kind vaststelde. Wanneer de intelligentieleeftijd
wordt gedeeld door de werkelijke leeftijd (en met 100 vermenig-
vuldigd) dan krijg je het 1Q. Dit 1Q is normaal verdeeld met een
gemiddelde dat op 100 is gesteld. Zo is de Stanford-Binet intelli-
gentieschaal ontwikkeld. Bekijk de normale verdeling van de I1Q's
zoals Binet die aantrof.

Welk gemiddelde en welke standaardafwijking heeft het IQ volgens
de Stanford-Binet-schaal?

Is het IQ afhankelijk van je leeftijd?

Hoeveel procent van de mensen heeft een minder dan normale
intelligentie?

Hoeveel procent van de mensen heeft een IQ van boven de 1407

Welk IQ heeft de meest intelligente 10% van de bevolking volgens
de Stanford-Binet-schaal?

Examen

Opgave 10: Cakemeel

In een fabriek worden pakken met cakemeel gevuld. Op zo’'n pak
wordt vermeld: “Inhoud 500 gram”. Veronderstel dat de inhoud per
pak normaal verdeeld is met een gemiddelde van 500 g en met een
standaarddeviatie van 4 g.

Bereken in één decimaal nauwkeurig het percentage pakken dat
minder dan 495 g cakemeel bevat.
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Volgens de fabrikant betekent de vermelding “Inhoud 500 gram”
dat slechts 25% van de pakken minder dan 500 g inhoud heeft.
Als een pak een inhoud van minder dan 500 g heeft, spreekt hij
van ondergewicht. Veronderstel bij de volgende drie vragen dat de
fabrikant gelijk heeft en dat de standaarddeviatie van de normaal
verdeelde inhoud 4 g bedraagt.

Bereken in één decimaal nauwkeurig de gemiddelde inhoud per
pak.

In een rek van een kruidenierswinkel staan 20 pakken cakemeel
afkomstig van bovengenoemde fabriek. Daarvan hebben er 5 een
ondergewicht. Een klant neemt aselect 3 pakken uit het rek.

Bereken in twee decimalen nauwkeurig de kans dat geen van deze
3 pakken een ondergewicht heeft.

Een banketbakker koopt 16 pakken rechtstreeks van de fabriek.
Bereken in drie decimalen nauwkeurig de kans dat hij minder dan
8000 g cakemeel heeft gekocht.

(bron: examen wiskunde A vwo 1986, eerste tijdvak)

Opgave 11: Zeeppoeder

Een grootwinkelbedrijf heeft in zijn assortiment een eigen merk
zeeppoeder. Het bedrijf beschikt over een vulmachine met een vul-
capaciteit van 7536 kg per dag. Van de door de machine gevulde
pakken is het gewicht normaal verdeeld, met een standaardafwij-
king van 40 g ongeacht de inhoud. De keuringsdienst van waren
eist dat, op één decimaal nauwkeurig, slechts 4,0% van de in de
handel gebrachte pakken minder mag bevatten dan op de pakken
vermeld staat. Het bedrijf brengt zeeppoeder op de markt in kleine
pakken, waarop vermeld staat dat zij 1 kg zeeppoeder bevatten.
De vulmachine is ingesteld op 1070 g per pak.

Onderzoek of aan de eis van de keuringsdienst van waren wordt
voldaan.

De bedrijfsleiding overweegt om naast de kleine pakken met op-
schrift 1 kg ook gezinspakken met opschrift 2,5 kg op de markt te
brengen.

Op hoeveel gram per pak moet de vulmachine ingesteld worden
voor de gezinspakken om aan de eis van de keuringsdienst van
waren te voldoen?

Neem aan dat het aantal geproduceerde kleine pakken twee maal
zo grootis als het aantal gezinspakken. Hoeveel gezinspakken kun-
nen er dan maximaal per dag worden geproduceerd?

(bron: examen wiskunde A vwo 1984, eerste tijdvak)
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Opgave 12: Bewaking

Een zekere bank wordt ’s nachts intensief bewaakt. Meerdere ma-
len per nacht doet één van de bewakers een ronde door het ge-
bouw. Op zo’'n ronde moet hij zich op vijftien plaatsen melden door
een speciale code in te toetsen in een meldkastje. De computer
in de controlekamer registreert de tijdstippen waarop dit gebeurt.
0ok schrijft de procedure voor dat de tijdstippen van vertrek en
terugkomst worden geregistreerd. De kastjes zijn zodanig op de
route geplaatst dat de zestien loopafstanden vrijwel even lang zijn.
Uit overzichten over langere tijd blijkt dat, in het geval dat er niets
bijzonders valt op te merken, de lengte van de tijdsintervallen tus-
sen twee opeenvolgende meldingen van de bewaker vrijwel nor-
maal verdeeld is met een gemiddelde van 3,6 minuten en een stan-
daarddeviatie van 0,7 minuten. In het geval dat een melding langer
dan vijf minuten uitblijft, wordt een bewaker in de controlekamer
automatisch gewaarschuwd dat er mogelijk iets aan de hand is.
De bewaker heeft zich zojuist gemeld bij het vijfde kastje.

Bereken in gehele procenten de kans dat onder normale omstan-
digheden de volgende melding langer dan 5,0 minuten uitblijft.

Veronderstel dat de lengtes van de 16 tijdsintervallen bij een ron-
de door het gebouw onder normale omstandigheden onafhankelijk
van elkaar zijn. Bereken in gehele procenten de kans dat onder
normale omstandigheden de totale tijd van een ronde door het ge-
bouw langer is dan 60,0 minuten.

Tijdens zo’n ronde kijkt de bewaker wel enige keren in de gang
naar de kluis, maar hij gaat er niet in. In de gang naar de kluis
is namelijk een alarminstallatie aangebracht die in directe verbin-
ding staat met de meldkamer op het hoofdbureau van de politie. In
het plafond zijn (onzichtbaar) vijf roterende sensoren aangebracht.
's Nachts gaat het alarm automatisch af zodra minstens één van
deze sensoren geactiveerd wordt. De sensoren werken geheel on-
afhankelijk van elkaar. Voor elke sensor afzonderlijk geldt dat de
kans op alarm (de detectiekans) in het geval dat iemand ’'s nachts
de sensor passeert, gelijk is aan 0,45.

Toon met een berekening aan dat de kans dat het alarm bij de
politie afgaat als iemand 's nachts de gehele gang aflegt, ongeveer
gelijk is aan 95%.

De directie vindt deze kans te klein. Zij wil de sensorinstallatie zo
laten verbeteren dat de kans op alarm als iemand 's nachts de
gehele gang aflegt, groter is dan 99,5%. Volgens de chef van de
beveiliging kan dit op twee manieren bereikt worden:

« Het aantal sensoren met een detectiekans van 0,45 wordt uit-
gebreid; per bij te plaatsen sensor kost dit € 8000,00.

« Een aantal van de aanwezige sensoren wordt omgeruild tegen
een nieuw type met een detectiekans van 0,80; per in te ruilen
sensor kost dit € 9000,00.

Bereken hoeveel men minimaal moet uitgeven om de sensorinstal-
latie zodanig te verbeteren dat aan de wens van de directie wordt
voldaan.

(bron: examen wiskunde A vwo 1991, tweede tijdvak)
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Opgave 13: Lengte van vrouwen

In 1972 spande een groep vrouwen een proces aan tegen een fa-
briek in Texas die apparaten voor airconditioning produceert. Deze
fabriek nam alleen personeelsleden in dienst die langer waren dan
170,0 cm. De vrouwen waren bij hun sollicitatie afgewezen omdat
ze niet aan deze eis voldeden. De advocaat van de vrouwen be-
nadrukte het discriminerende karakter van deze aanstellingsvoor-
waarde door te stellen dat 91,0% van alle Amerikaanse vrouwen
tussen 18 en 65 jaar niet lang genoeg was om aangenomen te kun-
nen worden. Dit percentage ontleende hij aan een onderzoek van
het Amerikaanse ministerie van volksgezondheid. Neem aan dat
de lengte van de Amerikaanse vrouwen in de betreffende leeftijds-
groep normaal verdeeld is met een gemiddelde u en standaardde-
viatie o.

Stel, uitgaande van het genoemde percentage, een verband op
tussen 11 en o.

Neem aan dat p = 160,4 cm.
Toon aandat o = 7,2 cm.

Stel je voor dat de groep Amerikaanse vrouwen tussen 18 en
65 jaar die langer zijn dan 170,0 cm V wordt genoemd. Voor de
mediaan (m) van de lengte van de vrouwen van V geldt dat 50%
van de vrouwen uit V langer is dan m.

Toon aan dat m = 172,6, uitgaande van u = 160,4 cm en o =
7,2 cm.

De vertegenwoordiger van de fabriek bij het proces noemde het
percentage van 91% sterk overdreven. Het door de tegenpartij
aangehaalde onderzoek stamde uit 1948. De gemiddelde leng-
te van volwassenen was volgens hem in de periode 1948-1972
flink toegenomen. Hij ondersteunde zijn betoog met het resul-
taat van een recent onderzoek. In een aselect gekozen groep van
10.000 vrouwen in de leeftijd 18 tot 65 jaar werden 1243 vrouwen
aangetroffen met een lengte van meer dan 172,6 cm.

Als je aanneemt dat de standaardafwijking niet is veranderd, wat
is dan de gemiddelde lengte van de Amerikaanse vrouw volgens
dit recente onderzoek?

De advocaat van de vrouwen gaf toe dat het door hem aangehaal-
de onderzoek wat verouderd was en de gemiddelde lengte van de
vrouwen waarschijnlijk wel was toegenomen. Hij bleef echter be-
nadrukken dat ook in 1972 nog steeds een grote meerderheid van
de Amerikaanse vrouwen op grond van hun lengte door het bedrijf
zou worden afgewezen. Stel dat voor 1972 gold: 1 = 164,0 cm en
o=72cm.

Bereken het percentage Amerikaanse vrouwen in de genoemde
leeftijdsgroep dat in 1972 niet lang genoeg was voor een functie
bij de fabriek.

(bron: examen wiskunde A vwo 1990, eerste tijdvak)
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2.1 Het begrip toets

Inleiding

Vaak worden uitspraken over de hele bevolking gedaan op basis 150+ Incidentie griepachtige klachten
van een steekproef. Dat brengt natuurlijk risico's met zich mee.
Immers ook als (bijvoorbeeld) in werkelijkheid 15% van de bevol-
king het afgelopen jaar griep heeft gehad, kan in een steekproef
door toevallige omstandigheden dit percentage wel eens anders
liggen. Hoe kun je zo een steekproef gebruiken om te schatten
hoeveel grieppatiénten er zijn geweest?

ige klachten
per 100.000 huisartspatiénten

ijks aantal gri

4’04’24‘4’5455’05‘2 é i 6 é 101'2 1'41'61'8202'22'42'5283'03'2343‘53’8
Week
—— 20152016  — 2017/2018 == 2019/2020
— 2016/2017 2018/2019 -=- Drempel voor milde epidemie

Figuur 1.1

Je leert in dit onderwerp

« het begrip hypothese toetsen;
« de begrippen nulhypothese, alternatieve hypothese en kritiek
gebied.

Voorkennis

« werken met binomiale en normale kansverdelingen;
» de wortel-n-wet toepassen.

Verkennen

Opgave V1

Uit onderzoek blijkt dat in een bepaalde week 3,9% van de Neder-
landse bevolking griep heeft gehad.

In een klas van 25 leerlingen hebben diezelfde week 4 leerlingen
de griep gehad, dat is maar liefst 16%.

Hoe groot is de kans daarop als die 3,9% inderdaad voor de hele
Nederlandse bevolking geldt?

Hoeveel grieppatiénten verwacht je in deze klas als die 3,9% in-
derdaad geldt?

Kun je nu zonder meer zeggen dat de 3,9% niet klopt als je meer
dan het verwachte aantal grieppatiénten in de klas aantreft?

Bij welk aantal grieplijders in deze klas heb je minder dan 5% kans
dat je het percentage van 3,9% grieppatiénten ten onrechte ver-
werpt?
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Uitleg

Op een consultatiebureau blijken de laatste tijd veel meisjes te zijn
geboren: 48 van de 80 laatst geboren kinderen zijn meisjes. Dat is
60% van het totaal.

Is dit toeval of is de kans op de geboorte van een meisje inderdaad
groter dan op die van een jongen?

Om te onderzoeken hoe dit zit kun je een nieuwe steekproef doen:
je vraagt bijvoorbeeld een ander consultatiebureau hoeveel meis-
jes er bij de 100 laatstgeborenen zijn. Je vergelijkt dan twee hypo-
thesen:

» de nulhypothese H: de kans op een meisje is 0,5
» de alternatieve hypothese H;: de kans op een meisje is 0,6

Je moet wel vooraf afspreken vanaf welk aantal meisjes bij de
100 laatstgeborenen je welke hypothese accepteert en welke je
verwerpt: bij 50 of minder meisjes accepteer je Hy en verwerp je
H,. bij 60 of meer accepteer je H; en verwerp je Hy. Maar hoe zit
het daar tussenin? Er bestaat altijd een kans dat je een hypothese
ten onrechte verwerpt.

Laat X het aantal meisjes bij de 100 laatstgeborenen zijn. X is bi-
nomiaal verdeeld met n = 100 en p = 0,5 (als Hp geldt) of p = 0,6
(als Hy geldt).

Neem bijvoorbeeld aan dat je Hg verwerpt bij 55 meis-
jes of meer, dan is de kans dat je dit ten onrechte doet:
P(X =55n=100 en p=0,5) = 0,1841.

Opgave 1

In de Uitleg gaat het om de geboorte van meisjes. Neem eens aan
dat de kans op de geboorte van een meisje echt 0,5 is. Je bekijkt
een steekproef van 100 baby’s.

Bereken de kans dat daar dan ook precies 50 meisjes bij zijn.
Hoe groot is de kans dat er geen 50 meisjes bij zijn?

Welke van beide kansen is het grootst? Is dat in strijd met een kans
van 0,5 op de geboorte van een meisje?

Opgave 2

Je zag in de voorgaande opgave dat de kans op precies 50 meisjes
in een steekproef van 100 pasgeborenen nog niet zo groot is. En
dat terwijl je uitging van een kans van 50% op de geboorte van een
meisje.

Maak een kansverdeling voor het aantal meisjes in een steekproef
van 100 bij een geboortekans van 0,5 voor een meisje.

Je ziet dat de kans dat er 51 meisjes in de steekproef voorkomen
kleiner is dan de kans dat dit er 50 zijn. Toch is die kans niet zoveel
kleiner dat je in zo'n geval gaat twijfelen aan de kans van 0,5.

Waarom ga je bij 60 meisjes waarschijnlijk wel twijfelen?

Bekijk opnieuw de kansverdeling uitgaande van een geboortekans
van 0,5 voor een meisje. Bij welke aantallen meisjes in de steek-
proef is de kans daarop minder dan 1%?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Bij welke aantallen ga je twijfelen aan de geboortekans van 0,5 in
de steekproef van 1007?

Opgave 3

In de Uitleg is sprake van een geval waarin het aantal gebo-
ren meisjes 60% van het totaal is. Ga uit van de steekproef van
100 pasgeborenen.

Waarom is de nulhypothese p = 0,5 als p de kans is dat een pas-
geborene een meisjes is?

Maak uitgaande van deze nulhypothese een tabel van de kansen
dat Hy ten onrechte wordt verworpen.

Maak uitgaande van de alternatieve hypothese een tabel van de
kansen dat H; ten onrechte wordt verworpen.

Voor welk aantal meisjes onder de pasgeborenen is de som van de
kansen uit a en b het kleinst?

Bij welk aantal meisjes in de steekproef zul je toch zeggen dat de
kans dat een pasgeborene een meisje is 50% is?

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

Een hypothese is in de statistiek een vermoeden over een eigen-
schap van een populatie:

» de nulhypothese H is de gangbare opvatting (bijvoorbeeld op
grond van voorgaand onderzoek)

« de alternatieve hypothese H; is een uitspraak die de nulhy-
pothese bestrijdt

Bij hypothesen toetsen gaat het erom door middel van een ase-
lecte, representatieve steekproef uit de populatie te beslissen wel-
ke van beide hypothesen als waar kan worden aangemerkt: Hg
wordt verworpen of wordt niet verworpen. Je moet wel vooraf af-
spreken bij welke waarden je H, accepteert en bij welke je Hj ver-
werpt, dit noem je het beslissingsvoorschrift van de toets.

De waarden waarvoor je de nulhypothese verwerpt vormen het kri-
tieke gebied van de toets.

Er bestaat altijd een kans dat je Hy ten onrechte verwerpt.

Dat betekent: je verwerpt Hg terwijl toch Hg eigenlijk waar is (als je
maar een betere, grotere steekproef had getrokken). Dit heet een
fout van de eerste soort.

Hp accepteren Ho verwerpen
Hg is waar correct fout van de eerste
soort
H, is waar fout van de tweede correct
soort
Tabel 1.1
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Voorbeeld 1

Op een consulatiebureau blijken de laatste tijd veel meisjes te zijn
geboren: 48 van de 80 laatst geboren kinderen zijn meisjes. Dat is
60% van het totaal.

Toets met behulp van een steekproef van 100 of de kans op de
geboorte van een meisje inderdaad groter is dan op die van een
jongen.

Antwoord

Je vergelijkt Hy: p=0,5 met Hy: p =0,6.

Vanaf welk aantal meisjes in de steekproef van 100 verwerp je Hy?
Er bestaat altijd een kans dat je Hy ten onrechte verwerpt of ten
onrechte accepteert.

Laat X het aantal meisjes in de steekproef zijn. X is binomiaal
verdeeld met n = 100 en p = 0,5 (als Hy geldt) of p = 0,6 (als H;
geldt).

Als je Hy verwerpt bij meer dan g meisjes, dan is de kans dat je dit
ten onrechte doet: P(X > gln =100 en p =0,5).

Als je Hp accepteert bij g meisjes of minder, dan is de kans dat je
dit ten onrechte doet: P(X < giln =100 en p = 0,6).

Je ziet hier een lijst van dergelijke kansen.

Plotl Plot2 Plot3 X Y1 Y2

I\Y1B1-binomcdf (100,0.5,X) 51 30218 1 8423
52 130865 | .06379
E\Y2Bbinomcdf(100,0.6,X) 53 .24206 | .09298
I\Y:=H 5y 1841 | 13109

_ I 13563 | 1789
\Y4= 56 09667 | 23653
it EEE
E\Ye= 59 02844 | 5671
E\Y?= 60 0176 | 53792
B\Ys= 61 .01049 | 61781

E\Y9= X=55
Figuur 1.4

Bij g = 55 zijn beide kansen samen het kleinst.
Je zou als kritieke gebied kunnen kiezen: g > 55.

Opgave 4

Als het goed is heb je in Opgave 3 het probleem dat in Voor-
beeld 1 wordt besproken al zelf uitgevoerd.

Leg nog eens uit waarom de kans dat je ten onrechte H, verwerpt
gelijk is aan P(X > gln =100 en p =0,5). Is dit een fout van de
eerste of van de tweede soort?

Leg nog eens uit waarom de kans dat je ten onrechte Hp accepteert
gelijk is aan P(X = gln=100 en p =0,6). Is dit een fout van de
eerste of van de tweede soort?

Wat is nu je conclusie als je in de steekproef 55 meisjes en dus
45 jongetjes aantreft?

Opgave 5

Je kunt in Voorbeeld 1 ook Hy : p = 0,5 vergelijken met H; : p >
0,5.

Waarom kun je nu niet zo maar vaststellen bij welk aantal meisjes
in de steekproef van 100 je Hy verwerpt?

Stel je verwerpt Hy als het aantal meisjes groter is dan 55. Hoe
groot is dan de kans dat je dit ten onrechte doet?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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¢ Maak een tabel van dergelijke kansen voor g = 55 tot en met g =
65.

d Vanaf welke waarde van g is de bedoelde kans kleiner dan 5%?
Wat is dan het kritieke gebied van de toets?

e Vanaf welke waarde van g is de bedoelde kans kleiner dan 1%?
Wat is dan het kritieke gebied van de toets?

Voorbeeld 2

De inhoud van een fles cola is ongeveer 1,5 L.

Omdat de fabrikant volgens Europese richtlijnen niet teveel klan-
ten mag teleurstellen moet hij zijn flessen met een volume V dat
normaal is verdeeld met gemiddeld 1530 mL en een standaardaf-  Figuur 1.5
wijking van 18 mL vullen. Nu bevat minder dan 5% van zijn flessen

te weinig cola.

Hij controleert regelmatig de afstelling van zijn vulmachine door in

een steekproef van 25 flessen het gemiddelde volume te meten.

Hij besluit de machine bij te stellen als hij minder dan 1525 of meer

dan 1535 mL vindt. Hoe groot is de kans dat hij dit ten onrechte

doet?

Antwoord

In een steekproef van 25 flessen moet - als de vulmachine goed is
afgesteld - volgens de vn-wet het vulvolume V normaal zijn ver-
deeld met een gemiddelde van p = 1530 mL en een standaardaf-

wijking van o = %: 3,6 mL.

Je toetst Hy: 1 = 1530 tegen Hy: p # 1530.
Het kritieke gebied is V < 1525 of V > 1535.

De kans dat H ten onrechte wordt verworpen is:
P(V <1525vV >1535[u=1530 en o = 3,6) = 0,1649.

Opgave 6
In Voorbeeld 2 wordt het afstellen van een vulmachine bekeken.

a Ga na, dat inderdaad minder dan 5% van de flessen te weinig cola
bevatten als de afstelling van de machine klopt.

b Waarom zal de fabrikant de afstelling veranderen als hij te weinig
en als hij te veel cola in zijn flessen stopt?

¢ Reken de kans dat hij ten onrechte besluit de machine bij te stellen
nog even na. Is dit een fout van de eerste of de tweede soort?

d De kans bedoeld bij c is aan de hoge kant. Wat moet de fabrikant
met het kritieke gebied doen om die kans kleiner te maken?

Opgave 7

In beide voorbeelden is er sprake van de kans dat de nulhypothese
ten onrechte wordt verworpen.

a Waarom kun je die kans niet gewoon 0 maken?

Waarom zou je deze kans een overschrijdingskans kunnen noe-
men?

PAGINA 66

MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE


https://content.math4all.nl/view?comp=vd-b6&subcomp=vd-b61&repo=m4a2015

@ STATISTIEK EN KANSREKENING » HYPOTHESEN EN VERBANDEN » HET BEGRIP TOETS

Verwerken

Opgave 8

Er wordt onderzocht of een inpakmachine voor rollen koekjes goed
is afgesteld. Er zouden 20 koekjes in een rol moeten gaan.
Noteer de variabele, nulhypothese en alternatieve hypothese van
de toets.

Opgave 9

Beschrijf bij elke van de onderzoeken hoe een bijbehorende toets
er uit zal zien.

Een onderzoek naar de bewering van een politicus dat meer dan
50% van de kiezers op hem gaat stemmen.

Een consumentenbond doet onderzoek naar de levensduur van
lampen.

De kwaliteitsafdeling van een fabriek onderzoekt de hoeveelheid
shampoo in flessen.

Opgave 10

Leraar A denkt uit jarenlange ervaring dat slechts 60% van de leer-
lingen zich ook echt aan zijn planning houdt. Leraar B vermoedt dat
dit toch wel bij 75% van de leerlingen het geval is. Ze besluiten in
hun klassen een contréle te houden. Het gaat daarbij om 80 leer-
lingen.

Hoe luiden de nulhypothese en de alternatieve hypothese?

Ze spreken een grens af van 54: bij meer dan 54 leerlingen die ‘bij’
zijn krijgt B gelijk, anders leraar A.

Hoe groot is de kans dat B ten onrechte ongelijk krijgt?
En hoe groot is de kans dat A ten onrechte ongelijk krijgt?

Bepaal de grens g zo, dat de kans op deze fouten voor beide do-
centen samen zo klein mogelijk is.

Opgave 11

In een bepaald gebied lijdt volgens de krant 15% van de mensen
aan griep. De afdelingsleider van de bovenbouw van de enige havo/
vwo school in dat gebied constateert dat er op datzelfde moment
van zijn 350 leerlingen 45 ziek zijn. Dat is minder dan 15%.

Mag zij nu concluderen dat de krant overdrijft? Licht je antwoord
toe.

Ze besluit om de sectie wiskunde te vragen om met een groep leer-
lingen dit ziektepercentage te onderzoeken. Het groepje leerlingen
gaat in een aselecte steekproef van 500 personen navragen wie er
op de dag dat deze krant verscheen de griep hadden.

Welke nulhypothese en welke alternatieve hypothese gaan ze han-
teren?

Ze kiezen voor hun kritieke gebied 70 of minder zieken in de steek-
proef. Hoe groot is dan de kans dat ze ten onrechte concluderen
dat de krant overdrijft?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Hoe kunnen ze die kans verkleinen?

Waarom heeft het weinig zin om het kritieke gebied zo te maken
dat die kans afgerond op vier decimalen 0 is?

Opgave 12

De gemiddelde lengte van vrouwen is bij benadering normaal ver-
deeld. In 1999 was de gemiddelde lengte van de vrouwen in Ne-
derland 167 cm met een standaardafwijking van 6,5 cm. Het is
niet ondenkbaar dat de gemiddelde lengte van de Nederlandse
vrouw sinds die tijd groter is geworden. Een onderzoeksbureau
onderzoekt dit door middel van een aselecte steekproef van 100
vrouwen in Nederland. Vooraf stellen de onderzoekers dat ze zul-
len concluderen dat de Nederlandse vrouw langer is geworden als
de gemiddelde lengte in die steekproef 169 cm of meer is.

Welke nulhypothese hanteert het bureau? En hoe luidt de alterna-
tieve hypothese?

Wat is het kritieke gebied van deze toets? Waarom moet dit vooraf
worden vastgesteld?

Hoe groot is de kans dat men ten onrechte concludeert dat de Ne-
derlandse vrouw langer is geworden?

Hoe kan die kans worden verkleind door het kritieke gebied aan te
passen?

Is de grootte van de steekproef ook van invloed op die kans?

Toepassen

Opgave 13: Suikerziekte

Een onderzoeker voert een hypothesetoets uit naar de toename
van suikerziekte onder Nederlanders. De gegevens van het onder-
zoek zijn:

X is het aantal Nederlanders met suikerziekte in een steekproef.

p is het deel van de mensen uit de steekproef met suikerziekte.

1
H0:p=ﬁ

1
H1p>ﬁ

De steekproefomvang is 1000.

Als het aantal Nederlanders met suikerziekte blijkt te zijn gestegen,
wil de onderzoeker heel zeker zijn over deze uitkomst. Hij wil dus
de kans dat H; wordt aangenomen terwijl Hy waar is, klein maken.

Welk kritieke gebied moet hij kiezen om ervoor te zorgen dat deze
kans kleiner is dan 10%?

Welk kritieke gebied moet hij kiezen om ervoor te zorgen dat deze
kans kleiner is dan 5%?

Welk kritieke gebied moet hij kiezen om ervoor te zorgen dat deze
kans kleiner is dan 1%?
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Opgave 14: Dekking van verf

Een fabrikant van verf stelt dat zijn witte verf een oppervlakte dekt
van 15 m? per liter. Omdat dit een goede dekking is, besluit een
schildersbedrijf met deze verf te werken. Na een tijdje gelooft het
management van het schildersbedrijf echter dat de voorgestelde
dekking van 15 m? per liter te hoog is. Er lijkt namelijk meer verf
nodig te zijn dan berekend: de ingekochte emmers zijn sneller op
dan verwacht.

Het besluit is om de dekking van de verf te toetsen. Het besluit
wordt: bij een dekking van minder dan 13,5 m? per liter is deze in-
derdaad niet goed genoeg, en wordt een andere verfsoort gebruikt.

Noteer de variabele(n), de nulhypothese, de alternatieve hypothe-
se en het kritieke gebied.

Het management lijkt voorzichtig met zijn keuze. Noem redenen
waarom het bedrijf niet direct overstapt op nieuwe verf.

Testen

Opgave 15

lemand beweert dat 10% van het niet-brildragende deel van de
Nederlandse bevolking contactlenzen draagt. Maar hij raakt na een
paar keer vragen aan het twijfelen, wellicht is dat percentage toch
hoger. Hij besluit om zijn mening te toetsen in een representatieve
steekproef van 50 personen.

Hoe luiden de nulhypothese en de alternatieve hypothese?

Als hij bij 10 of meer personen in de steekproef met contactlenzen
zijn oorspronkelijke mening verwerpt, hoe groot is dan de kans dat
hij dit ten onrechte doet?

Als hij bij 100 of meer personen met contactlenzen in een steek-
proef van 500 zijn oorspronkelijke mening verwerpt, hoe groot is
dan de kans dat hij dit ten onrechte doet?

Opgave 16

Het vulgewicht van kilopakken suiker van merk A is volgens de
fabrikant normaal verdeeld met een gemiddelde van 1005 gram
en een standaardafwijking van 3 gram. In een restaurant worden
10 van die pakken suiker gekocht en de restauranthouder ontdekt
dat in die 10 pakken gemiddeld maar 998 gram suiker zit.

Mag de restauranthouder op grond van deze steekproef zonder
meer aannemen dat de fabrikant zijn vulmachine moet bijstellen?

Hoe groot is de kans dat de restauranthouder ten onrechte recla-
meert?

De fabrikant controleert zijn vulmachine door 100 pakken te we-
gen. Hij vindt een gemiddelde gewicht van 1002 gram. Omdat dit
aan de lage kant is besluit hij zijn vulmachine bij te stellen. Hoe
groot is de kans dat hij dit terecht doet?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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2.2 Binomiale toetsen

Inleiding

Meestal ga je er van uit dat bij het verwekken van een kind de kans
op een jongen even groot is als die op een meisje: de kans op een
meisje is 50% is je nulhypothese. Als bij een zekere Nederlandse
gemeente in een bepaald jaar 60% van de geboren kinderen een
meisje is dan denk je niet meteen dat de kans op een meisje nu wel
60% moet zijn geworden, maar je vraagt je wel af of de kans op een
meisje in Nederland soms meer dan 50% is geworden. Zo'n hypo-
these kun je heel goed toetsen bijvoorbeeld door te kijken naar de
geboren kinderen van het volgende jaar. Maar wanneer zeg je nu
dat de kans op een meisje niet langer 50% is?

Je leert in dit onderwerp

« hypothesen toetsen met behulp van de binomiale kansverde-
ling;

» het begrip significantieniveau en bij een gegeven significan-
tieniveau een binomiale toets uitvoeren.

Voorkennis

« werken met binomiale kansverdelingen;
« de begrippen nulhypothese, alternatieve hypothese en kritiek
gebied.

Verkennen

Opgave V1

In 2016 was in de Nederlandse gemeente A 60% van de geboren
kinderen een meisje. Je vraagt je af of de kans op een meisje in
Nederland soms meer dan 50% is geworden. Je neemtin 2017 een
steekproef van 650 in dat jaar geborenen door heel Nederland en
vraagt of het een jongen dan wel een meisje betreft.

Wat is de nulhypothese en wat de alternatieve hypothese in dit
geval?

Stel je voor dat er in je steekproef 348 meisjes voorkomen. Hoe
groot is nu de kans dat de nulhypothese ten onrechte wordt ver-
worpen?

Stel je eens voor dat je de kans dat de nulhypothese ten onrechte
wordt verworpen maximaal 1% wilt hebben. Wat wordt dan het
kritieke gebied van de toets?

Uitleg

In 2011 was in de Nederlandse gemeente A 60% van de geboren
kinderen een meisje. Je vraagt je af of de kans op een meisje in
Nederland soms meer dan 50% is geworden. Je neemtin 2018 een
steekproef van 650 in dat jaar geborenen door heel Nederland en
vraagt of het een jongen dan wel een meisje betreft.
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Je wilt nu vooraf vaststellen bij welk aantal meisjes M in deze steek-
proef je kunt zeggen dat de kans op een meisje inderdaad meer dan
50% is. M is een binomiale stochast.

Je toetst Hy: p = 0,5 tegen Hy: p > 0,5.

Je gebruikt een steekproef van grootte n = 650.

Bij zo'n toets neem je als uitgangspunt het vermijden van een fout
van de eerste soort: de kans dat je Hy ten onrechte verwerpt moet
kleiner zijn dan (bijvoorbeeld) 5%. Deze 5% heet het significantie-
niveau of de onbetrouwbaarheidsdrempel van de toets en wordt
aangegeven met a. Je spreekt dus VOORAF af dat (bijvoorbeeld)
a =0,05.

Je kritieke gebied is M > g. Dan moet:

P(Hg verwerpen|H is waar) =

=P(M >g|lp=0,5 en n=650) <0,05

Dus moet P(M = glp =0,5 en n=650) < 0,95.

Je grafische rekenmachine geeft: g = 346.

Als je dus meer dan 346 meisjes in je steekproef aantreft mag je
met een significantieniveau van 5% besluiten dat de kans op een
meisje meer dan 50% is.

Opgave 1

In de Uitleg gaat het weer om de hypothese dat de kans op de
geboorte van een meisje 50% is. Het significantieniveau van de
toets is 5%.

Leg uit wat dit significantieniveau precies betekent.

Er is hier sprake van een enkelzijdig binomiale toets. Kun je die
naam verklaren?

Reken zelf het kritieke gebied van deze toets na.

Waarom kun je ook zeggen dat de beschreven toets een betrouw-
baarheid heeft van 95%7?

Opgave 2
Bekijk nog eens de toets in de Uitleg.

Voer deze toets nog eens uit, maar nu met een significantieniveau
van 1%.

Welke invloed heeft het verkleinen van het significantieniveau op
het kritieke gebied?

Waarom wordt het significantieniveau niet nog veel kleiner geno-
men, zeg 0,1%7?

Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

Stel je voor dat voor een binomiale stochast X de gangbare opvat-
ting is dat p = py de kans is dat een element van de steekproef
een bepaalde eigenschap heeft. lemand bestrijdt deze opvatting
en beweert dat p > pg.

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Figuur 2.1
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Je toetst Hy: p = pg tegen Hy: p > py met behulp van een steek-
proef van grootte N.

Het kritieke gebied (de waarden in de steekproef waarbij je Hg
verwerpt) van de toets stel je vast door te eisen dat de kans, dat je
Ho verwerpt terwijl hij toch waar is, kleiner blijft dan een bepaalde
waarde die je vooraf kiest. Die waarde noem je het significantie-
niveau of de onbetrouwbaarheidsdrempel van de toets en hij
wordt aangegeven met a. Je spreekt dus VOORAF af dat (bijvoor-
beeld) a = 0,05. Dit betekent:

P (Ho verwerpen |Hg is waar) =P (X > g|lp = pg en n= N) < 0,05

Op grond hiervan bereken je g en zo stel je het kritieke gebied van
de toets vast.

Dit is een rechtszijdige toets omdat H;: p > pg.

Zo bestaat er ook een linkszijdige toets met H;: p < pg.

En een tweezijdige toets met H;: p # pg.

In dit laatste geval trek je aan beide zijden van het op grond van Hg
verwachte aantal in de steekproef een grens. De onbetrouwbaar-
heidsdrempel a verdeel je dan in twee gelijke delen voor elk deel
van het kritieke gebied.

Voorbeeld 1

Voor een bepaalde toets scoort gemiddeld 72% van de kandidaten
een voldoende. Deze keer hebben 16 van de 30 kandidaten een
voldoende gehaald, duidelijk minder dan 72%. Wijkt dit resultaat
significant af van het verwachte resultaat als je een significantie-
niveau van 10% hanteert?

Antwoord

Je kunt deze vraag vertalen naar een linkszijdige binomiale toets: a=0,10

e Hg:p=0,72
e« Hi:p<0,72

De steekproefgrootte is 30 en stochast X is het aantal kandidaten  Figuur 2.2
met een voldoende in deze steekproef. Het significantieniveau is
a =0,10.

Je bepaalt het kritieke gebied uit: P(X <= gln=30 en p=0,72) <0,10.

Dit levert op: g = 17 en dus wordt het kritieke gebied X = 17.

Het resultaat van 16 voldoendes ligt binnen het kritieke gebied,
dus inderdaad wijkt het resultaat significant af van het verwachte
resultaat.

Opgave 3
Bestudeer Voorbeeld 1.
Voer de beschreven toets zelf uit.

Voer de toets nog eens uit, maar nu met een betrouwbaarheid van
95%. Is er nog steeds sprake van een significante afwijking?
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Voorbeeld 2

Om te bepalen of een dobbelsteen eerlijk is, kun je bijvoorbeeld 50
keer met deze dobbelsteen werpen en het aantal keren ‘zes ogen’
tellen. Bij hoeveel keer ‘zes ogen’ mag je dan besluiten dat hij niet
eerlijk is? Neem een significantieniveau van 1%.

Antwoord
Je kunt deze vraag vertalen naar een tweezijdige binomiale toets: a=0,01
1
. HO p= B
« H:p#g 0 g 8l g 50
De steekproefgrootte is 50 en de stochast X is het aantal keren Fi 53
‘zes ogen’ in deze steekproef. Het significantieniveau is a = 0,01. rguur <.
Nu moet P(X =g1VX>gyn=50enp =%) =0,01.
Je bepaalt de twee grenzen daarom uit:
. P(X <g;n=50en p =%) < 0,005
1
. P(X > g,n=50en p =g) < 0,005
Ga na, dat het kritieke gebied wordt: X <1v X = 16.
Bij deze aantallen zessen mag je aannemen dat de dobbelsteen
niet eerlijk is.
Opgave 4
In Voorbeeld 2 zie je hoe je bij een tweezijdige toets te werk kunt
gaan.
Waarom is dit een tweezijdige toets? Wat gebeurt er met de onbe-
trouwbaarheidsdrempel a?
Voer de beschreven toets zelf uit, maar nu met een significantieni-
veau van 5%.
Voorbeeld 3
Voor een bepaalde toets scoort gemiddeld 72% van de kandidaten
een voldoende. Deze keer hebben 16 van de 30 kandidaten een
voldoende gehaald, duidelijk minder dan 72%. Wijkt dit resultaat
significant af van het verwachte resultaat als je een significantie-
niveau van 10% hanteert?
Antwoord
Dit is hetzelfde probleem als dat in Voorbeeld 1. Je kunt het ech-
ter ook op een andere manier oplossen. Daarbij maak je meteen
gebruik van het testresultaat: 16 van de 30 kandidaten haalden
een voldoende.
Als 16 in het kritieke gebied van de toets ligt, dan moet dit gebied a=0,10
minstens X =< 16 zijn (wellicht groter). En dan moet
P(X <16n=30 en p =0,72) <0,10. 0 1f6? g 216 30
Deze overschrijdingskans is 0,0225 en dus inderdaad kleiner '
dan a =0,10. Figuur 2.4
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Je weet nu zeker dat 16 in het kritieke gebied van de toets ligt, ook
al heb je de grens ervan niet vastgesteld. De nulhypothese wordt
verworpen, het resultaat wijkt significant af.

Opgave 5

In Voorbeeld 3 wordt de toets van Voorbeeld 1 opnieuw beke-
ken.

Waarom is het in dit geval niet nodig om het kritieke gebied vast
te stellen?

Wat betekent het als de overschrijdingskans kleiner is dan de on-
betrouwbaarheidsdrempel?

Wat betekent het als de overschrijdingskans groter is dan de on-
betrouwbaarheidsdrempel?

Opgave 6

Je toetst Hyp : p = 0,35 tegen Hy : p > 0,35 met een significantieni-
veau van 5%.

Bepaal het kritieke gebied bij een steekproef met grootte 100.
Doe hetzelfde bij een steekproef van grootte 1000.
En nog eens bij een steekproef met grootte 10.000.

Welke invloed heeft de grootte van de steekproef op de grens van
het kritieke gebied? Wat heeft dit te maken met de standaardaf-
wijking van de gebruikte binomiale verdeling?

Waarom neemt men niet altijd een zo groot mogelijke steekproef?

Opgave 7

Je toetst Hy : p = 0,75 tegen H; : p # 0,75 met een onbetrouw-
baarheidsdrempel van a = 0,05.

Bepaal het kritieke gebied als je een representatieve steekproef
van 100 gebruikt.

Stel je voor dat je vooraf hebt bepaald dat in de steekproef 80
elementen de betreffende eigenschap hebben. Leg uit waarom in
dat geval het berekenen van het kritieke gebied niet nodig is. Laat
zien hoe je in zo’n geval sneller te werk kunt gaan.

Verwerken

Opgave 8

Op een grote school slaagt elk jaar ongeveer 96% van de eindexa-
menkandidaten. Het afgelopen jaar viel het resultaat behoorlijk te-
gen. Slechts 92 van de 107 kandidaten haalden het eindexamen.
Op andere scholen in de buurt waren er geen grote veranderingen
ten opzichte van de slagingspercentages van de voorafgaande ja-
ren. Er wordt geroepen: “De kwaliteit van de school holt achteruit”.
Een van de geslaagden is het daarmee niet eens: “Nee hoor; dat
is helemaal niet waar. Dat kan gewoon eens een jaar voorkomen.
Die kans bestaat nou eenmaal”.

De uitspraak van deze geslaagde kun je toetsen. Hoe luiden de
nulhypothese en de alternatieve hypothese?

PAGINA 74

MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE


https://content.math4all.nl/view?comp=vd-b6&subcomp=vd-b62&repo=m4a2015

@ STATISTIEK EN KANSREKENING » HYPOTHESEN EN VERBANDEN » BINOMIALE TOETSEN

Bereken de kans op 92 of minder geslaagden als de nulhypothese
waar is.

Krijgt de geslaagde leerling gelijk als het significantieniveau 0,01
is?

Opgave 9

Het hoofd van de personeelsadministratie van een groot bedrijf
heeft het idee dat het ziekteverzuim op maandag veel groter is
dan op de andere dagen in de week. Om dit te onderzoeken vraagt
hij het aantal ziekteverzuimdagen per werkdag op in een bepaalde
maand. In deze tabel zie je de resultaten.

dag ma di wo do vr
aantal zieken 95 61 58 63 11
Tabel 2.1

Hoeveel zieken zou je op maandag mogen verwachten als het ziek-
teverzuim onafhankelijk is van de weekdag?

Het vermoeden van de bedrijfsleider kun je met deze gegevens
toetsen. Als nulhypothese kun je nemen: Hy : p = 0,2.

Formuleer de alternatieve hypothese.

Krijgt de bedrijfsleider gelijk? Neem een significantieniveau van
a =0,05.

Opgave 10

Bij een loterij die elke week plaatsvindt, moet je op een formulier
met daarop de getallen 1 tot en met 19, drie getallen aankruisen.
Nadat de inlevertijd is verstreken, worden aselect drie getallen ge-
trokken. Een deelnemer die op zijn lot tenminste twee van de drie
getrokken getallen heeft aangekruist, krijgt een prijs.

Toon aan dat, afgerond op twee decimalen, de kans op een prijs
gelijk is aan 0,05.

lemand beweert dat zijn kans op een prijs groter is dan 0,05. De-
ze bewering wordt getoetst door gedurende honderd weken het
aantal prijzen van deze persoon te noteren. Er wordt een signifi-
cantieniveau van 1% gekozen.

Hoeveel prijzen moet deze persoon in die honderd weken tenmin-
ste hebben gewonnen om hem gelijk te kunnen geven?

Opgave 11

lemand wil de zuiverheid van een geldstuk controleren en besluit
er 500 keer mee te werpen.

Bij welke aantallen ‘kop’ zal hij besluiten dat het geldstuk onzuiver
is als hij een betrouwbaarheid van 90% hanteert?
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Opgave 12

In 1998 zijn er in Nederland 179.568 baby’s geboren, te weten
90.096 meisjes en 89.472 jongens. Met deze getallen kun je toet-
sen of toentertijd de kans op een meisje gelijk was aan de kans op
een jongen.

De nulhypothese is dan weer: de kans op een meisje is 0,5.

Neem aan dat het aantal meisjes binomiaal is verdeeld. Welke pa-
rameters heeft deze verdeling?

Moet de nulhypothese verworpen of geaccepteerd worden als de
onbetrouwbaarheidsdrempel 5% is?

En als de toets een betrouwbaarheid van 99% moet hebben?

Toepassen

Opgave 13: Onderdelen produceren

In een fabriek wordt een cilindervormig onderdeeltje voor machi-
nes gemaakt. Voor de diameter van dit onderdeel, D (in millime-
ter), geldt: D is normaal verdeeld met een gemiddelde van 10 mil-
limeter en een standaardafwijking van 0,2 millimeter. De geprodu-
ceerde onderdelen worden als volgt gecontroleerd. Er wordt een
steekproef genomen van de geproduceerde onderdelen met een
omvang van 100. Deze onderdelen worden gepast in een rond gat
met D = 10,3 millimeter. Het aantal niet-passende onderdelen
wordt geteld. Ga uit van een significantie van 5%.

Hoe groot is de kans dat een onderdeel niet in het gat past?

Voer een hypothesetoets uit om te bepalen hoeveel niet-passende
onderdelen er in de steekproef mogen zitten véér men het produc-
tieproces gaat bijstellen.

Opgave 14: Fout van de tweede soort

Bij het toetsen van hypothesen kan er nog een andere fout optre-
den, namelijk dat de nulhypothese niet wordt verworpen, terwijl
deze toch niet klopt. Deze fout heet ‘fout van de tweede soort’. De
kans op deze fout is alleen te berekenen als de waarde van p in de
populatie bekend is. Maar dat is bijna nooit zo. Deze fout kan wel
worden onderzocht.

Bekijk de volgende toets:

M is het aantal keren munt bij het werpen met een geldstuk, M is
binomiaal verdeeld.

De indruk bestaat dat het geldstuk niet zuiver is. Er wordt een toets
uitgevoerd met steekproefomvang 100, om te bepalen of het geld-
stuk zuiver is.

Er wordt een significantie van 5% gebruikt.
Bepaal het kritieke gebied.

Neem nu voor het kritieke gebied M = 59. Onderzoek de kans dat
H niet verworpen wordt, terwijl Hg niet juist is, dus als p > 0,5.
Doe dit door een tabel te maken waarin p loopt van 0,50 tot 0,60
met stapjes van 0,02 en bij deze waarden de gevraagde kans te
berekenen.
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Hoe kan deze foutkans worden verkleind?

Voor a en b nog een keer uit, maar nu met een steekproefomvang
1000. Vergelijk de beide uitkomsten.

Testen

Opgave 15

Op het instituut voor toepast psychologisch onderzoek onderzoekt
men helderziendheid. Mensen die beweren helderziend te zijn, wor-
den uitgenodigd voor het volgende experiment. De helderziende
wordt opgesloten in een kamer. Hij krijgt een serie van drie zeer
verschillende plaatjes. Op hetzelfde ogenblik ontvangt een ander
persoon in dezelfde ruimte dezelfde drie plaatjes. Deze persoon
krijgt de opdracht om zich vijf minuten lang op één van de drie
plaatjes te concentreren. Na die vijf minuten moet de helderziende
dan aangeven op welk plaatje de ander zich geconcentreerd heeft.
De twee deelnemers kunnen elkaar niet zien. Ze hebben een kop-
telefoon op waardoor ze steeds een nieuwe opdracht krijgen. Dit
proces wordt in totaal 40 keer herhaald met steeds nieuwe series
plaatjes. De nulhypothese die men wil toetsen luidt: de helderzien-
de is niet helderziend. Dat kan men toetsen met behulp van het
aantal keren dat de helderziende hetzelfde plaatje aangeeft als de
ander. Als de nulhypothese waar is dan is ‘het aantal keren het-
zelfde plaatje’ binomiaal verdeeld.

Welke parameters heeft deze binomiale verdeling?

Helderziende X geeft 17 keer het juiste plaatje aan. Bereken de
kans dat dit gebeurt als de nulhypothese juist is.

Bereken de kans dat de nulhypothese ten onrechte verworpen
wordt als er afgesproken wordt dat er sprake is van helderziend-
heid bij meer dan 20 juiste plaatjes.

Er wordt afgesproken dat het significantieniveau 0,05 is. Wordt hel-
derziende Y helderziend verklaard als hij 18 plaatjes goed heeft?

Opgave 16

Een kweker wil onderzoeken of zijn kruisingsmethode als resultaat
heeft dat 25% van de bessenstruiken gevoelig is voor meeldauw.
Hij constateert dat van de 100 bessenstruiken er 33 last hebben
van meeldauw.

Mag hij nu met een significantieniveau van 5% aannemen dat toch
maar 25% gevoelig is voor meeldauw?
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2.3 Normale toetsen

Inleiding

Het toetsen van hypothesen kun je ook doen als een stochast nor-
maal is verdeeld.

een goed voorbeeld is de controle door de consumentenbond van
het vulgewicht van kilopakken suiker. Ook daarbij speelt de signifi-
cantie een grote rol. Maar bovendien wordt er vaak een steekproef

getrokken met een bepaalde grootte n uit een normaal verdeelde ﬁl?TAL

populatie. En dan moet je met de wortel-n-wet rekening houden. SU]KER

= |

T

« het gemiddelde u van een normaal verdeelde stochast toet-
sen; e
» de wortel-n-wet gebruiken bij een steekproef van grootte n.

Je leert in dit onderwerp

L

Figuur 3.1

Voorkennis

« werken met binomiale toetsen;

o werken met de normale verdeling en bijbehorende kansen be-
rekenen;

« de wortel-n-wet gebruiken;

« de begrippen nulhypothese, alternatieve hypothese en beslis-
singsvoorschrift en significantieniveau gebruiken.

Verkennen

Opgave V1

Bekijk de applet: normale verdeling gewicht kilopakken
suiker

Volgens de fabrikant is het gewicht G (in gram) van zijn pakken
suiker normaal verdeeld met p(G) = 1002 en o (G) = 3.

Omdat de consumentenbond veel klachten heeft binnengekregen
waarin wordt gemeld dat de pakken suiker van deze fabrikant te
weinig suiker bevatten, wordt er door hen getwijfeld aan dit gemid-
delde. De consumentenbond stelt dat n(G) < 1002.

Ze onderzoeken de bewering van de fabrikant door een pak suiker
te wegen.

Ze vinden dat de fabrikant ongelijk heeft als dit pak suiker minder
dan 998 gram weegt.

Hoe groot is de kans dat men toevallig minder dan 998 gram suiker
vindt?

Wat zegt dit over de kans dat de consumentenbond een fout
maakt? Hoe zou de consumentenbond dit resultaat kunnen ver-
beteren?
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Uitleg 1

Bekijk de applet: normale verdeling gewicht kilopakken
suiker

Volgens de fabrikant is het gewicht G (in gram) van zijn pakken
suiker normaal verdeeld met u(G) = 1002 en o(G) = 3. Omdat
de consumentenbond veel klachten heeft binnengekregen waarin
wordt gemeld dat de pakken suiker van deze fabrikant te weinig
suiker bevatten, wordt er door hen getwijfeld aan dit gemiddelde.
De consumentenbond stelt dat p(G) < 1002.

Ze onderzoeken de bewering van de fabrikant door een pak suiker
te wegen.

Ze vinden dat de fabrikant ongelijk heeft als dit pak suiker minder
dan 998 gram weegt. Dit is het beslissingsvoorschrift.

Dan bestaat de kans dat dit pak toevalligerwijs minder dan 998
gram weegt, terwijl toch de fabrikant gelijk heeft. De consumen-
tenbond zou dan moeten beweren dat de fabrikant ongelijk heeft,
terwijl dat niet waar is.

Ga na, dat die kans is: P (G < 998|u = 1002 en o = 3) = 0,091.

Er is dus meer dan 9% kans dat de consumentenbond ten onrechte
beweert dat de fabrikant ongelijk heeft.

De bewering van de fabrikant is de nulhypothese Hg: n(G) = 1002.
De consumentenbond stelt als alternatieve hypothese Hy: n(G) <
1002.

De mogelijkheid dat dit pak toevalligerwijs minder dan 998 gram
weegt, terwijl de fabrikant toch gelijk heeft, is een fout van de eer-
ste soort. De kans op zo'n fout heet het significantieniveau van de
toets. Die kans is hier a = 0,091.

Meestal wordt geprobeerd om a kleiner te krijgen, want de consu-
mentenbond doet niet graag foute uitspraken. Ze stellen dan voor-
afgaande aan de toets vast welke waarde van a nog acceptabel is
en bepalen het bijbehorende beslissingsvoorschrift.

En natuurlijk nemen ze een grotere steekproef. Want dan geldt de
Jn-wet...

Opgave 1

In Uitleg 1 zie je hoe de consumentenbond het gewicht van kilo-
pakken suiker controleert.

Er is hier sprake van een enkelzijdige normale toets. Kun je die
naam verklaren?

Waarom voert de consumentenbond een enkelzijdige toets uit?
Hoe zou dat met de fabrikant zelf zijn?

Wat moet de conclusie zijn als de consumentenbond vooraf een
significantieniveau van 5% wilde hanteren?

Bij welk gewicht zou er dan sprake zijn van een significant verschil?
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Opgave 2
Gebruik de gegevens van Uitleg 1.

Stel dat de consumentenorganisatie vindt dat de fabrikant ongelijk
heeft als het gewogen pak suiker minder dan 997 gram weegt. Wat
is nu in drie decimalen de kans op onterecht verwerpen van Hg?

Welk bezwaar zit er aan deze toets?

Uitleg 2

Je gaat nu het gemiddelde gewicht van de pakken suiker toetsen
door een steekproef van 100 pakken.

De fabrikant beweert dat het gewicht G (gram) van zijn pakken
suiker een gemiddelde u(G) = 1002 en een standaardafwijking
o0 (G) = 3 hebben.

Het gewicht G van die pakken suiker hoeft niet normaal verdeeld
te zijn.

Toch is het gemiddelde gewicht G van de pakken suiker uit deze
steekproef automatisch normaal verdeeld. Want uit de centrale li-
mietstelling volgt: als er veel steekproeven genomen worden, zijn
de gemiddelde steekproefgewichten normaal verdeeld. Dat geldt
ook voor de gemiddelden van steekproeven van 100.

Om te kunnen toetsen moeten het gemiddelde van de steekproef
1(G) en de standaardafwijking van dit gemiddelde o(G) bekend
zijn.

« p(G) volgt uit de steekproefgegevens: u(G) = u(G)

o(G)
Jn

Bij gebruik van het kritieke gebied uit het eerdere voorbeeld volgt
nu de overschrijdingskans:

« 0(G) volgt uit de wortel-n-wet: 0(G) =

P(E <998u(G) = 1002 en o(G) = J%) ~0

De kans dat er een foute conclusie wordt getrokken is dus veel
kleiner geworden.

Opgave 3

Gebruik de gegevens in Uitleg 1. Nu neemt de consumentenbond
een steekproef van 100 pakken.

Wat betekent dit voor de toets?

Als in die steekproef het gemiddelde gewicht 999 gram zou zijn,
zou de consumentenbond dan met een betrouwbaarheid van 99%
gelijk krijgen?

Opgave 4

Gebruik de gegevens uit Uitleg 2. Neem nu aan de consumenten-
organisatie een steekproef van 8 pakken hanteert.

Geef de waarden van j(G) en o(G).

Stel dat in de steekproef het gemiddelde gewicht minder dan
1000 gram is. Wat is de conclusie als de consumentenorganisatie
een significantieniveau van 1% hanteert?
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Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

lemand beweert: stochast X is normaal verdeeld met p(X) = p en
o(X)=o0.

lemand anders vertrouwt het gemiddelde niet en vermoedt (bij-
voorbeeld): p(X) # p.

Dit wordt getoetst met een steekproef van grootte n. Je bepaalt
dan het gemiddelde in de steekproef en kijkt of de afwijking van u
significant is.

Bij zo'n normale toets van het gemiddelde is de nulhypothese
Hp : n(X) = n.

Daarnaast staat een alternatieve hypothese H; : n(X) # p.

Het gemiddelde X in de steekproef is ook normaal verdeeld met

n(X)="E=npeno(X)= ﬁn"’ = % als de nulhypothese inder-

daad waar is.

Bij de alternatieve hypothese hoort een kritiek gebied dat aan-
geeft waar de afwijking van p zo groot is dat je de nulhypothese
verwerpt. Dat kritieke gebied bepaal je op grond van een vooraf
vastgesteld significantieniveau a, bijvoorbeeld:

P(Ys g1VX>gy | p(X)=pnen o(X) =%) <a

Hierin zijn g; en g, de grenswaarden van het kritieke gebied
X < g, of g, de grenswaarden van het kritieke gebied X > g,.
Het significantieniveau kies je voordat je de toets uitvoert, bijvoor-
beeld 10%, 5% of 1%. De keuze geeft informatie over de signifi-
cantie van de toets.

Voorbeeld 1

Bekijk de applet: normale verdeling gewicht kilopakken
suiker

Volgens de fabrikant is het gewicht G (in gram) van zijn pakken
suiker normaal verdeeld met p(G) = 1002 en o (G) = 3.

Omdat de consumentenbond veel klachten heeft binnengekregen
waarin wordt gemeld dat de pakken suiker van deze fabrikant te
weinig suiker bevatten, wordt er door hen getwijfeld aan dit gemid-
delde. De consumentenbond stelt dat n(G) < 1002.

In een steekproef van 10 is het gemiddelde 999 gram. Is dit bij een
significantieniveau van 1% voldoende reden om aan te nemen dat
de fabrikant ongelijk heeft?

Antwoord

- Hg:1(G) =1002en o(G) = % ~ 0,95.
+ Hp:p(G) <1002

Het significantieniveau is a = 0,01.

P(G < glp=1002 en o =0,95) < 0,01 geeft: g ~ 999,8.
Het kritieke gebied wordt daarom: G < 999,8.
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Het in de steekproef gevonden gemiddelde geeft daarom
inderdaad aanleiding om de bewering van de fabrikant in twijfel te
trekken bij een significantieniveau van 1%.

Opgave 5

Je ziet in Voorbeeld 1 hoe de consumentenbond met een steek-
proef van 10 pakken het gewicht van kilopakken suiker controleert.

Voer de beschreven toets zelf uit.

Voer de toets nog eens uit, maar nu met een betrouwbaarheid van
99,5%. Is er nog steeds sprake van een significante afwijking?

In plaats van een steekproef van 10 pakken wordt een steekproef
van 50 pakken suiker genomen. Bij welke gewichten krijgt de con-
sumentenbond nu met 99% betrouwbaarheid gelijk?

Voorbeeld 2

Bekijk de applet: normale verdeling gewicht kilopakken
suiker

Volgens de fabrikant is het gewicht G (in gram) van zijn pakken
suiker normaal verdeeld met p(G) = 1002 en o (G) = 3.

De fabrikant test zijn vulmachine door van een steekproef van
10 pakken het gemiddelde gewicht te berekenen. Hij doet uiter-
aard een dubbelzijdige toets.

Wat is het beslissingsvoorschrift bij een significantieniveau van
1%7?

Antwoord

« Hg:1(G)=1002en o(G) = J% ~ 0,95.
+ Hy:p(G) #1002

Het significantieniveau is a = 0,01.

P(G=g;VG>gylp=1002 en 0 =0,95) = 0,01 geeft: g; =
999,5 en g, = 1004,5.
Het kritieke gebied wordt daarom: G < 999,5 of G = 1004,5.

Opgave 6

In Voorbeeld 2 zie je hoe je bij een tweezijdige toets te werk kunt
gaan.

Waarom is dit een tweezijdige toets? Wat gebeurt er met de onbe-
trouwbaarheidsdrempel a?

Voer de beschreven toets zelf uit, maar nu met een significantieni-
veau van 5%.
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Opgave 7

In een fabriek heeft men het vermoeden dat het koolstofgehal-
te van een bepaalde staalsoort groter is dan 0,200%. Uit een
steekproef van 80 metingen wordt een gemiddelde gevonden van
0,213%.

De standaardafwijking van het koolstofgehalte is bekend en be-
draagt a = 0,041%.

Formuleer een geschikte nulhypothese en een alternatieve hypo-
these.

Toets de hypothese met een onbetrouwbaarheidsdrempel van
0,01. Wat is je conclusie?

Opgave 8

In een medisch laboratorium worden voortdurend cholesterolge-
haltes in bloedmonsters bepaald. De gebruikte apparatuur wordt
elk uur gecontroleerd met behulp van een ijkmonster. Hiervan is
bekend dat het gemiddelde 175 mg per 100 mL zou moeten zijn.
De controlemetingen aan het ijkmonster leveren op: 168, 170, 188,
170, 174, 190, 188, 171.

Is er met een significantie van a = 0,01 reden om aan te nemen
dat de meetapparatuur niet goed meer werkt?

Verwerken

Opgave 9

Een consumentenbond toetst of verpakkingen van maaltijdmixen
goed zijn gevuld.

Leg uit dat de toets links-, rechts- of tweezijdig is.

Het gewicht G in gram van een maaltijdmix is ingesteld als
1(G) =50 en 0(G) = 2. De steekproefgrootte is 100.
Wat is het kritieke gebied bij een significantieniveau van 1%?

Opgave 10

Een firma die batterijen levert voor rekenmachines, beweert dat
die batterijtjes geschikt zijn om gemiddeld zo’'n apparaat 3600 uur
te laten werken. Ze gaan er van uit dat die levensduur normaal is
verdeeld met een standaarddeviatie van 600 uur.

In een aselect gekozen groep van 60 rekenmachines stop je de
batterijen van deze firma. De gemiddelde levensduur blijkt 3300
uur te zijn.

Kun je op grond van dit resultaat met een betrouwbaarheid van
97% de bewering van de firma verwerpen?

Opgave 11

Volgens een wetenschappelijk tijdschrift is het gewicht van zeven-
tienjarigen normaal verdeeld met een gemiddelde van 54,2 kg en
een standaarddeviatie van 4,7 kg. Om deze bewering te toetsen
wordt van 200 aselect gekozen zeventienjarigen het gewicht be-
paald.

Als het gemiddelde gewicht in de steekproef 53,3 kg is, heeft het
tijdschrift dan met een significantie van 2,5% gelijk?
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Bij welk significantieniveau verwerp je de mening van het tijd-
schrift?

Bij welk significantieniveau had je de mening van het tijdschrift ver-
worpen als je in een veel kleinere steekproef van 10 zeventienja-
rigen hetzelfde gemiddelde gewicht had aangetroffen? Kun je een
verklaring geven voor het verschil met het antwoord bij c?

Opgave 12

Vaculm verpakte vleeswaren mogen maximaal 0,022% natriumni-
triet bevatten. Bij de keuringsdienst van waren controleren ze dit
percentage.

Formuleer de hypothese die getoetst wordt. Je mag aannemen dat
het natriumnitrietpercentage normaal verdeeld is.

Is de toets eenzijdig of tweezijdig? Formuleer ook de alternatieve
hypothese.

Bij de nulhypothese zijn er nog meer mogelijkheden voor u. Omdat
zelfs 0,022 toegestaan is, wordt er uitgegaan van Hqy : p = 0,022.
Hieronder zie je 25 meetresultaten:

0,0219 0,0226 0,0225 0,0225 0,0216

0,0219 0,0220 0,0216 0,0229 0,0226

0,0214 0,0219 0,0226 0,0220 0,0212

0,0225 0,0223 0,0215 0,0221 0,0223

0,0224 0,0215 0,0228 0,0223 0,0223
Tabel 3.1

Toets met behulp van deze steekproef of er reden is tot bezorgd-
heid. Neem een significantieniveau van 5%.

Opgave 13

Op een pak melk staat: “Het natuurlijk vetgehalte van melk - zoals
die van de koe komt - varieert van 3,7% tot 4,3%".

Volle melk wordt in de fabriek altijd afgeroomd tot 3,5%. Een consu-
mentenorganisatie besluit na te gaan of volle melk 3,5% vet bevat.
In een aselecte steekproef van 20 pakken volle melk vindt ze de
percentages die je in de tabel ziet.

Men veronderstelt dat het vetgehalte van pakken melk normaal
verdeeld is.

Onderzoek met normaal waarschijnlijkheidspapier of de resultaten
van deze proef reden geven om deze veronderstelling in twijfel te
trekken.

Schat met behulp van deze steekproef de parameter o van de nor-
male verdeling.

Toets met significantieniveau 0,05 of de consumentenorganisatie
op grond van de steekproef de bewering op het pak kan verwerpen.
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percentage freq.
3,445— < 3,455 1
3,455— < 3,465 0
3,465— < 3,475 4
3,475— < 3,485 8
3,485— < 3,495 3
3,495— < 3,505 4
3,505—- < 3,515 2
3,515— < 3,525 2
3,525— < 3,535 1
Tabel 3.2
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Toepassen

Opgave 14: Vulmachine instellen

Een fabrikant produceert een vloeistof in vaten van ruim 100 liter.
Door middel van steekproeven voert de kwaliteitsdienst controles
op de inhoud uit. Het nemen van steekproeven kost geld, dus wor-
den er zo weinig mogelijk steekproeven genomen.

De vulmachine staat ingesteld op vullen met 100,5 liter per vat.
De standaardafwijking van dit vulproces is 1 liter. De kwaliteits-
dienst wil zo weinig mogelijk steekproeven nemen. Maar de dienst
wil ook met een significantie van hoogstens 1% weten of er gemid-
deld minstens 100 liter in de vaten zit.

Hoeveel vaten moet de dienst testen?

Het aantal vaten dat moet worden getest bij een significantie van
1% hangt af van de instelling van het vullen van het vat. Dit gaat
met stapjes van 0,1 liter. Hoe hoger de instelling, hoe minder vaten
er hoeven te worden getest, maar hoe meer het vullen kost. Het
testen van een vat kost € 10,00. 1 liter vloeistof kost € 1,50. De
kwaliteitsdienst controleert steeds een partij van 1000 vaten door
daar een aantal van te testen.

Op welke instelling moet de fabrikant de vulmachine zetten, zo-
dat de kosten voor steekproef nemen en vloeistof samen zo laag
mogelijk zijn?

Opgave 15: Student's t-toets

Bij normale toets van het gemiddelde kan de standaardafwijking
van de steekproef worden gebruikt. In de theorie van dit onderwerp
wordt opgemerkt dat er dan rekening moet worden gehouden met
een grotere fout.

William Sealy Gosset (1876—1937) was een Engelse statisticus,
die publiceerde onder het pseudoniem ‘Student’. Deze wiskundige
heeft onderzoek gedaan naar deze fout.

Hij ontdekte dat er in dat geval van een iets andere verdeling dan
de normale verdeling gebruikgemaakt kan worden. Deze verdeling
wordt de Student- of t-verdeling genoemd.

Voor de Studentverdeling moet de steekproefomvang bekend zijn.
Als deze n is, moet bij vrijheidsgraden n — 1 worden ingevuld.

Teken met behulp van bijvoorbeeld de grafische rekenmachine de
normale verdeling en de Studentverdeling. Gebruik bij de norma-
le verdeling 1 = 0 en o = 1. Bij de Studentverdeling is dit vaak
automatisch het geval. De Studentverdeling is in de meestal be-
schikbaar als tPdf-functie. Neem een steekproefomvang 2.

Leg aan de hand van deze grafieken uit dat het steekproefgemid-
delde bij de Studentverdeling een grotere afwijking van het gemid-
delde moet hebben om de nulhypothese te kunnen verwerpen, dan
bij de normale verdeling.

Vanaf welke steekproefomvang is te zeggen dat de Studentverde-
ling en de normale verdeling op elkaar lijken?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Testen

Opgave 16

In een melkfabriek worden flessen machinaal gevuld. De gedoseer-
de hoeveelheid per fles is normaal verdeeld. Bij juiste instelling is
de verwachte hoeveelheid 250 g per fles. Een kwaliteitsinspecteur
neemt een steekproef van 9 flessen en vindt voor het gemiddelde
252 g. De standaardafwijking is 2 g.

Toets, met significantieniveau a = 0,05, Hy : p = 250 g tegen

Opgave 17

Een partij kobaltchloride wordt bij levering door de ontvanger ge-
keurd op het gehalte kobalt. Volgens de leverancier is het gehalte
16,4%. Hieronder zie je de resultaten van de metingen.

16,2 15,8 16,1 15,8 15,9

15,9 16,2 16,1 16,2 16,0

15,8 15,9 16,1 15,8 16,0

16,0 16,0 15,9 16,2 16,2

16,0 16,1 16,0 15,9 16,3
Tabel 3.3

Toets met behulp van deze resultaten of de leverancier gelijk heeft.
Je mag aannemen dat het gehalte kobalt normaal verdeeld is.
Neem als significantieniveau 0,02.
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2.4 Bijzondere toetsen

Inleiding

Je hebt nu kennis gemaakt met binomiale toetsen en met het toet-
sen van het gemiddelde van een normale verdeling. Er bestaan
nog veel andere soorten toetsen, afhankelijk van het type kans-
verdeling wat er achter zit. Maar ook een zogenaamde tekentoets
vereist een speciale aanpak, hoewel het daarbij gewoon om een bi-
nomiale verdeling gaat. Je vergelijkt dan twee sets gegevens met
elkaar, bijvoorbeeld het cijfer voor het SE (schoolexamen) en het
CE (centraal examen).

Figuur 4.1

Je leert in dit onderwerp

» de tekentoets gebruiken;
» een eenvoudige chi-kwadraat-toets toepassen;
« het verschil van twee normaal verdeelde stochasten toetsen.

Voorkennis

« binomiale en normale toetsen uitvoeren.

Verkennen

Opgave V1

De inspectie voor het onderwijs vergelijkt van een bepaalde school
de cijfers voor wiskunde B van het SE (schoolexamen) en het CE
(centraal examen).

Kun je een manier bedenken om vast te stellen of de CE-cijfers
significant afwijken van de SE-cijfers?

Waarom zou de inspectie daarin zijn geinteresseerd?

Uitleg 1

Bij statistisch onderzoek wordt vaak onderzoek gedaan met meer-
dere statistische variabelen. Deze worden dan vergeleken. Hier
wordt een situatie bekeken waarbij onderzoek wordt gedaan met
paren waarnemingen.

In de voedselindustrie wordt gewerkt met smaakpanels, groepen
mensen die bijvoorbeeld beoordelen of een gerecht smaakvoller
wordt als het anders wordt klaargemaakt. De leden van het smaak-
panel proeven hierbij beide gerechten en geven aan of het ze het
eerste of het tweede gerecht smaakvoller vinden. Er zijn drie mo-
gelijke uitkomsten: het tweede gerecht is smaakvoller, van gelijke
smaak of minder smaakvol. Deze uitkomsten worden bijvoorbeeld
+, 0 en — genoemd.

Figuur 4.3
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Bij onveranderde smaak is de verwachting dat er evenveel + als
— zal zijn. Daarom kun je hier toetsen met de binomiale toets op
proportie:

X is het aantal + (binomiaal verdeeld)

HO p= 0,5

Hy:p>0,5

Deze toets wordt tekentoets genoemd. Deze toets werkt dus zelfs
bij sommige kwalitatieve variabelen.

Opgave 1
Bekijk Uitleg 1.
Waarom heet deze wijze van toetsen een tekentoets?

Waarom moet daarbij altijd als nulhypothese p = 0,5 worden ge-
hanteerd?

Opgave 2

Bekijk Uitleg 1. Stel dat er bij de smaaktest van de 15 keer 10 keer
+ uit is gekomen.

Waarom mag je nu niet concluderen dat er 5 keer — uit is gekomen?

Veronderstel dat er toch 5 keer — uit kwam. Mag er nu met een
significantie van 10% van worden uitgegaan dat de nieuwe berei-
dingswijze smaakvollere gerechten tot gevolg heeft?

Uitleg 2

Bij de normale toets werd onderzoek gedaan naar de juistheid van
een bewering over het gemiddelde. Het gaat hier over één statis-
tische variabele.

Maar bij statistisch onderzoek wordt vaak onderzoek gedaan met
meerdere stochastische variabelen. Deze worden dan vergeleken.
Bijvoorbeeld een onderzoek waarbij onderzocht wordt of de gemid-
delden van twee variabelen gelijk zijn.

Ga hierbij uit van de volgende veronderstellingen:

« De gemiddelden van beide populaties zijn bekend;
« De beide variabelen zijn normaal verdeeld;
« De standaardafwijking van beide verdelingen is bekend.

Er geldt altijd: het verschil van twee normale verdelingen is weer
een normale verdeling.

Stel dat het aantal sterftegevallen door griep per gemeente nor-
maal verdeeld is.

In 2015 gaf een steekproef 1175 =20 en 015 = 2,3.

In 2016 gaf een steekproef 1115 =21 en 014 = 3,0.

Verschillen deze gemiddelden significant?
Als de gemiddelden niet zouden verschillen, kun je uitgaan van ver-

deling van het verschil V met uy, =0 en oy = 2,32+ 3,0% = 3,8
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Het verschil tussen de gemiddelden is hier pyg — 1115 = 1.

De overschrijdingskans van dit verschilisP (V > 1) = 0,3957 > 0,05.

Dat wil zeggen dat er geen significant verschil is tussen de aantal-
len sterftegevallen van 2015 en 2016.

Deze toets heet een verschiltoets voor gemiddelden.

Opgave 3
Bekijk Uitleg 2.
Waaraan is zichtbaar dat hier een verschiltoets moet worden toe-

gepast en dus geen hypothesetoets zoals eerder in dit hoofdstuk
beschreven?

Wat is het toegepaste significantieniveau van deze toets?

Het verschil tussen de gemiddelden is hier 1y g—1175 = 1. Wat moet
je doen als je uj €n uq5 in deze berekening verwisselt?

Uitleg 3

Bij 200 worpen met een geldstuk vind je 115 keer kop en 85 keer
munt. Mag je nu met een significantieniveau van 5% concluderen
dat het geldstuk niet eerlijk is?

Bij een eerlijk geldstuk verwacht je 100 keer kop en 100 keer munt,
noem deze theoretische waarden t, en t,. De experimenteel ge-
vonden waarden zijn xq en x,.

_ (xa-ty)? + (Xz—tz)z_

Bekijk nu x?2 t1 5

Hierin kan x, de waarden 0 t/m 200 aannemen en is x1 + x5 = 200.
x?2 (chi-kwadraat) is een continue stochast die een maat is voor de
afwijking van de experimentele waarden en de theoretische waar-
den. Als y2 = 0 stemmen beide volledig overeen. Omdat hier Xp
vastligt als x; bekend is, is het aantal vrijheidsgraden 1. In dit ge-
valis x; = 115 en x, = 85 en dus y2 = 4,5.

Met de grafische rekenmachine vind je:

P (Xz >4,5) = 0,0339 < 0,05.

Dus ligt 4,50 in het kritieke gebied van de toets en is de afwijking
van een eerlijk geldstuk significant.

Deze situatie is uit te breiden naar situaties met n theoretische en
evenveel experimentele waarden. Er zijn dan df = n — 1 graden
van vrijheid (df = degrees of freedom) voor xz.

Opgave 4
Gebruik de gegevens uit Uitleg 3.
Laat zien, dat y2 = 4,5 van de vier metingen.

Welke kleinste waarde kan y2 aannemen? Wat moet er dan in de
steekproef aan de hand zijn?

Bereken zelf de overschrijdingskans en controleer dat het ant-
woord in de uitleg juist is.
Is het geldstuk ‘eerlijk’ bij een significantieniveau van 5%?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

Bij statistisch onderzoek worden vaak twee (of meer) steekproeven
genomen uit verschillende populaties. Deze steekproeven kunnen
vaak met elkaar worden vergeleken door hypothesetoetsen toe te
passen. Hier worden drie soorten toetsen genoemd. In de voorbeel-
den worden de details behandeld.

De tekentoets is geschikt om twee populaties te vergelijken door
middel van steekproeven met bij elkaar horende paren van waar-
nemingen. Deze waarnemingen moeten te vergelijken zijn met be-
grippen als meer/minder, groter/kleiner, kleuriger/minder kleurig,
enzovoort. De eventuele waarden van de waarnemingen worden
niet gebruikt.

Met tekens (bijvoorbeeld +, — en 0) wordt aangegeven hoe en of
een paar waarnemingen van elkaar verschilt. Als de populaties niet
verschillen, zal het aantal + en — gelijk zijn en daarmee zal de kans
op een + 0,5 zijn. Met een binomiale verdeling met p = 0,5 kan dan
worden getoetst.

De verschiltoets voor gemiddelden wordt gebruikt om uitspra-
ken over het verschil tussen de gemiddelden van twee steekproe-
ven te doen. De populaties hoeven zelf niet normaal verdeeld zijn.
Deze toets is gebaseerd op de volgende uitgangspunten:

o Steekproefgemiddelden zijn normaal verdeeld.
» Het verschil van twee normale verdelingen is ook weer normaal
verdeeld.

Als de populaties niet verschillen, zullen de gemiddelden ervan ook
niet verschillen. Het (altijd normaal verdeelde) verschil van de ge-
middelden heeft hier dus altijd een gemiddelde van 0. Met een nor-
male verdeling kan hierop worden getoetst.

Met de chi-kwadraat toets kun je uitspraken doen over afwijkin-
gen van gemeten resultaten ten opzichte van de theoretisch ver-
wachte resultaten.

Bij n metingen xq,X5,....x,, horen dan theoretische resultaten
t1.to,..th.

_ (xa—tq)? + (xa—t3)>
= tz

2
(xn=tn)
tl tn ’

Dan is y2 +..+

Spreek dit uit als ‘chi kwadraat’. Het aantal vrijheidsgraden is
df =n—-1omdat xq + x; +...+ x, =t; +ty +... + t, een vast
getal per toets is.
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Voorbeeld 1

De inspectie voor het onderwijs vergelijkt van een bepaalde school
de cijfers voor wiskunde B van het SE (schoolexamen) en het CE
(centraal examen). In de tabel vind je de gegevens van een klas
van 19 leerlingen.

leerling 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
SE-cijffer 6,0 6,7 58 7,1 54 65 88 69 79 51 61 61 64 74 59 62 7,1 68 6,3

CE-cijfer 6,4 6,3 52 65 54 6,1 90 68 7,5 56 60 65 60 65 60 66 7,0 6,6 6,4

Tabel 4.1

De inspectie besluit om een tekentoets toe te passen met een sig-
nificantieniveau van 5%. Een + geeft aan dat de leerling het CE
beter heeft gemaakt, een — dat het CE minder is gemaakt. Mag
de inspectie op grond hiervan concluderen dat het CE slechter is

gemaakt?
Antwoord
leerling 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
teken 11111t t-1-"1 1+t 1-01-01 111 1 |
Tabel 4.2

Een + geeft aan dat de leerling het CE beter heeft gemaakt, een —
dat het CE minder is gemaakt. Een 0 geeft aan dat de twee resulta-
ten niet verschillen. Dit paar waarnemingen wordt niet meegeteld.
De reden is dat er anders een (te) grote kans op de fout * Hq is
juist, maar wordt niet geaccepteerd’ kan optreden.

« X is het aantal minnen (CE slechter) in de steekproef (n = 18).
X is binomiaal verdeeld.

* Hg: p=0,5 (altijd bij de tekentoets)

e Hi:p>0,5

P(X=11n=18 en p=0,5) = 0,2403 > 0,05

De inspectie mag op grond hiervan deze conclusie niet trekken.

Opgave 5
Gebruik de gegevens uit Voorbeeld 1.
Waarom is n =18 en niet n =197

Stel dat het CE-cijfer van leerling 5 een 5,2 was geweest. Had dan
de inspectie met een significantieniveau van 10% mogen conclu-
deren dat het CE slechter is gemaakt?
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Voorbeeld 2

Twee groepen hebben dezelfde toets gemaakt. De scores van bei-
de groepen zijn normaal verdeeld. Groep A heeft een gemiddelde
score gehaald van 6,4 met een standaardafwijking van 0,7. Groep
B heeft een gemiddelde score gehaald van 7,9 met een standaard-
afwijking van 0,9.

Als je een onbetrouwbaarheidsdrempel van 10% neemt, kun je dan
zeggen dat de scores van groep B significant beter zijn dan die van
groep A?

Antwoord
Noem V het verschil van beide scores.

V is normaal verdeeld met een gemiddelde van 7,9 -6,4 = 1,5 en

een standaardafwijking van 0,72 + 0,92 = /1,3.

Wanneer de scores van groep B hetzelfde zouden zijn als die van
groep A, zou het verschil 0 moeten zijn. De nulhypothese is daarom
Hg: 1y = 0 (altijd) en de alternatieve hypothese luidt Hq: 1y, > 0.

P(V>glpy =0 en oy =+1,3) < 0,1 geeft g ~ 1,46.

Omdat py =7,9-6,4 = 1,5 > 1,46 is de afwijking voldoende om
te concluderen dat de cijfers van groep A significant beter zijn.

Opgave 6
Gebruik de gegevens uit Voorbeeld 2.

Als je een onbetrouwbaarheidsdrempel van 5% hanteert, kun je
dan ook concluderen dat de cijfers van groep A significant beter
zijn dan die van groep B?

Stel dat er een fout is gemaakt en dat groep B gemiddeld een 7,8

heeft gehaald. De standaardafwijking blijft hetzelfde. Wat is nu de
conclusie bij een onbetrouwbaarheidsdrempel van 10%?

Opgave 7

Twee machines vullen pakken met suiker. De machines horen de
pakken met een gelijke hoeveelheid suiker te vullen. Om te con-
troleren of dit zo is, worden van beide machines steekproeven ge-
nomen.

Bij machine A is het gemiddelde gewicht van de pakken suikerin de
steekproef 1002 gram met een standaardafwijking van 2,5 gram.
Bij machine B is het gemiddelde gewicht van de pakken suikerin de
steekproef 1008 gram met een standaardafwijking van 3,6 gram.

Verschillen de gemiddelde vulgewichten van machine A en machi-
ne B significant van elkaar? Neem een significantie van 10%.
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Voorbeeld 3

Een verzekeringsmaatschappij deelt branden in in drie klassen:
licht, middel en zwaar. De ervaring is dat 65% van de branden
licht, 25% middel en 10% zwaar is. Elk jaar doet de verzekerings-
maatschappij een toets om te beoordelen of er een wijziging in de
verdeling over de klassen optreedt. Dit jaar blijkt dat 55% van de
branden licht, 30% middel en 15% zwaar was.

Onderzoek met een significantie van 10% of er reden is om aan te
nemen dat er een verschuiving van de percentages in de zwaarde-
re richting heeft plaatsgevonden.

Antwoord

Hier is sprake van een afwijking van de ‘theoretische’ waarden
tl = 65, tz =25 en t3 =10.

Gebruik daarom de chi-kwadraat verdeling.

55-65)2 , (30-25)2 , (15—10)2
X2=( 65) +( 25) +( 10) z5,04

Met de grafische rekenmachine vind je P (x2 = 5,04) = 0,080.

Deze overschrijdingskans is kleiner dan 10%, dus er is inderdaad
een significante verschuiving naar de zwaardere branden opgetre-
den.

Opgave 8
Bekijk Voorbeeld 3.

Waarom staat in de oplossing het woord ‘theoretisch’ tussen aan-
halingstekens?

Voer zelf de berekening uit.

Waarom wordt op de grafische rekenmachine een 2 ingevoerd?

Opgave 9

Bekijk Voorbeeld 3. De verzekeringsmaatschappij heeft dit jaar in
een andere regio de volgende aantallen branden gehad: 58 lichte,
20 middelgrote en 10 zware.

Hoeveel branden hebben er plaatsgevonden?

Welke aantallen lichte, middelgrote en zware branden zou de ver-
zekeringsmaatschappij hebben verwacht bij dit totaal aantal bran-
den?

Onderzoek met een significantie van 10% of er reden is om aan te
nemen dat er een verschuiving van de percentages heeft plaats-
gevonden.
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Verwerken

Opgave 10

Aan de twee klassen A en B, beide van 30 leerlingen, wordt ge-
vraagd met hoeveel Facebookvrienden ze regelmatig in levende
lijve contact hebben. Een jaar later krijgen deze leerlingen dezelf-
de vraag.

De gegevens van de opeenvolgende jaren voor klas A worden met
elkaar vergeleken.

Leg uit of je de tekentoets of de y2 toets gebruikt om aan te geven
of het verschil statistisch significant is.

De gegevens van klas A en klas B worden alleen voor het eerste
jaar met elkaar vergeleken.

Leg uit of je de tekentoets of de y2 toets gebruikt om aan te geven
of het verschil statistisch significant is.

Opgave 11

De ondernemingsraad van een bedrijf beweert dat het ziektever-
zuim op afdeling A significant hoger is dan op afdeling B. De raad
legt de directie het volgende overzicht voor over het percentage
ziekteverzuim:

maand jan feb mrt apr mei jun jul aug sep okt nov dec
afdA 9 9 8 10 12 13 12 12 10 11 8 12

afd.B 7 10 9 8 11 11 7 9 9 10 10 7

Tabel 4.3

De directie besluit hierop een tekentoets toe te passen met een
significantieniveau van 5%.

Beschrijf de tekentoets, geef de nulhypothese, de alternatieve hy-
pothese, de steekproefgrootte en de onbetrouwbaarheidsdrempel.

Onderzoek of de ondernemingsraad gelijk krijgt.

Opgave 12

De diameters van machinaal geproduceerde bouten en de bijbeho-
rende moeren zijn normaal verdeeld: de diameter van de moer is
normaal verdeeld met een gemiddelde van 8,10 mm en een stan-
daarddeviatie van 0,05 mm. De diameter van de bout is normaal
verdeeld met een gemiddelde van 8,05 mm en een standaardafwij-
king van 0,03 mm. De bouten passen in de moeren als het verschil
in diameter van de moer en de bout minder dan 0,02 mm is. Er
wordt regelmatig gecontroleerd of de machines die deze bouten
en moeren maken niet moeten worden bijgesteld, omdat te veel
moeren niet op de bouten passen. Wekelijks wordt een steekproef
van 100 bouten en moeren getest.

Waarom is hier sprake van een tweezijdige toets?
Stel de nulhypothese en de alternatieve hypothese op.

Welke standaardafwijking moet er worden gehanteerd? Waarom
speelt nu ook de wortel-n-wet (v/n-wet ) een rol?
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d Voer de toets uit met een significantieniveau van 5%. Bij welk ge-
middelde verschil in de steekproef worden de machines bijgesteld?

Opgave 13

Bekijk de resultaten van 19 leerlingen voor het SE en het CE.

leerling 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
SE-cijfer 6,0 6,7 58 7,1 54 65 88 69 79 51 61 61 64 74 59 62 7,1 68 6,3

CE-cijfer 6,4 6,3 52 65 54 61 90 68 75 56 60 65 60 65 60 66 7,0 66 6,4

Tabel 4.4

Eerder is hier een tekentoets mee uitgevoerd, waaruit bleek dat de
resultaten niet significant verschilden. Omdat hier waarden bekend
zijn, kan ook gebruik worden gemaakt van een verschiltoets. Ga na
of uit deze toets met een significantieniveau van 5% volgt dat het
SE beter is gemaakt dan het CE.

Opgave 14

Onderzoekers hebben van 320 gezinnen met 5 kinderen de aantal-
len meisjes geteld.

aantal meisjes

0
Kun je met een significantieniveau van 5% aannemen dat de kans
op de geboorte van een jongen en een meisje even waarschijnlijk
is? Voer daartoe een y2-toets uit. 2
3
4
5
Tabel 4.5

Toepassen

Opgave 15: Testen op muizen

In een laboratorium worden twee geneesmiddelen voor dezelfde
ziekte getest op muizen die men kunstmatig aan deze ziekte laat
lijden. Ze worden met één van beide middelen behandeld.

Elke dag wordt bijgehouden hoeveel dieren er genezen zijn. De
helft van de muizen kreeg geneesmiddel A toegediend, de andere
helft geneesmiddel B.

De resultaten staan in deze tabel.

dagnummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
middel A 2546 336322 2 4 6 9 4 2 3 2 4 9

middel B 386 9248552 5 5 3 118 4 5 0 5 1

Tabel 4.6

Onderzoekers in dit laboratorium toetsen de mening dat beide mid-
delen even goed werken met een onbetrouwbaarheidsdrempel van
5%. Er wordt een tekentoets uitgevoerd.

a Stel een nulhypothese en een alternatieve hypothese op.

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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b Stel vast of beide middelen op grond van de resultaten in deze
testinderdaad even goed werken binnen de gegeven betrouwbaar-
heidseis.

Opgave 16: Voetlengtes

Open het bestand Voetlengtes van 100 mannen en 100 vrou-
wen. De gangbare opvatting is dat mannen gemiddeld grotere
voeten hebben dan vrouwen. Je wilt deze opvatting toetsen met
een significantieniveau van 5% met behulp van de gegevens in dit
bestand.

Kun je met deze meetgegevens een tekentoets uitvoeren?

Je toetst het verschil in voetlengtes van mannen en vrouwen. Maakt
het verschil of je twee willekeurige groepen mannen en vrouwen
onderzoekt of een groep van 100 echtparen?

¢ Voer de toets uit. Wordt de hierboven gedane uitspraak bevestigd?

Opgave 17: Gregor Mendel

De Tsjechische monnik Gregor Mendel (1822—1884) verrichtte
kruisingsexperimenten met erwten.

Hij bekeek 556 erwten en vond dat 315 daarvan glad en geel wa-
ren, 108 glad en groen, 101 gerimpeld en geel en 32 gerimpeld en
groen.

Met behulp van de door hem ontwikkelde erfelijkheidsleer kon hij
berekenen dat deze aantallen zich theoretisch gesproken moesten
verhoudenals 9:3:3:1.

Wordt de theorie van Mendel door dit experiment met de erwten
bevestigd met een betrouwbaarheid van 90%?

Testen

Opgave 18

Je hebt in dit onderdeel met drie soorten toetsen kennis gemaakt.
Beschrijf hoe deze toetsen in elkaar zitten en onder welke omstan-
digheden je ze toepast.
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2.5 Correlatie

Inleiding

Naast het toetsen van hypothesen is in de mathematische
statistiek het onderzoeken naar statistische verbanden een
belangrijke tak van sport: wanneer bestaat er een verband
tussen twee statistische variabelen? Bestaat er bijvoorbeeld
een verband tussen het aantal overvliegende ooievaars en
het aantal geboorten in een bepaalde streek? Of bestaat er
een verband tussen lengte en gewicht bij scholieren?

Figuur 5.1

Je leert in dit onderwerp

« een puntenwolk tekenen bij twee statistische variabelen;

« de correlatiecoéfficiént gebruiken als maat voor het statisti-
sche verband tussen beide variabelen;

» het verschil tussen statistische verbanden en oorzakelijke
verbanden.

Voorkennis

« de elementaire statistische begrippen (gemiddelde, stan-
daardafwijking, e.d.) gebruiken;
o werken met binomiale en normale toetsen.

Verkennen

Opgave V1

Om te onderzoeken of er een verband bestaat tussen lengte en
gewicht bij mensen van 15 tot 17 jaar oud heb je gegevens nodig.
Op het werkblad LengteGewicht22h4.xls vind je de gegevens
van een 4HAVO-klas van 22 leerlingen.

Welke drie gegevens zijn er verzameld?

Welke afspraken moet je maken bij het verzamelen van deze ge-
gevens? Beschrijf er een paar. (Denk om de manier van meten!)

Bekijk het spreidingsdiagram. Trek je op grond van de gegevens
op het werkblad de conclusie dat er zo'n verband bestaat? En is
dat dan uitsluitend een statistisch verband of is het ook een oor-
zakelijk verband. Met andere woorden wordt een groter gewicht
veroorzaakt door een grotere lengte?
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Uitleg

Als je vermoedt dat er tussen twee variabelen x en y een lineair
verband bestaat, maak je een spreidingsdiagram dat de vorm van
een puntenwolk krijgt. De mate waarin tussen de twee variabelen
een lineair verband bestaat wordt gegeven door de correlatiecoé&f-
ficiént, aangeduid door r

xXy:*
L] L]
L]
L] . L]
.
L] L] L] L] L]
L]
L] . L]
L]
e .
X X
Tyxy=-1 rxy =0
L]
Y .
L] L]
e o o ° o*
L] L]
L]
L] ‘.
L]
° L]
X X
Ixy =06 rxy=1
Figuur 5.2

De correlatie tussen x en y wordt beter naarmate r, ,, dichter bij
1 of -1 ligt. Maar hoe bereken je nu die correlatiecoéfficiént?

Daarbij gebruik je het punt (X,y) waarin X het gemiddelde van de
x-waarden en y het gemiddelde van de y-waarden is. Met behulp
van die gemiddelden kan het grafiekgebied in vier delen I, II, Ill en
IV worden verdeeld (zie figuur). Je kunt nu voor elk van de N pun-
ten (x;,y;) het getal (x; —X)(y; —y) berekenen.

In de gebieden | en lll is dit getal voor elk punt positief: deze pun-
ten dragen bij aan een positieve correlatie.

In de gebieden Il en IV is dit getal voor elk punt juist negatief: deze
punten dragen bij aan een negatieve correlatie.

Het gemiddelde van alle N getallen (x; — X)(y; —¥) is een goede
maat voor de correlatie.

Deze maat heet de covariantie van de puntenwolk: covariantie

_ENL =) (i)
= ~ )

Deze maat voor de correlatie in een puntenwolk hangt nog af van
de eenheden waarin x en y zijn gemeten. Dat kun je voorkomen
door telkens (x; — X) te delen door de bijbehorende standaardde-
viatie o, en ook (y; —¥) telkens te delen door o

v
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Je krijgt dan de correlatiecoéfficiént, die niet langer afhangt van de
gekozen eenheden:

Zfil(xi—Y)(yi—V)_

r = N-o,-0

Xy

y

In Excel is de berekening van de correlatiecoéfficiént niet al te
moeilijk uit te voeren. Zeker niet als je de gemiddelden en de stan-
daarddeviaties al hebt berekend met de statistische functies. Je
maakt dan een kolom voor de getallen (x; — X)(y; — ¥). En daarna
bereken je het gemiddelde van die kolom. Dat gemiddelde deel je
nog door beide standaarddeviaties.

Overigens kent Excel ook statistische functies als COVARIANTIE en
CORRELATIE, zie het Practicum.

Opgave 1

Bekijk dit spreidingsdiagram.

Is er op het oog sprake van een goede correlatie tussen x en y?
Schat de correlatiecoéfficiént.

Welke soort formule hoort er bij y als functie van x?

Waarom is de schaalverdeling op de assen niet van belang voor de
correlatie?

Opgave 2

Op het werkblad LengteGewicht22h4.xls vind je de gegevens
van een 4HAVO-klas van 22 leerlingen.

TIP: Natuurlijk is het leuker (en beter) om met een eigen dataset
van lengtes en gewichten van jouw jaargroep te werken.

Bereken het gemiddelde, de standaarddeviatie en de spreidings-
breedte van zowel de lengtes I als de gewichten g. Gebruik de
statistische functies van je grafische rekenmachine.

Is deze steekproef voldoende representatief voor 15-17 jarigen?
Motiveer je antwoord.

Ga met behulp van normaal waarschijnlijkheidspapier na of de
lengtes van de 22 leerlingen in de voorgaande tekst ongeveer nor-
maal verdeeld zijn. Doe dit ook voor de gewichten.

Bereken de correlatiecoéfficiént bij het verband tussen de lengte
en het gewicht van de 22 leerlingen. Is er sprake van een goede
correlatie tussen I en g?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL
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Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

In een spreidingsdiagram van twee statistische variabelen x en
y zet je alle combinaties (x,y) als een puntenwolk in een assen-
stelsel. Of er een sterk lineair statistisch verband bestaat tus-
sen de variabelen wordt bepaald door de correlatiecoéfficiént
Zﬁl(xi—Y)(yi—Y).

rxy- Ergeldt:ry, =

N-o-0,
y y
. . .
.. L] L]
L] L] L] L] L]
... . L]
.. L]
X X
Ixy=-1 Txy=0
y y
L]
L] L]
L] L]
o o o ° o®
L] ° L]
L] ..
L]
O .
X X

r =0,6 r =1l

xy
Figuur 5.5

+ Alsr,, =1danis er een perfecte positieve correlatie tussen x
en y. De punten van de puntenwolk liggen dan precies op een
stijgende lijn.

+ Alsry, =0danis er geen enkele correlatie tussen x en y.

e Alsr -1 dan is er een perfecte negatieve correlatie tussen

xy =
x en y. De punten van de puntenwolk liggen dan precies op een

dalende lijn.

De correlatie tussen x en y wordt beter naarmate r,,, dichter bij
1 of -1 ligt.

Een verband waarbij de toename (of afname) van de éne variabele
een gevolg is van een toename (of afname) van de andere heet
een causaal verband: er is dan sprake van oorzaak en gevolg.
Een statistisch verband tussen twee variabelen hoeft niet causaal
te zijn. Andere variabelen kunnen de oorzaak zijn dat er bij twee
variabelen een statistisch verband optreedt. Het is zeker niet zo,
dat een grotere lengte veroorzaakt dat je daardoor automatisch
ook een groter gewicht hebt.
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Voorbeeld 1

Op het werkblad LengteGewicht22h4.xls vind je de gegevens
van een 4HAVO-klas van 22 leerlingen. Je kunt deze gegevens ook
in de grafische rekenmachine invoeren en die de correlatiecoéffi-
ciént laten berekenen. In de figuren hieronder zie je hoe dit op de
TI84 in zijn werk gaat. Je hebt er het rekenalgoritme LinReg voor
nodig. Dat staat voor ‘lineaire regressie’ en wordt in het volgende
onderdeel nader bekeken. In het Practicum zie je hoe dit op de
diverse rekenmachines gaat.

CALC TESTS o — 2
MHEdit.. 2 174 55 |TTTTTTITTTTTT Xlist:L2
2:SortA( 3 igg Zg Ylist:Ls
3:SortD( 5 165 56 FreaList:
4:ClrList 6 170 58 Calculate
S:SetUpEditor £ a6 |3k
9 168 50
16 185 62
11 190 25
Lic=1
CATALOG LinReg(ax+b)
DerpendAuto Xlist:Lz2 y=ax+b
det( Ylist:Ls a=.5916085253
DetectAsymOf f FrealList: b=-44.01032209
DetectAssmOn Store RegEQ:Y1 r2=,6554603135
DiagnosticOff Calculate r=.8096050355
»DiagnosticOn
dim(
Disp
DispGraprh
Figuur 5.6
Opgave 3

Voer de berekening van de correlatiecoéfficiént bij de gegevens
van de 4HAVO-klas uit Voorbeeld 1 zelf uit met behulp van de
grafische rekenmachine.

Opgave 4

De inspectie voor het onderwijs vergelijkt van een bepaalde school
de cijfers voor wiskunde B van het SE (schoolexamen) en het CE
(centraal examen). In de tabel vind je de gegevens van een klas
van 19 leerlingen.

leerling 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

SE-cijfer 6,0 6,7 58 7,1 54 65 88 69 79 51 61 61 64 74 59 62 7,1 68 6,3

CE-cijffer 6,4 6,3 52 65 54 6,1 90 68 75 56 60 65 60 65 60 66 7,0 66 6,4

Tabel 5.1

Je zou kunnen onderzoeken of er een lineair statistisch verband
is tussen het CE-cijfer ¢ en het SE-cijfer s. Teken een bijpassend
spreidingsdiagram en ga door berekening van de correlatiecoéffi-
ciént na of zo'n verband bestaat.
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Verwerken

Opgave 5

Om te onderzoeken of er enig verband bestaat tussen de lengte
van een vader en die van zijn zoon zijn de lengtes van 12 vaders
en die van hun oudste zoons gemeten op het moment dat die zoons
volwassen werden. De gegevens staan in deze tabel.

lengtevadervincm 173 168 178 170 180 165 185 175 180 178 183 188

lengte zoon zincm 180 175 180 173 183 175 180 173 188 178 180 185

Tabel 5.2

Teken een spreidingsdiagram (een puntenwolk) bij deze gegevens.
Bereken de correlatiecoéfficiént in twee decimalen nauwkeurig.

Kun je zeggen dat er een lineair verband bestaat tussen v en z?

Opgave 6

De formule voor de correlatiecoé&fficiént is te herleiden tot:
_Xy-Xy

Txy OO0y

Laat dat zien door in de formule in de Uitleg de haakjes uit te

werken. (Als je de correlatiecoéfficiént handmatig moet uitrekenen

gaat dat met deze formule iets sneller.)

Opgave 7

Soms is er wel sprake van een goede correlatie tussen twee statis-
tische variabelen, maar kun je toch je vraagtekens zetten bij het
verband tussen beide.

In een provincie neemt het aantal ooievaars en het aantal geboor-
ten af. Het spreidingsdiagram geeft een statistisch verband te zien.
Bestaat er een causaal verband tussen het aantal ooievaars en het
aantal geboorten?

Leg uit waarom er wel een statistisch verband is tussen ijsverkoop
en verkoop van zonnebrillen in de zomer maar geen causaal ver-
band.
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Opgave 8

lemand probeert aan te tonen dat de klassengrootte van invloed is
op de leerprestaties. Zij vergelijkt - onder zoveel mogelijk gelijke
omstandigheden - de gemiddelde cijfers voor drie wiskundetoetsen
in klassen met uiteenlopende leerlingenaantallen. Hier zie je de
verzamelde gegevens.

Maak een spreidingsdiagram met ¢ op de verticale en a op de ho-
rizontale as. Waarom is dit een logische keuze?

Bereken de correlatiecoéfficiént. Is er sprake van een duidelijke
correlatie? Bestaat er tussen a en c een lineair statistisch verband?

Welke conclusie zou deze onderzoekster kunnen trekken? Geef
daar commentaar op.

Opgave 9

In 1947 hielden de wiskundigen Freudenthal en Sittig een statis-
tisch onderzoek ten behoeve van een nieuw maatsysteem voor
vrouwenkleding in opdracht van het warenhuis De Bijenkorf. Zij lie-
ten daarbij een grote verscheidenheid aan lichaamsmaten opme-
ten van 5001 vrouwen. In het bestand StatFS-Bijenkorf1947.xls
vind je enkele gegevens.

Gebruik de werkbladen ‘lengte-gewicht’, ‘mouwlengte-kniehoogte’
en ‘voetlengte-breedte’.

Waarom was De Bijenkorf geinteresseerd in dergelijke gegevens?
En waarom zijn eventuele verbanden als die tussen voetlengte en
voetbreedte van belang?

Op de drie genoemde werkbladen is er sprake van een mogelijk
verband tussen twee variabelen. Hoe zou je in dit geval een sprei-
dingsdiagram tekenen?

En hoe zou je een correlatiecoéfficiént berekenen? Waarom is het
hier handiger om over de oorspronkelijke ruwe meetgegevens te
beschikken?

WISKUNDE D TWEEDE FASE VWOMATH4ALL

aantal leerlingen a
30
25
32
24
18
19
30
22
29

14

Tabel 5.3

gemiddelde cijfer ¢

6,1
6,6
5,5
7,2
7.4
6,9
5,2
7,1
6,0

7.8
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Toepassen

Opgave 10: Huwelijken

In een onderzoek onder 199 echtparen is gevraagd naar de lengte
en de leeftijd van de man en de vrouw. Onder andere werd onder-
zocht of er bij bepaalde eigenschappen van de gehuwden sprake
was van een bepaalde statistische samenhang. Dit heeft geresul-
teerd in de volgende twee puntenwolken:

° 8o%®
. . L oo
. °e o 0o s ':
TR S gL
'. oo (% Bo loe Lo . 020283 o2
* % 'f..o' 020 4% 2
S ”'%&"n‘o- ® e ...
° 0%%00°%:° o ™ o ¢ ° °
e i T S ..::'!ﬁ“.
°e . '.ol.k‘-
° o 'o .
e .
Figuur 5.7

Een van beide puntenwolken heeft betrekking op de leeftijden van
de twee huwelijkspartners, waarbij de gegevens van de man op
de horizontale as zijn uitgezet en die van de vrouw op de verti-
cale as. De andere puntenwolk heeft betrekking op de lengte van
beide partners. Ook hier zijn de gegevens van de man weer op de
horizontale as uitgezet.

Beredeneer dat, op basis van de vorm van de puntenwolk, de linker
puntenwolk zeer waarschijnlijk betrekking heeft op de lengte en de
rechter puntenwolk op de leeftijd.

Bekijk de puntenwolk. Onderzoek met behulp van de puntenwolk
of hetin de betreffende 199 huwelijken vaker voorkomt dat de man
ouder is dan de vrouw of dat het omgekeerde juist vaker voorkomt.
Laat duidelijk zien hoe je tot je antwoord gekomen bent.

Op basis van dergelijke puntenwolken wil men soms een schatting
maken van de lengte of de leeftijd van een vrouw als men de lengte
of de leeftijd van de man kent. Hoewel dit soort schattingen altijd
een grote mate van onzekerheid hebben, is het toch mogelijk om
aan te geven bij welk van de twee puntenwolken een dergelijke
schatting het meest betrouwbaar zal zijn.

Beredeneer bij welk van de twee puntenwolken, die met de leef-
tijden of die met de lengtes, een dergelijke schatting het meest
betrouwbaar zal zijn.

In de tabel is een aantal kengetallen weergegeven uit het onder-
zoek.

leeftijd man (jaar) leeftijd vrouw (jaar)

gemiddelde 42,6 40,7 173
minimum 20 18 156
maximum 64 64 195
standaardafwijking 11,6 11,4 6,9

Tabel 5.4
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lengte man (cm)

lengte vrouw (cm)
160
141
176

6,2
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Ervan uitgaande dat de lengtes en de leeftijden van de huwelijks-
partners nagenoeg normaal verdeeld zijn, is met behulp van deze
gegevens uit te rekenen dat 95% van de lengtes van de mannen
tussen de 159,2 cm en 186,8 cm zal liggen.

Leg uit hoe je aan deze waarden komt.
Bepaal tussen welke twee lengtes 95% van de vrouwen zit.

Omdat 5% van de mannen buiten de berekende grenzen zal vallen,
evenals 5% van de vrouwen, concludeert de onderzoeker dat in
totaal 10% van de punten uit de puntenwolk buiten de getekende
rechthoek zullen vallen.

Beargumenteer of je het met die conclusie eens bent of niet.

(bron: voorbeeldopgave Statistiek - syllabus havo A)

Opgave 11: Vliegsnelheid en lichaamslengte

Biologen veronderstellen op grond van metingen dat er bij vliegen-
de dieren een verband bestaat tussen de lichaamslengte L (in cm)
en de vliegsnelheid v (in cm/s).

Vliegsnelheid en lichaamslengte bij verschillende dieren

Soort Lengte L in cm Vliegsnelheid vincm/s

1. Drosophila melanogas 0,2 190
ter (fruitvlieg)

2. Tabanus affinis (paar- 1,3 660
denvlieg)

3. Archilochus colubris (k 8,1 1120
libriesoort)

4. Anaxsp. (waterjuffer) 8,5 1000

5. Eptesicus fuscus (gro- 11,0 690
te bruine vleermuis)

6.  Phylloscopus trochilus 11,0 1200
(fitis)

7. Apus apus (gierzwa- 17,0 2550
luw)

8. Cypselurus cyanopte- 34,0 1560
rus (vliegende vis)

9.  Numenius phaeopus (1 41,0 2320
genwulp)

10. Anas acuta (pijlstaarte 56,0 2280

11. Olorcolumbianus be- 120,0 1880
wicki (kleine zwaan)

12. Pelecanus onocrotalus 160,0 2280
(witte pelikaan)

Tabel 5.5

Maak een spreidingsdiagram met v op de verticale en L op de ho-
rizontale as.
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Bereken de correlatiecoéfficiént. Is er sprake van een duidelijke
correlatie? Bestaat er tussen v en L een verband van de vorm
v=a-L+b?

Maak een tabel voor log (L) en log (v) en teken een spreidingsdia-
gram voor deze twee variabelen.

Bereken de correlatiecoéfficiént voor de variabelen log (L) en
log (v).
Er bestaat tussen L en v dus een verband van de vorm

log (v) = a-log (L) +b. Laat zien dat dit betekent dat v een machts-
functie is van L.

Testen

Opgave 12

Bekijk de tabel. In een Amerikaans laboratorium heeft men proeven
gedaan waarbij gelet werd op het verband tussen de hoogte van de
bewaartemperatuur F in graden Fahrenheit en de werkzaamheid
W van een bepaald geneesmiddel. Bij temperaturen van 30°, 50°,
70° en 90° (Fahrenheit) werden drie porties van gelijk gewicht uit
eenzelfde productie 20 dagen bewaard. Na deze periode werd op
identieke wijze de werkzaamheid van de porties vastgesteld. De
werkzaamheid werd uitgedrukt in percentages van de werkzaam-
heid zoals die was voor het bewaren.

bewaartemperatut 30 50 70 90
F (°F)

werkzaamheid W 39, 42,35 32, 26,33 19,27,23 14,19,21
(%)

Tabel 5.6

In hoeverre is er sprake van correlatie tussen bewaartemperatuur
F en werkzaamheid W?

Is de conclusie gerechtvaardigd dat de werkzaamheid van het ge-
neesmiddel afneemt als de bewaartemperatuur stijgt?

Practicum

Met deze practica leer je hoe je de de correlatiecoéfficiént met
de grafische rekenmachine berekent.

« Trendlijn, correlatie en de TI84

« Trendlijn, correlatie en de Tinspire

« Trendlijn, correlatie en de Casio fx-CG50
+ Trendlijn, correlatie en de HPprime

« Trendlijn, correlatie en de NumWorks

Met het volgende practicum kun je zien hoe je de correlatiecoéf-
ficiént in Excel berekent. Dat is handig als je een grote set gege-
vens hebt. Je treft er ook in aan hoe je de regressielijn, dat is de
meest geschikte lijn door de puntenwolk, kunt tekenen en er door
Excel de vergelijking van kunt laten opstellen. In Excel heet die lijn
de ‘trendlijn’. In het volgende onderdeel hoor je daar meer over.

« Correlatie en regressie
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OPMERKING:

Natuurlijk is het veel mooier om een eigen dataset met gegevens
van leerlingen in jouw jaargroep te gebruiken. Die moet je dan wel
eerst zelf maken: statistisch onderzoek!
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2.6 Lineaire regressie

Inleiding

Naast het toetsen van hypothesen is in de mathematische statis-
tiek het onderzoeken naar statistische verbanden een belangrijke
tak van sport: wanneer bestaat er een verband tussen twee statis-
tische variabelen? En kun je dan met zo'n verband tussen twee va-
riabelen ook voorspellingen doen? Met andere woorden kun je een
formule vinden die het verband beschrijft? Met de ‘kleinste kwa-
draten methode’ kun je bij vrijwel elke puntenwolk wel een (soms
kromme) lijn vinden die het verloop beschrijft. Maar hoe zinnig is
dat? In dit onderdeel bekijk je alleen lineaire verbanden.

Je leert in dit onderwerp

« bij een puntenwolk bij twee statistische variabelen een re-
gressielijn te tekenen en er een formule van te vinden;

« te bekijken hoe zinvol die formule is en welke voorspellingen
je er mee kunt doen.

Voorkennis

« de elementaire statistische begrippen (gemiddelde, stan-
daardafwijking, e.d.) gebruiken;

« spreidingsdiagrammen tekenen in de vorm van een punten-
wolk en daarbij de correlatiecoéfficiént berekenen.

Verkennen

Opgave V1

Om te onderzoeken of er een verband bestaat tussen lengte en
gewicht bij mensen van 15 tot 17 jaar oud heb je gegevens no-
dig. Op het werkblad LengteGewicht22h4.xls vind je de gege-
vens van een 4HAVO-klas van 22 leerlingen. Bekijk het geteken-
de spreidingsdiagram. De correlatiecoéfficiént bedraagt ongeveer
0,81, dus er bestaat een lineair statistisch verband tussen lengte
en gewicht.

Kun je een formule voor dit verband opstellen? En hoe doe je dit
dan?

PAGINA 108

Figuur 6.1

MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE


https://math4all.pragma-pod.nl/resources/otherfiles/lengtegewicht22h4.xls

@ STATISTIEK EN KANSREKENING » HYPOTHESEN EN VERBANDEN P LINEAIRE REGRESSIE

Uitleg

Als er tussen twee variabelen x en y een goede correlatie bestaat,
bestaat er een lineair (statistisch) verband tussen. Maar hoe stel je
daarbij een formule op? Een regressielijn moet uiteraard door het
punt (X,y) gaan. De richtingscoéfficiént (het hellingsgetal) van die
lijn kun je op dit moment echter alleen nog maar schatten.

De beroemde wiskundige Carl Friedrich Gauss bedacht daar-
voor in de negentiende eeuw de ‘methode van de kleinste kwadra-
ten’. Stel je voor dat je een regressielijn wilt maken van de vorm
y =a-x + b. Je gaat dan uit van een regressielijn van y op x.
Gauss' methode houdt in dat de som van de kwadraten van de ver-
ticale afwijkingen van de meetpunten tot deze regressielijn zo klein
mogelijk moet zijn. Dat betekent dat

3 i (a-x+b)?

minimaal moet zijn. Gauss vond dat dit het geval is als

e

2 (xi=x)(yi-y)
a= N-02
Deze formule lijkt erg op die van de correlatiecoéfficiént. In feite is
o . . .
a=ryy U—y En hiermee heb je een snelle manier gevonden om
X

het hellingsgetal a te vinden.

Opgave 1
Bekijk dit spreidingsdiagram.

Maak een tabel van de 10 meetpunten. Voer deze gegevens in je
grafische rekenmachine in.

Bereken de codérdinaten van het punt (X,y).

Als je door deze punten ‘op het oog’ een regressielijn zou willen
tekenen, hoe groot wordt dan de richtingscoéfficiént ongeveer?

Bereken nu de correlatiecoéfficiént en de richtingscoéfficiént van
de regressielijn.

Stel een vergelijking op van de regressielijn van y op x.

Welke waarde zou y moeten hebben volgens deze regressielijn als
x =107

Opgave 2

Lees in de Uitleg na hoe Gauss de methode van de kleinste kwa-
draten gebruikte om de richtingscoéfficiént van de regressielijn te
berekenen.

1}
Laat zien (door haakjes uitwerken) dat » (y; —(a-x;+ b))2 een
i=1

kwadratische functie van a is.

Bereken voor welke waarde van a deze functie minimaal is en leidt
zo de formule voor a zelf af.

Leg ook uit hoe je aan de formule komt waarmee je a kunt bereke-
nen vanuitr,,,.
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Theorie en voorbeelden

Om te onthouden

Als de correlatie tussen de variabelen x en y groot genoeg is, kun
je een formule van de vorm y = ax + b opstellen die het verband
tussen x en y weergeeft. Deze formule heeft als grafiek een rech-
te lijn, de regressielijn of trendlijn van y op x. Zo'n regressielijn
gaat door het punt (X,y) en heeft als richtingscoéfficiént (hellings-
getal):

Oy

A=Txy Ty

Deze richtingscoéfficiént heet wel de regressiecoéfficiént van
y op x. Met behulp van deze regressiecoéfficiént en het feit dat
de regressielijn door (X,y) gaat, kun je de bijbehorende formule
opstellen.

Voorbeeld 1

Op het werkblad LengteGewicht22h4.xls vind je de gegevens
van een 4HAVO-klas van 22 leerlingen. Je kunt deze gegevens ook
in de grafische rekenmachine invoeren en die de regressielijn la-
ten berekenen. In de figuren hieronder zie je hoe dit op de TI84 in
zijn werk gaat. Je hebt er het rekenalgoritme LinReg voor nodig.
Dat staat voor ‘lineaire regressie’ en wordt in het volgende onder-
deel nader bekeken. In het Practicum zie je hoe dit op de diverse
rekenmachines gaat.

CALC TESTS I e Ry
MHEdit.. 55 || T Xlist:L2
2:SortA( 52 Ylist:Ls
3:SortD( ;2 FrealList:
4:ClrList 58 Calculate
S:SetUpEditor o
50
62
75
Licy=1
CATALOG LinReg(ax+b)
DerpendAuto Xlist:L2 gy=ax+b
det( Ylist:Ls a=.5916085253
DetectRAsymOf f FrealList: b=-44.01032209
DetectRAsymOn Store RegEQ:Y1 r2=,6554603135
DiagnosticOff Calculate r=. 8096050355
»DiasnosticOn
dim(
Disp
DispGrarh
Figuur 6.4
Opgave 3

Bekijk Voorbeeld 1.

Voer de berekening van de regressielijn bij de gegevens van de
4HAVO-klas zelf uit met behulp van de grafische rekenmachine.

Welke betekenis heeft deze regressielijn als je aanneemt dat de
groep leerlingen voldoende representatief is voor alle 15-17 jari-
gen?

Hoe zwaar zou iemand van 16 jaar moeten zijn als hij 180 cm lang
is?
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Voorbeeld 2
Onderzoek naar verband tussen lengte en gewicht 15-17 jarigen
Gegevens:

leerling m/v lengte (cm) gewicht (kg) 80
1 m 192 70 4" 7«/\
2 m 174 55 70 == e
3 v 166 52 1T ////
4 v 163 60 L~ é . _*
5 v 165 56 . =
6 v 170 58 /| = (1, )Q_)— -
7 v 165 51 50 = ——
8 I 189 63 £ / i
9 v 168 50 § 40 F=————
10 m 185 62 [7]
11 m 190 75 = -
12 v 169 56
13 m 176 69
14 m 180 65 20
15 m 166 48
16 v 170 59 10
17 m 179 60
18 m 175 58 0
19 v 162 51
20 = 164 55 160 170 180 190 200
21 m 182 65 lengte
22 m 184 62

Figuur 6.5

Bij het verband tussen de lengte I en het gewicht g bij de groep
van 22 leerlingen in het bestand LengteGewicht22h4.xls heb je
een regressielijn van g op I gemaakt: g =0,59-1—44,01.

Er past echter ook heel goed een regressielijn van I op g bij. Ga na,
datje danvindt: I =1,11-g + 108,80.

Deze tweede regressielijn kun je in dezelfde figuur tekenen als de
eerste. Deze twee regressielijnen zijn verschillend!

Als je van een leerling van 15-17 jaar met een lengte van
I = 180 cm het gewicht zou moeten voorspellen, vind je volgens
de eerste regressielijn ongeveer 62,19 kg, maar volgens de twee-
de regressielijn hoort bij een gewicht van 62,19 kg een lengte van
177,83 cm!

Dit verschil is het regressie-effect.

Dat regressie-effect ontstaat doordat er geen volledige correlatie
tussen g en 1 is, de correlatiecoéfficiént is ‘slechts’ ongeveer 0,81
en dat is minder dan 1.

Opgave 4

In Voorbeeld 2 zie je dat er twee regressielijnen kunnen worden
gemaakt bij elk verband tussen twee variabelen.

Bereken zelf ook de regressielijn van I op g.

Bereken bij beide regressielijnen het gewicht dat zou moeten horen
bij een 15-17 jarige die precies één standaardafwijking groter is
dan de gemiddelde lengte.

Wijkt dit gewicht meer of minder dan één standaardafwijking van
het gemiddelde af? Geef voor beide regressielijnen antwoord op
deze vraag.
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Opgave 5

Laat zien dat het product van de twee regressiecoéfficiénten pre-
cies het kwadraat van de correlatiecoéfficiént is.

Verwerken
Opgave 6
Bekijk dit spreidingsdiagram uit de eerste opgave bij de Uitleg nog y
eens.
Stel een formule op voor de regressielijn van x op y.
Teken zelf het spreidingsdiagram met daarin beide regressielijnen.
Is er sprake van een regressie-effect? Zo ja, laat dit dan met een
rekenvoorbeeld zien.
10
O 1 X
Opgave 7 Figuur 6.6
Om te onderzoeken of er enig verband bestaat tussen de lengte
van een vader en die van zijn zoon zijn de lengtes van 12 vaders
en die van hun oudste zoons gemeten op het moment dat die zoons
volwassen werden. De gegevens staan in deze tabel.
lengte vader v in cm 173 168 178 170 180 165 185 175 180 178 183 188
lengte zoon z in cm 180 175 180 173 183 175 180 173 188 178 180 185
Tabel 6.1
Was er sprake van een positieve of een negatieve correlatie? Wat
betekent dit in de praktijk?
Stel de regressielijn op van z op v bij deze gegevens.
Als een bepaalde vader 1,77 mlang is, hoe lang zou dan zijn oudste
zoon moeten zijn?
Wat betekent het optredende regressie-effect voor de bepaling van
de lengte van een zoon waarvan de vader bijvoorbeeld 2 m lang
is?
Opgave 8
Een basisschool heeft een leestest en schrijftest Nederlands afge- g %
nomen bij de leerlingen in groep acht. De resultaten zijn verwerkt @ ~ |
Qo — °
in een puntenwolk. & 80 A
= 704 o2 g ®
Er lijkt een verband te zijn tussen de schrijfscore S en de leessco- % 604 et e
re L. . R R
1 50 A s e
Stel een formule op voor de trendlijn die het verband tussen S en 40- o 2 0% 0
L weergeeft. 304 L)
Geef met behulp van de formule uit a een schatting van de 20 *.2
L]
schrijfscore bij een leesscore van 80%. 10
Geef met behulp van de formule uit a een schatting van de leessco- 0 T T T T T T T
.\ . 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
re bij een schrijfscore van 10%. — leesscore (%)
Figuur 6.7
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Opgave 9

In de tabel vind je het aantal inwoners N in een bepaalde stad.

Jaartal 1960 1970 1980 1990 2000

Aantal inwoners N 23.107 25.880 28.985 32.479 36.358

Tabel 6.2

Er wordt aangenomen dat N een exponentiéle functie is van t, de
tijd in jaren met t = 0 in 1960.

Maak het spreidingsdiagram van log (N) afhankelijk van t.
Bereken de correlatiecoéfficiént van log (N) en t.

Voorspel met behulp van de regressielijn van log (IN) op t het aan-
tal inwoners in 2010 en 2020.

Waarom is er vrijwel geen regressie-effect?

Opgave 10

Om het verband tussen het gewicht G (in pounds) en de braadtijd
voor kalkoenen te onderzoeken, werd onder gelijke omstandighe-
den nagegaan hoeveel minuten t het duurde tot het binnenste van
een kalkoen de temperatuur van 85 °C bereikte. Er werden diverse
kalkoenen aan dit onderzoek onderworpen. Ze hadden een gemid-
deld gewicht van 15,24 pounds met een standaardafwijking van
6,07. Voor de waarden van t vonden de onderzoekers een gemid-
delde van 205,4 minuten met een standaardafwijking van 59,1.

De regressielijn van t op G had de vergelijking: t = 9,65G + 58,40.

Hoeveel bedroeg de correlatiecoéfficiént?

Opgave 11

In 1947 hielden de wiskundigen Freudenthal en Sittig een statis-
tisch onderzoek ten behoeve van een nieuw maatsysteem voor
vrouwenkleding in opdracht van het warenhuis De Bijenkorf. Zij lie-
ten daarbij een grote verscheidenheid aan lichaamsmaten opme-
ten van 5001 vrouwen. In het bestand StatFS-Bijenkorf1947.xls
vind je enkele gegevens.

Gebruik de werkbladen ‘mouwlengte en kniehoogte’ en ‘mouw-
lengte-kniehoogte’.

Op het werkblad ‘mouwlengte-kniehoogte’ zie je een zogenaam-
de kruistabel waarin de combinaties mouwlengte-kniehoogte zijn
weergegeven. De hierbij gevonden correlatiecoéfficiént is onge-
veer 0,6271.

Bereken op het werkblad ‘mouwlengte-kniehoogte’ de standaard-
afwijkingen van beide statistische variabelen.

Stel vergelijkingen op van de beide bijbehorende regressielijnen
met de constanten in twee decimalen nauwkeurig.

Bereken met behulp van deze regressielijnen de gemiddelde knie-
hoogte van een vrouw met een mouwlengte van 60 cm. Is er sprake
van een groot regressie-effect?
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Toepassen

Opgave 12: Vliegsnelheid en lichaamslengte (vervolg)

Biologen veronderstellen op grond van metingen dat er bij vliegen-
de dieren een verband bestaat tussen de lichaamslengte L (in cm)
en de vliegsnelheid v (in cm/s).

Vliegsnelheid en lichaamslengte bij verschillende dieren

Soort Lengte L in cm Vliegsnelheid v in cm/s
1. Drosophila melanogaster (fruitvlieg) 0,2 190
2. Tabanus affinis (paardenvlieg) 1,3 660
3. Archilochus colubris (kolibriesoort) 8,1 1120
4, Anax sp. (waterjuffer) 8,5 1000
5, Eptesicus fuscus (grote bruine vleermuis) 11,0 690
6. Phylloscopus trochilus (fitis) 11,0 1200
7. Apus apus (gierzwaluw) 17,0 2550
8. Cypselurus cyanopterus (vliegende vis) 34,0 1560
9. Numenius phaeopus (regenwulp) 41,0 2320
10. Anas acuta (pijlstaarteend) 56,0 2280
11. Olor columbianus bewicki (kleine zwaan) 120,0 1880
12. Pelecanus onocrotalus (witte pelikaan) 160,0 2280
Tabel 6.3

Bekijk het spreidingsdiagram voor log (L) en log (v) dat je in het
vorige onderdeel hebt gemaakt.

Bereken de regressiecoéfficiént van log (v) op log (L).

Er bestaat tussen L en v dus een verband van de vorm
log (v) = a-log (L) +b. Laat zien dat dit betekent dat v een machts-
functie is van L en stel een formule voor die machtsfunctie op.

Testen

Opgave 13

In een Amerikaans laboratorium heeft men proeven genomen
waarbij gelet werd op het verband tussen de hoogte van de be-
waartemperatuur F in graden Fahrenheit en de werkzaamheid W
van een bepaald geneesmiddel. Bij temperaturen van 30°, 50°, 70°
en 90° (Fahrenheit) werden drie porties van gelijk gewicht uit een-
zelfde productie 20 dagen bewaard. Na deze periode werd op iden-
tieke wijze de werkzaamheid van de porties vastgesteld. De werk-
zaamheid werd uitgedrukt in percentages van de werkzaamheid
zoals die was voor het bewaren.

Bewaartemperatuur F (°F) 30 50 70 90
Werkzaamheid W (%) 39,42,35 32,26,33 19,27,23 14,1921
Tabel 6.4
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Verwerk deze gegevens in een spreidingsdiagram en bereken de
correlatiecoéfficiént. Is er sprake van een correlatie tussen W
en F?

Stel de vergelijking op van de regressielijn van W op F. Waarom
ligt deze regressielijn meer voor de hand dan die van F op W?

Het verband tussen de temperatuur in graden Fahrenheit F
en die in graden Celsius C wordt zoals bekend gegeven door:
F =1,8C + 32.

Stel nu een vergelijking op van de regressielijn van W op C.

Is de correlatiecoéfficiént tussen W en C anders dan die tussen W
en F? Verklaar je antwoord.

Uit andere experimenten is gebleken dat de werkzaamheid bij een
vaste bewaartemperatuur exponentieel afhangt van de lengte van
de bewaarperiode.

Schat de gemiddelde werkzaamheid van porties die 40 dagen bij
een temperatuur van 20 °C zijn bewaard.

Practicum

Met deze practica leer je hoe je de de trendlijn met de grafische
rekenmachine tekent en berekent.

« Trendlijn, correlatie en de TI84

+ Trendlijn, correlatie en de Tinspire

« Trendlijn, correlatie en de Casio fx-CG50
« Trendlijn, correlatie en de HPprime

+ Trendlijn, correlatie en de NumWorks

Met het volgende practicum kun je zien hoe je de trendlijn en de
correlatiecoéfficiént in Excel berekent. Dat is handig als je een
grote set gegevens hebt. Je treft er ook in aan hoe je de regres-
sielijn, dat is de meest geschikte lijn door de puntenwolk, kunt
tekenen en er door Excel de vergelijking van kunt laten opstellen.
In Excel heet die lijn de ‘trendlijn’. In het volgende onderdeel hoor
je daar meer over.

« Correlatie en regressie

OPMERKING:

Natuurlijk is het veel mooier om een eigen dataset met gegevens
van leerlingen in jouw jaargroep te gebruiken. Die moet je dan wel
eerst zelf maken: statistisch onderzoek!
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2.7 Totaalbeeld

Samenvatten

Je hebt nu het onderwerp Hypothesen en verbanden doorge-
werkt. Er moet een totaalbeeld van deze leerstof ontstaan...

Ga na, of je al de bij dit onderwerp horende begrippen kent en weet
wat je er mee kunt doen. Ga ook na of je de activiteiten die staan
genoemd kunt uitvoeren. Maak een eigen samenvatting!

Merk op dat het nu ook nuttig is om de onderwerp ‘Discrete kans-
modellen’ en ‘Continue kansmodellen’ nog een keer te bekijken. In
veel opgaven worden zowel de normale verdeling als de binomiale
verdeling gebruikt.

Begrippenlijst

« begrip hypothese toetsen — nulhypothese en alternatieve hy-
pothese — fout van de eerste soort, kritiek gebied

« binomiale toets — significantieniveau — éénzijdig en tweezijdig
toetsen

« normale toetsing van het gemiddelde

« tekentoets — X2-toets — normale toets van het verschil

« spreidingsdiagram, puntenwolk — correlatiecoé&fficiént — lineair
statistisch verband

« lineaire regressie — regressielijn

Activiteitenlijst

« bij hypothese toetsen de kans op een fout van de eerst soort
bepalen

« een binomiale toets uitvoeren bij gegeven significantieniveau

« een normale toets van het gemiddelde uitvoeren bij gegeven
significantieniveau

+ een tekentoets, een X2-toets en een normale verschiltoets uit-
voeren

« onderzoeken of tussen twee statistische variabelen een lineair
verband zou kunnen bestaan met behulp van de correlatiecoéf-
ficiént

« de regressielijn opstellen bij een lineair verband tussen twee
statistische variabelen en het regressie-effect interpreteren

Achtergronden

In de inductieve statistiek probeer je om aan de hand van een
steekproef informatie omtrent de gehele populatie te krijgen. Maar
zo krijg je alleen beperkte informatie. De inductieve statistiek geeft
methoden om daarmee uitspraken over de populatie als geheel te
doen. Bekende methoden zijn hypothesen toetsen, schattingsme-
thoden, correlatie en regressie.

Francis Galton (1822—1911) richtte aan het Londense Univer-
sity College een leerstoel in de eugenetica op. De wiskundigen
die deze leerstoel bezetten hebben veel voor de ontwikkeling van
de mathematische statistiek betekend. Zij ontwikkelden vooral de
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methoden van statistische toetsing. Karl Pearson (1857—1936)
bedacht de chi-kwadraat-toets waarmee een antwoord kon wor-
den gegeven op de vraag hoe goed een theoretische verdeling
past bij de gevonden gegevens. Zijn opvolger Ronald Fischer
(1890—1962) en zijn volgelingen ontwikkelden methoden die ge-
schikt zijn voor kleine steekproeven en vonden diverse verdelingen
die juist voor die situatie geschikt zijn. Verder formuleerden zij de
principes van het hypothese toetsen en vonden een techniek die
bekend werd als de variantieanalyse. De variantieanalyse draaide
om het met wiskundige methoden scheiden van ‘echte effecten’
en ‘fouten’. Als een experiment een echt effect oplevert, blijkt uit
de methode hoe sterk dit effect is in verhouding tot de fout.

Vanaf de jaren '20 van de vorige eeuw werd de statistiek voor
wiskundigen een steeds volwaardiger onderwerp van onderzoek,
waardoor de methoden sterk werden verfijnd en een exacte-
re onderbouwing kregen. In 1928 publiceerden Jerzy Neyman
(1894—1981) en Egon Pearson (1895—1980) (zoon van Karl
Pearson) enkele geschriften waarin begrippen als ‘fout van de
tweede soort’ en ‘betrouwbaarheidsinterval’ werden ingevoerd. In
die tijd begon ook de industrie steeds meer de statistische me-
thoden toe te passen, met name bij kwaliteitscontrole. Bovendien
werd er gezocht naar steeds betere methoden om goede represen-
tatieve steekproeven te nemen.

Vanaf 1939 werd door Abraham Wald (1902—1950) de statisti-
sche beslissingstheorie ontwikkeld. Hierin werd de statistiek opge-
vat als een spel met de natuur als tegenstander. Hoewel dit een
zeer algemene theorie is wordt hij tegenwoordig door heel veel
statistici gebruikt.

Testen

Opgave 1

Een fabrikant beweert dat hoogstens 20% van de door hem ge-
leverde producten niet deugt. Omdat de fabrikant toegeeft dat
het percentage wel eens 20% zou kunnen zijn is de nulhypothese
Ho : p = 0,2. Om dit te toetsen kun je bijvoorbeeld een steekproef
van 40 producten nemen.

Hoe luidt de alternatieve hypothese?

Wat stelt p voor?

Als significantieniveau wordt 5% genomen.
Wat wil dat zeggen?

Bij welke aantallen wordt de nulhypothese verworpen?

Opgave 2

De belastingdienst beweert dat wel 30% van de Nederlanders op
enigerlei wijze de belasting ontduikt. Deze mening wil je toetsen
met een significantieniveau van 5%.

Bepaal het kritieke gebied in een steekproef van 400 Nederlanders.

Je neemt een steekproef van 20.000 Nederlanders die belasting
betalen. Bepaal ook nu het kritieke gebied.
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Opgave 3

In een tijdschrift stond: “In 2009 behaalde, landelijk gezien, 75%
van de kandidaten op het vwo die examen deden in het vak wis-
kunde A een voldoende.” Een zekere vwo-school had dat jaar 66
eindexamenkandidaten waarvan er 44 examen deden in wiskunde
A. Slechts 7 kandidaten behaalden een onvoldoende.

Bepaal de grootst mogelijke betrouwbaarheid waarmee je nog juist
aan de uitspraak gedaan in het tijdschrift mag twijfelen.

Opgave 4
Op het etiket van een pot jam staat dat het percentage rietsuiker 11,9 111 114 126
12,4% is. Om dit te controleren wordt het percentage rietsuiker van

. . . 11,6 11,4 11,7 11,8
20 willekeurige potten jam bepaald.

. . . 11,8 11,8 12,4 12,5
Formuleer de hypothesen in deze situatie. Je mag aannemen dat
het percentage rietsuiker normaal verdeeld is. 11,7 12,3 11.3 12,2
Schat met deze resultaten de standaardafwijking in het percentage 11.9 12,6 11,7 11,8
rietsuiker.
Tabel 7.1

Deze waarde van de standaardafwijking mag je bij de rest van deze
opgave blijven gebruiken.

Toets je hypothese met een significantieniveau a = 0,10.

Bij welk gemiddeld percentage zou de nulhypothese verworpen
worden?

Opgave 5

Een geldstuk is zuiver als de kans op munt gelijk is aan de kans op
kruis. Of dat zo is kun je onderzoeken door maar vaak genoeg met
dit geldstuk te gooien.

Is er met een significantie van 1% reden om aan te nemen dat het
geldstuk niet zuiver is als 47 van de 100 keer kruis gegooid wordt?

Stel je voor dat er 1000 keer wordt gegooid. Bij welk aantal keren
kruis is er nu reden om aan te nemen dat het geldstuk niet zuiver
is? Neem weer a = 0,01.
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Opgave 6

Op 9 november 1965 viel de stroom uit in New York City, een sto-
ring die 24 uur duurde: ‘The Great Blackout’. Negen maanden later
schreven de kranten over een geboortenexplosie in New York. De
tabel vermeldt het aantal geboorten in New York in een periode
van 270 tot 290 dagen na ‘The Great Blackout’, in augustus 1966.
Het gemiddelde aantal geboorten per dag, dat over deze periode
ongeveer 435 bedraagt, blijkt echter niet zoveel hoger te liggen
dan het gemiddelde over het jaar 1966 dat 430 bedraagt. Neem
aan dat het aantal geboorten per dag in New York City over het
gehele jaar 1966 redelijk constant is.

Laat zien, dat het aantal dagen in de periode van 4 tot en met
23 augustus waarop het gemiddelde boven het jaargemiddelde ligt
niet significant hoog is. Neem een significantieniveau van 5%.

In de 20 dagen voorafgaande aan 4 augustus 1966 bleek op zoveel
dagen het aantal geboorten kleiner te zijn dan 430, dat men van
een significante afwijking kan spreken bij een significantieniveau
van 5%.

Op hoeveel dagen was er sprake van een aantal geboorten bene-
den het gemiddelde?

4 augustus 1966 was een donderdag. Op de drie zondagen in de
periode van 4 tot en met 23 augustus 1966 was het aantal geboor-
ten kleiner dan 379. Neem aan dat het aantal geboorten in New
York normaal is verdeeld met een gemiddelde van 430 en een stan-
daardafwijking van 40 in de 50 weken die volgen op de periode van
4 tot en met 23 augustus 1966.

Toon aan, dat in twee decimalen nauwkeurig de kans dat op een
willekeurig gekozen dag het aantal geboorten kleiner dan 379 is,
gelijk is aan 0,10.

In de 50 zondagen die volgen op de periode van 4 tot en met 23 au-
gustus 1966 blijken er 10 zondagen te zijn met een aantal geboor-
ten kleiner dan 379.

Is het aantal zondagen met een geboorte kleiner dan 379 signifi-
cant hoog? Neem a = 5%.

Opgave 7

In 1947 hielden de wiskundigen Freudenthal en Sittig een statis-
tisch onderzoek ten behoeve van een nieuw maatsysteem voor
vrouwenkleding in opdracht van het warenhuis De Bijenkorf. Zij
lieten daarbij een grote verscheidenheid aan lichaamsmaten op-
meten van 5001 vrouwen. Zij vonden onder andere een sterke
correlatie tussen de ‘taille’ (de omtrek van het lichaam gemeten
ter hoogte van de navel) en de ‘bovenwijdte’ (de omtrek van het
lichaam gemeten ter hoogte van de borst). De gevonden correla-
tiecoéfficiént bedroeg ongeveer 0,9058.

In hun rapport ‘De juiste maat’ geven zij voor de bovenwijdte b
een gemiddelde van 97,99 cm met een standaardafwijking van
10,12 cm en voor de taille t een gemiddelde van 80,45 cm met
een standaardafwijking van 10,80 cm.
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dag

04/08
05/08
06/08
07/08
08/08
09/08
10/08
11/08
12/08
13/08
14/08
15/08
16/08
17/08
18/08
19/08
20/08
21/08
22/08
23/08

Tabel 7.2

aantal geboorten
448
466
377
344
448
438
455
468
462
405
377
451
497
458
429
434
410
351
467
508
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a Welke betekenis heeft deze hoge correlatie tussen b en t voor een
spreidingsdiagram van deze twee variabelen?

b Stel de vergelijking op van de regressielijn van b op t met de con-
stanten in twee decimalen nauwkeurig.

¢ Bereken met behulp van deze regressielijn de gemiddelde boven-
wijdte van een vrouw met een taille van 90 cm.

d Waarom zal er in dit geval maar een klein regressie-effect zijn?

Toepassen

Bij een statistisch onderzoek zoek of verzamel je data zodat onderzoeksvraag

je een uitspraak kunt doen over je onderzoeksvraag en een be-

trouwbare en begrijpelijke onderbouwing kunt geven. Bij de rap-

portage respecteer je altijd de privacy van deelnemers en ver- conclusies trekken data verzamelen
werk je de gegevens altijd anoniem.

Bij een onderzoek is het essentieel dat je een goede onder-
zoeksvraag hebt. Hierbij zoek je betrouwbare data. Deze data data analyseren
verwerk je tot een overzichtelijk geheel. Ze vormen de onderbou-

. . Figuur 7.1
wing van het antwoord op je onderzoeksvraag.

Je trekt conclusies die je onderbouwt met tabellen, grafieken, sta-
tistische maten en redeneringen.

Verwerk alles in een mooi rapport, een heldere presentatie of een
overzichtelijke poster.

Het is gebruikelijk een goed onderzoek te beéindigen met een kri-
tische reflectie.

Opgave 8: Statistisch onderzoek: CBS in de klas

Via Leren met het CBS kun je een databestanden vinden om sta-
tistisch onderzoek mee te doen.

a Kies één van de beschikbare databestanden en bedenk daarbij een
goede onderzoeksvraag.

b Voer het onderzoek uit, maak geschikte tabellen en diagrammen,
bereken passende centrum- en spreidingsmaten en trek conclu-
sies. Formuleer een antwoord op je onderzoeksvraag.

Opgave 9: Chicago marathon 2016

Elke grote stad kent een marathon. Zo ook de stad Chicago. De re-
sultaten van de Chicago Marathon 2016 (ruim 40000 atleten) staan
in dit Excel-document. Je kunt nu aan de slag met grafieken ma-
ken, statistische maten berekenen, groepen vergelijken.

a Formuleer een geschikte onderzoeksvraag.

b Voer een eigen statistisch onderzoek uit met deze gegevens.
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Opgave 10: Examenresultaten van een school

In het bestand HAVO examenresultaten vind je de eindexamen-
resultaten van de HAVO afdeling van een grote scholengemeen-
schap in NL.

Hiermee kun je op zoek gaan naar bijvoorbeeld

« of eris verschil tussen de natuurkunderesultaten bij leerlingen
met wiskunde A en leerlingen met wiskunde B;

« of er verschillen zijn tussen jongens en meisjes bij een bepaald
vak;

« of er een correlatie is tussen de cijfers bij maatschappijweten-
schappen en geschiedenis;

« en nog veel meer.

Formuleer een geschikte onderzoeksvraag.
Voer een eigen statistisch onderzoek uit met deze gegevens.

Examen

Opgave 11: Basketballen

Jaarlijks controleert de materiaalcommissaris of de ballen van Flits
voldoen aan de eisen die de basketbalbond stelt. Deze zijn:

De omtrek van de bal mag niet minder bedragen dan 75 cm en
niet meer dan 78 cm. Het gewicht mag niet minder zijn dan 600 g
en niet meer dan 650 g.

Bij zo'n controle komt hij tot de ontdekking dat het gewicht van
de ballen klopt, maar dat de omtrek van 15 ballen niet in orde is.
Omdat hierbij ook een redelijk aantal nieuwe ballen is, stelt hij zich
in verbinding met de leverancier: het bedrijf Balfa. Dit bedrijf be-
weert dat het dagelijks 125 ballen produceert, waarvan de omtrek
normaal verdeeld is met een gemiddelde van 76,5 cm en een stan-
daarddeviatie van 0,70 cm. Neem aan dat deze gegevens juist zijn.

Toon aan dat men kan verwachten dat 4 ballen in de dagproductie
niet voldoen aan de eisen die de bond stelt aan de omtrek.

Bereken in procenten nauwkeurig de kans dat in een aselecte
steekproef van 5 door Balfa gemaakte ballen, elke bal voldoet aan
de eisen die de bond stelt aan de omtrek.

Op grond van de eigen gegevens beweert de verkoper van Balfa
dat gemiddeld hoogstens één op de twintig ballen niet aan alle
eisen van de bond voldoet. De materiaalcommissaris heeft zo zijn
twijfels. Zij spreken met elkaar af de bewering van de verkoper te
toetsen door middel van een aselecte steekproef van 15 stuks bij
een significantieniveau van 5%. Indien het resultaat de verkoperin
het ongelijk stelt, krijgt Flits de 15 nieuwe ballen uit de steekproef
gratis.

X is het aantal ballen in de steekproef dat niet voldoet aan de eisen
van de bond.

Bereken de kleinste waarde van X waarbij Flits de ballen gratis
krijgt.

(bron: examen wiskunde A vwo 1990, tweede tijdvak)
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Opgave 12: Kwaliteitscontrole

In een fabriek worden plastic zakken gevuld met suiker. De vulma-
chine staat afgesteld op 510 gram. Neem aan dat het gewicht van
de zakken suiker normaal verdeeld is met een gemiddelde p van
510 gram en een standaardafwijking o van 4 gram.

Bereken hoeveel procent van alle zakken een gewicht minder dan
500 gram zal hebben.

Om de kwaliteit van het vulproces te bewaken, wordt elk uur een
aselecte steekproef van 5 zakken suiker genomen. Van elke zak
noteert men het gewicht. Ook wordt van de steekproef het totale
gewicht T berekend.

Bereken de kans dat het totale gewicht van de steekproef minder
is dan 2525 gram.

Verder bepaalt men van elke steekproef het gemiddelde gewicht
X en de spreidingsbreedte R (dat is het verschil tussen de groot-
ste en de kleinste meting). Men noteert al deze gegevens op een
controlekaart, de X/R-kaart. Op de X/R-kaart hieronder staan de
meetresultaten van 10 steekproeven. ledere steekproef bestaat uit
5 zakken. Op de controlekaart worden de afwijkingen van 500 gram
bij ieder van deze 5 zakken genoteerd als xq, X5, X3, X4 €n Xz.
Zo heeft de derde zak van de tweede steekproef een gewicht van
509 gram. Dit is genoteerd als 9.

Het gemiddelde van de eerste steekproef is 509,6 gram. Dit wordt
dan genoteerd als 9,6. De spreidingsbreedte van de eerste steek-
proef is 515-504 = 11 gram.

steakproafnr . 3 4 5 5] 7 B 9 10
Xq 12 g 10 8 1 9] 12 2 5 12
X2 15_ 12 1'3_ ]3_ 12 14_ 11_ 11 B_ 12
X3 81 15 11 gl 4P 7 4 7 13
Xy 4 12 12) 6 8| ' 16, 10 9| g
Xg 10 15 H h 10 [ ] 3 10 16 b
totaal T 4H =] &8 43 &0 53 449 42 45 50
gemiddelde ¥ 96 11,2116 86 10| 106 98 &4 9] 10
spraidingsbr R 11 7 7 b 0 N 13 9 11 g
controle-
grans 16
14
% L '—v-""’l = \ NP -, (I
J; 12 .-“"‘L T L
controle- B
grens g
28
24
= COENEE o | s i s e e B i e R i B T G )
o grans pi
L 16 =
= e F-__.‘ e e
s \\-'__"-‘K\\I / v J""“\--..,q_-
a :
Figuur 7.2

Bij steekproef nummer 6 zijn enkele gegevens onleesbaar gewor-
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den.

Welke getallen kunnen hier bijvoorbeeld gestaan hebben? Licht je
antwoord toe.

Bij de controle van het vulproces met behulp van de x/R-kaart let
men erop of X of R de zogeheten controlegrenzen overschrijden.
Deze controlegrenzen zijn in de grafieken met stippellijnen aange-
geven. Zodra bij een steekproef een van deze grenzen overschre-
den wordt, slaat men alarm.

Op een gegeven moment slaat men alarm bij een steekproef, ter-
wijl met de waarde van X niets mis is.

Wat zouden de vijf gewichten in deze steekproef bijvoorbeeld kun-
nen zijn? Licht je antwoord toe.

De zakken zijn bedrukt met het bedrijfslogo. Soms is dit logo on-
scherp afgedrukt. Volgens de afdeling Verpakkingen heeft 5% van
de zakken een onscherp logo. Een werknemer van die afdeling ver-
moedt echter dat dit percentage hoger is dan 5%. Er wordt een
steekproef getrokken van 50 zakken. Op 6 van de 50 zakken is het
bedrijfslogo onscherp.

Onderzoek of de 6 zakken met het onscherpe bedrijfslogo voldoen-
de aanleiding zijn om de werknemer in het gelijk te stellen. Neem
als significantieniveau a = 0,025.

(bron: examen wiskunde A vwo 2001, eerste tijdvak, opgave 3)
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Opgave 13: Vakkenkeuze

In het voorjaar van 1994 zijn bij een onderzoek naar vakkenkeuze
344 jongens en 493 meisjes ondervraagd die toen eindexamen ha-
vo deden. Nederlands was voor iedereen verplicht. Havo-leerlingen
moesten naast Nederlands nog ten minste 5 andere vakken kiezen.
In deze tabel is te zien door hoeveel procent van de ondervraagden
de andere vakken zijn gekozen.

Vakkenkeuze van jongens en meisjes op havo

vak jongens (in %) meisjes (in %)
Duits 31,1 46,7
Engels 98,8 97,6
Frans 10,2 38,5
Aardrijkskunde 19,2 28,2
Geschiedenis 25,3 30,2
Economie 60,2 47,9
Handelswetenschappen 43,0 29,8
Wiskunde A 43,3 62,3
Wiskunde B 54,7 22,3
Biologie 23,5 45,2
Natuurkunde 57,6 17,0
Scheikunde 42,2 24,5
Tekenen 7,0 15,2
Maatschappijleer 2,9 4,5
Muziek 0,9 3,4
Handenarbeid 2,3 4,9
Textiele werkvormen 0,0 0,4
Spaans 0,0 0,6
Tabel 7.3

Toon aan dat van de ondervraagde leerlingen meer meisjes dan
jongens economie deden.

De meeste leerlingen hadden naast Nederlands 5 vakken gekozen.
Sommige leerlingen hadden naast Nederlands 6 vakken gekozen.
Geen van de leerlingen had naast Nederlands meer dan 6 vakken
gekozen.

Bereken hoeveel procent van de ondervraagde meisjes een extra
vak deed.

Bij het onderzoek werd ook gevraagd of je, als je opnieuw zou mo-
gen kiezen, weer precies hetzelfde vakkenpakket gekozen zou heb-
ben. De onderzoekers vermoedden dat ten minste de helft van de
kandidaten ontevreden was over hun huidige pakket. Een onder-
wijsdeskundige was het daar niet mee eens. Kort voor het onder-
zoek beweerde hij dat minder dan de helft van alle havo-eindexa-
menkandidaten achteraf liever een ander pakket gekozen zou heb-
ben.
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Neem aan dat de groep van 837 ondervraagde leerlingen een ase-
lecte steekproef vormt uit alle havo-eindexamenkandidaten. Van
deze groep zouden 359 leerlingen een ander pakket gekozen heb-
ben, zo bleek uit het onderzoek.

Onderzoek of bij een significantieniveau van 1% het onderzoeks-
resultaat voldoende aanleiding geeft om de onderwijsdeskundige
gelijk te geven.

(bron: examen wiskunde A vwo 2001, tweede tijdvak, opgave 1, gedeelte)

Opgave 14: Stoppen met roken

Veel mensen beginnen op jonge leeftijd met roken en proberen
daar op latere leeftijd weer mee op te houden. Dat lukt niet altijd.
Het Centraal Bureau voor de Statistiek (CBS) publiceert regelma-
tig cijfers waarmee het rookgedrag van Nederlanders kan worden
bestudeerd. In de tabel vind je enkele getallen.

rokers en aantallen sigaretten

jaar 2001 2005
aantal Nederlanders, in miljoenen 16,0 16,3
percentage rokers 33,3% 29,5%

gemiddeld aantal sigaretten per roker per jaar 4526 4271

Tabel 7.4

Bereken met hoeveel procent het totale aantal gerookte sigaretten
in 2005 is afgenomen ten opzichte van 2001.

Er zijn veel hulpmiddelen om minder te gaan roken of er zelfs he-
lemaal mee te stoppen. Eén daarvan is het gebruik van tabletten
van het merk Fumostop. Om na te gaan of Fumostop een middel
is dat inderdaad helpt, wordt het volgende onderzoek uitgevoerd.
Uit alle zware rokers wordt aselect een groep van 18 proefperso-
nen gekozen. Elke proefpersoon krijgt 10 tabletten die uiterlijk niet
van elkaar verschillen. De tabletten zijn verpakt in doordrukstrips
met bij elk tablet een nummer.

OO 0000
OO 0O 00

Figuur 7.3

Elke proefpersoon moet 10 dagen lang iedere dag bij het opstaan
één willekeurig gekozen tablet innemen, het nummer van dat ta-
blet noteren en bijhouden hoeveel sigaretten hij die dag rookt. Wat
de proefpersonen niet weten maar de onderzoekers wel, is dat 5
van de tabletten inderdaad van het merk Fumostop zijn. De ande-
re 5 tabletten bevatten geen enkele werkzame stof. We geven de
‘echte’ tabletten aan met F en de andere tabletten met NF. Aan de
genoteerde tablethummers kunnen de onderzoekers zien wanneer
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de F- en de NF-tabletten ingenomen zijn.

Nico is één van de 18 proefpersonen. De mogelijkheid bestaat dat
hij om de dag een F-tablet inneemt, waarmee bedoeld wordt dat hij
de ene dag een F-tablet en de andere dag een NF-tablet inneemt.

Bereken de kans dat hij om de dag een F-tablet inneemt.

De proefpersonen kiezen hun tabletten iedere dag dus volledig ase-
lect. Het kan dus gebeuren dat een proefpersoon de eerste dag een
van de tabletten met nummer 1 of nummer 2 kiest.

Bereken hoe groot de kans is dat 6 of meer proefpersonen op de
eerste dag van het onderzoek een van de tabletten met nummer
1 of 2 kiezen.

De onderzoekers vermoeden dat het gebruik van F-tabletten leidt
tot het roken van minder sigaretten. Om dat na te gaan, wordt
van elke proefpersoon bijgehouden hoeveel sigaretten hij in totaal
heeft gerookt op de vijf dagen met een F-tablet en op de vijf dagen
met een NF-tablet. Het resultaat vind je in de tabel hieronder.

aantal sigaretten
proefpersoon 1 2 3 4 5 6 7 8 9

bijgebruikvan 106 90 109 72 103 118 124 103 89
F-tabletten

bijgebruikvan 112 108 132 92 96 120 145 129 101
NF-tabletten

proefpersoon 10 11 12 13 14 15 16 17 18

bijgebruikvan 87 92 145 101 100 97 112 104 101
F-tabletten

bijgebruik van 104 127 138 124 121 139 100 93 118
NF-tabletten

Tabel 7.5

Onderzoek met behulp van een tekentoets of er voldoende aan-
leiding is om het vermoeden van de onderzoekers te bevestigen.
Neem hierbij als significantieniveau 5%.

Van de mensen die in 2006 rookten, rookte 24,5% per dag 20 si-
garetten of meer. Rokers rookten toen gemiddeld 11,4 sigaretten
per dag. Tine wil onderzoeken of het aantal sigaretten per dag nor-
maal verdeeld zou kunnen zijn. Ze bedenkt de volgende aanpak:
“Als er sprake is van een normale verdeling, dan kan ik de bijbeho-
rende standaardafwijking berekenen. Daarna kan ik nagaan of die
waarde - in combinatie met dat gemiddelde 11,4 - tot een conclusie
leidt.”

Bereken die standaardafwijking en toon daarmee aan dat het aan-
tal sigaretten dat een roker per dag in 2006 rookte, niet normaal
verdeeld kan zijn.

(bron: examen wiskunde A vwo 2010, eerste tijdvak)
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