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1.1 Rekenen met variabelen

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2Voorbeeld 3

Verkennen

Opgave V1

Bekijk deze luciferfiguur. Hij is gemaakt van rode lucifers met

een lengte van 𝑎 cm en groene lucifers met een lengte van

𝑏 cm.

a Hoeveel bedraagt de omtrek van deze figuur?

6𝑎 + 4𝑏 cm.

b Hoeveel bedraagt de oppervlakte van het gebied binnen de figuur?

𝑎2 + 4𝑎𝑏

c Neem nu aan dat 𝑎 = 3 cm en 𝑏 = 5 cm. Hoeveel bedraagt dan de omtrek van de figuur?

6 ⋅ 3 + 4 ⋅ 5 = 38 cm.

d Neem nu aan dat 𝑎 = 3 cm en 𝑏 = 5 cm. Hoeveel bedraagt dan de oppervlakte van de

figuur?

32 + 4 ⋅ 3 ⋅ 5 = 69 cm2.

Opgave V2

Van een rechthoek is de oppervlakte 24 cm2 en de omtrek 22 cm.

Hoe groot zijn de lengte en de breedte van die rechthoek?

8 en 3 cm.
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Theorie

Opgave 1

Bekijk in de Uitleg hoe je met variabelen rekent. Let er op dat je gelijksoortige termen zo­

veel mogelijk samenneemt. Met luciferfiguren kun je het rekenen met variabelen zichtbaar

maken.

Je ziet hier drie luciferfiguren. De korte lucifers hebben lengte 𝑎, de lange hebben lengte 𝑏.

Figuur I

Figuur II

Figuur III

a Bepaal van deze drie luciferfiguren de omtrek. Schrijf de gevonden uitdrukking zo kort mo­

gelijk.

Figuur I: 4𝑎 + 2𝑏 + 𝑎+ 𝑏+ 𝑎+ 𝑏 = 6𝑎 + 4𝑏
Figuur II: 4𝑎 + 4𝑏
Figuur III: 3𝑎 + 𝑏+ 3𝑎 + 3𝑏 = 6𝑎 + 4𝑏

b Neem nu aan dat 𝑎 = 3 cm en 𝑏 = 5 cm. Hoeveel bedraagt dan de omtrek van elke figuur?

Figuur I: 6 ⋅ 3 + 4 ⋅ 5 = 38 cm.

Figuur II: 4 ⋅ 3 + 4 ⋅ 5 = 32 cm.

Figuur III: 38 cm, want even grote omtrek als figuur I.

c Waarom is het herleiden van de uitdrukkingen met variabelen handig?

Je hebt dan minder rekenwerk bij het invullen van getallen voor de variabelen.

d Bepaal van deze drie luciferfiguren de oppervlakte. Schrijf de gevonden uitdrukking zo kort

mogelijk.

Figuur I: 𝑎 ⋅ 𝑎 + 3 ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑎2 + 3𝑎𝑏
Figuur II: 𝑎 ⋅ 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑏 = 𝑎2 + 𝑏2

Figuur III: 2 ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑎 + 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑏 ⋅ 𝑏 = 2𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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e Neem nu aan dat 𝑎 = 3 cm en 𝑏 = 5 cm. Hoeveel bedraagt dan de oppervlakte van elke

figuur?

Figuur I: 32 + 3 ⋅ 3 ⋅ 5 = 54 cm2.

Figuur II: 32 + 52 = 34 cm2.

Figuur II: 2 ⋅ 32 + 3 ⋅ 5 + 52 = 58 cm2.

Opgave 2

In de Uitleg zie je voorbeelden van het rekenen met variabelen.

a Laat zien, dat 2𝑎 + 5𝑎 = 7𝑎.

2𝑎 = 𝑎+𝑎 en 5𝑎 = 𝑎+𝑎+𝑎+𝑎+𝑎. Als je dit optelt krijg je 𝑎+𝑎+𝑎+𝑎+𝑎+𝑎+𝑎 = 7𝑎.

b Laat zien, dat 2𝑎 + 5𝑏 + 3𝑎 + 4𝑏 = 5𝑎 + 9𝑏.

Eerst de wisseleigenschap toepassen: 2𝑎 + 5𝑏 + 3𝑎 + 4𝑏 = 2𝑎 + 3𝑎 + 5𝑏 + 4𝑏. Dan

gelijksoortige termen samennemen: 2𝑎 + 3𝑎 = 5𝑎 en 5𝑏 + 4𝑏 = 9𝑏.

Herleid nu zelf:

c 18𝑎 + 6𝑏 + 10𝑎 + 4𝑏

18𝑎 + 6𝑏 + 10𝑎 + 4𝑏 = 28𝑎 + 10𝑏

d 12𝑝 + 6𝑞 + 10𝑝+ 4𝑝

12𝑝+ 6𝑞 + 10𝑝+ 4𝑝 = 26𝑝+ 6𝑞

e 𝑥+ 3𝑦+ 5𝑦+ 8𝑥+ 7𝑦

𝑥+ 3𝑦+ 5𝑦+ 8𝑥+ 7𝑦 = 9𝑥+ 15𝑦

f 𝑎𝑏 + 𝑏2 + 3𝑎𝑏 + 𝑏2

𝑎𝑏 + 𝑏2 + 3𝑎𝑏 + 𝑏2 = 4𝑎𝑏 + 2𝑏2

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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Opgave 3

Bekijk in Voorbeeld 1 hoe je variabelen optelt en vermenigvuldigt. Herleid nu zelf:

a 3𝑎 + 12𝑏 + 2𝑎 + 4𝑏

3𝑎 + 12𝑏 + 2𝑎 + 4𝑏 = 5𝑎 + 16𝑏

b 8𝑝 + 𝑞+ 2𝑝+ 𝑞

8𝑝+ 𝑞+ 2𝑝+ 𝑞 = 10𝑝+ 2𝑞

c 4𝑎 ⋅ 3𝑏

4𝑎 ⋅ 3𝑏 = 12𝑎𝑏

d 4𝑎 ⋅ 3𝑏 + 5𝑎 ⋅ 2𝑏

4𝑎 ⋅ 3𝑏 + 5𝑎 ⋅ 2𝑏 = 12𝑎𝑏 + 10𝑎𝑏 = 22𝑎𝑏

e 4𝑎 ⋅ 3𝑏 + 5𝑎 ⋅ 2𝑎

4𝑎 ⋅ 3𝑏 + 5𝑎 ⋅ 2𝑎 = 12𝑎𝑏 + 10𝑎2

f 6𝑝 ⋅ 2𝑞 + 4𝑞 ⋅ 𝑝

6𝑝 ⋅ 2𝑞 + 4𝑞 ⋅ 𝑝 = 12𝑝𝑞 + 4𝑝𝑞 = 16𝑝𝑞

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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Opgave 4

a

b

a
3

a
2
b

ab

In de figuur hiernaast ontbreken nog enkele uitdrukkingen.

Hij staat ook op het werkblad.

a Schrijf bij elke figuur de juiste uitdrukking.

Zie figuur.

a

b

a
2

b
2

a
3

b
3

a
2
b

ab

ba

2
ab

b Leg uit waarom 𝑎𝑏2 en 𝑎2𝑏 geen gelijksoortige termen zijn.

Je ziet het verschil meteen in de figuren. Bovendien is 𝑎2𝑏 = 𝑎𝑎𝑏 en 𝑎𝑏2 = 𝑎𝑏𝑏.

c Hoe volgt uit de figuur dat 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎?

De oppervlakte van beide rechthoeken is hetzelfde.

Opgave 5

Herleid:

a 7𝑏 + 𝑏

7𝑏 + 𝑏 = 8𝑏

b 2𝑎𝑏𝑐 + 8𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑎𝑐

2𝑎𝑏𝑐 + 8𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑎𝑐 = 11𝑎𝑏𝑐

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
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c 12𝑝 ⋅ 4𝑞 + 3𝑞𝑝

12𝑝 ⋅ 4𝑞 + 3𝑞𝑝 = 51𝑝𝑞

d 3𝑎𝑏2 + 2𝑎2𝑏 + 𝑎2𝑏 + 4𝑎𝑏2

3𝑎𝑏2 + 2𝑎2𝑏 + 𝑎2𝑏 + 4𝑎𝑏2 = 7𝑎𝑏2 + 3𝑎2𝑏

e 4𝑥 ⋅ 3𝑦 + 2𝑥 ⋅ 𝑥 + 𝑦 ⋅ 2𝑥

4𝑥 ⋅ 3𝑦 + 2𝑥 ⋅ 𝑥 + 𝑦 ⋅ 2𝑥 = 14𝑥𝑦+ 2𝑥2

f 2𝑥 ⋅ 𝑥 + 𝑥+ 4𝑥2 + 5𝑥

2𝑥 ⋅ 𝑥 + 𝑥+ 4𝑥2 + 5𝑥 = 6𝑥2 + 6𝑥

Opgave 6

Bekijk in Voorbeeld 2 hoe je met mintekens werkt bij het herleiden. Herleid nu zelf:

a -7𝑝 − 5𝑝

-7𝑝 + -5𝑝 = -12𝑝

b -7𝑝 ⋅ -5𝑝

35𝑝2

c 3𝑎 − 5𝑏 + 2𝑎 + 7𝑏

3𝑎 + 2𝑎 + -5𝑏 + 7𝑏 = 5𝑎 + 2𝑏

d 3 + 2𝑥 − 5𝑥− 7

3 + -7 + 2𝑥 + -5𝑥 = -4 − 3𝑥

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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e 4𝑥 ⋅ 2𝑦 − 3𝑦 ⋅ -7𝑦

4𝑥 ⋅ 2𝑦 − 3𝑦 ⋅ -7𝑦 = 8𝑥𝑦− -21𝑦2

f 3𝑎𝑏 − 5𝑎 ⋅ 2𝑏 + 𝑎𝑏

3𝑎𝑏 − 5𝑎 ⋅ 2𝑏 + 𝑎𝑏 = 3𝑎𝑏 + -10𝑎𝑏 + 𝑎𝑏 = -6𝑎𝑏

Opgave 7

Met behulp van AlgebraKIT kun je het herleiden van uitdrukkingen oefenen. In het Practi­

cum kun je dit doen.

Doen, ga door tot je (vrijwel) geen fouten meer maakt.

Opgave 8

Herleid:

a 6𝑝 ⋅ 3𝑞 − 3𝑝 ⋅ -4𝑞

6𝑝 ⋅ 3𝑞 − 3𝑝 ⋅ -4𝑞 = 18𝑝𝑞 + 12𝑝𝑞 = 30𝑝𝑞

b -5𝑥𝑦− 3𝑥 ⋅ -2𝑦

-5𝑥𝑦− 3𝑥 ⋅ -2𝑦 = -5𝑥𝑦+ 6𝑥𝑦 = 𝑥𝑦

c -3 ⋅ -2𝑝 − 6 ⋅ -8𝑝

-3 ⋅ -2𝑝 − 6 ⋅ -8𝑝 = 6𝑝+ 48𝑝 = 54𝑝

d -3 − 2𝑝− 6 − 8𝑝

-3 − 2𝑝− 6 − 8𝑝 = -3 + -6 + -2𝑝 + -8𝑝 = -9 + -10𝑝 = -9 − 10𝑝

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=extra
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=extra
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e 4𝑎𝑏 ⋅ 𝑏 − 𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 2𝑏 − 3𝑎𝑏 ⋅ 𝑎 + 2𝑎 ⋅ 3𝑏2

4𝑎𝑏 ⋅ 𝑏 − 𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 2𝑏 − 3𝑎𝑏 ⋅ 𝑎 + 2𝑎 ⋅ 3𝑏2 = 4𝑎𝑏2 − 2𝑎𝑏2 + 6𝑎𝑏2 − 3𝑎2𝑏 = 8𝑎𝑏2 − 3𝑎2𝑏

f 𝑎𝑏 ⋅ 𝑐 + 2𝑏 ⋅ 𝑎𝑐 − 3𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑏 ⋅ 𝑐 + 2𝑏 ⋅ 𝑎𝑐 − 3𝑎𝑏𝑐 = 1𝑎𝑏𝑐 + 2𝑎𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏𝑐 = 0

Opgave 9

𝑙 𝑏 𝑙 ⋅ 𝑏 𝑙 + 𝑏

1 24 24 25

2 24

3 24

4 24

6 24

... 24

InVoorbeeld 3wordt het probleem vanOpgave 2 nog eens beke­

ken. Om het probleem overzichtelijker te maken worden variabelen

ingevoerd.

a De formule die te maken heeft met de omtrek van de rechthoek

kun je vereenvoudigen. Laat dat zien.

Je kunt aan beide zijden delen door 2. Dat levert op 𝑙+𝑏 = 11.

b Maak een tabel zoals die hiernaast.

Doen.

c Waarom wordt in de tabel uitgegaan van een vaste oppervlakte en niet van een vast getal

voor omtrek?

Omdat er bij het vermenigvuldigen van twee gehele getallen minder mogelijkheden

zijn, dan bij het optellen van twee getallen.

d Welke twee getallen voldoen aan beide formules?

3 en 8.

e In dit geval kwamen zowel de lengte als de breedte op gehele getallen uit. Hoe ga je verder

als dit niet het geval is?

Dan moet je gaan inklemmen met behulp van de tabel.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=3
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Opgave 10

Van een rechthoek is de omtrek 152 cm en de lengte en de breedte verschillen 32 cm.

Bereken de lengte en de breedte van deze rechthoek.

Je vindt 𝑙 + 𝑏 = 76 en 𝑙 − 𝑏 = 32.

Je kunt nu systematisch gaan zoeken met een tabel.

Maar misschien zie je wel dat uit deze twee formules volgt 2𝑙 = 108. Je vindt dan 𝑙 = 54
cm en 𝑏 = 22 cm.

Verwerken

Opgave 11

Je ziet hier twee luciferfiguren. De korte lucifers hebben lengte 𝑎, de lange hebben lengte

𝑏.

Figuur I Figuur II

a Schrijf van beide figuren zowel de omtrek als de oppervlakte op. Herleid alle uitdrukkingen

tot ze zo kort mogelijk zijn.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

Figuur I:

De omtrek is 6𝑎 + 6𝑏 en de oppervlakte is 2𝑎2 + 6𝑎𝑏.

Figuur II:

De omtrek is 6𝑎 + 6𝑏 en de oppervlakte is 2𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 2𝑏2.

b Neem aan dat 𝑎 = 4 en 𝑏 = 7. Bereken nu van beide figuren zowel de omtrek als de

oppervlakte.

Figuur I:

De omtrek is 66 cm en de oppervlakte is 200 cm2.

Figuur II:

De omtrek is 66 cm en de oppervlakte is 186 cm2.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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Opgave 12

Herleid:

a 7𝑥 + 20𝑥

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

7𝑥 + 20𝑥 = 27𝑥

b 7𝑥 ⋅ 20𝑥

7𝑥 ⋅ 20𝑥 = 140𝑥2

c 7𝑥 ⋅ 20𝑦

7𝑥 ⋅ 20𝑦 = 140𝑥𝑦

d 6𝑥 − 𝑥

6𝑥 − 𝑥 = 5𝑥

e 6𝑥 ⋅ -10𝑥𝑦

6𝑥 ⋅ -10𝑥𝑦 = -60𝑥2𝑦

f 6𝑥 ⋅ -20𝑥 − 15𝑥 ⋅ -10𝑥

6𝑥 ⋅ -20𝑥 − 15𝑥 ⋅ -10𝑥 = -120𝑥2 + 150𝑥2 = 30𝑥2

g -𝑥 ⋅ 5𝑦 + 3𝑦 ⋅ 2𝑥

-𝑥 ⋅ 5𝑦 + 3𝑦 ⋅ 2𝑥 = -5𝑥𝑦+ 6𝑥𝑦 = 𝑥𝑦

h -𝑥 ⋅ 5𝑦 + 3𝑦 ⋅ 2𝑦

-𝑥 ⋅ 5𝑦 + 3𝑦 ⋅ 2𝑦 = -5𝑥𝑦+ 6𝑦2

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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Opgave 13

Bereken voor 𝑝 = 10, 𝑞 = 5 en 𝑝 = -2:

a 4𝑝 ⋅ -2𝑞 + 6𝑞 ⋅ 𝑝

Eerst herleiden tot -2𝑝𝑞 en dan substitueren. Je vindt -100.

b 3𝑝 ⋅ -5𝑞 ⋅ 𝑟

Eerst herleiden tot -15𝑝𝑞𝑟 en dan substitueren. Je vindt 1500.

c 5𝑞 ⋅ 3𝑟 ⋅ 𝑝 − 3𝑝 ⋅ 2𝑞 ⋅ 𝑟

Eerst herleiden tot 9𝑝𝑞𝑟 en dan substitueren. Je vindt -900.

d 3𝑝 ⋅ 2𝑟2 − 4𝑝𝑟 ⋅ 8𝑟

Eerst herleiden tot -26𝑝𝑟2 en dan substitueren. Je vindt -1040.

e 6𝑟2 + 3𝑝− 3𝑟 ⋅ 2𝑟

Eerst herleiden tot 3𝑝 en dan substitueren. Je vindt 30.

f 4𝑝𝑞 ⋅ 6𝑞𝑟 − 3𝑝𝑟 ⋅ 8𝑞2

Eerst herleiden tot 0 en dan ben je meteen klaar.

Opgave 14

Van een rechthoek is de oppervlakte 104 cm2 en de lengte en de breedte verschillen 5 cm.

Bereken de lengte en de breedte van deze rechthoek.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 3.

Je vindt 𝑙 ⋅ 𝑏 = 104 en 𝑙 − 𝑏 = 5.

Je kunt nu systematisch gaan zoeken met een tabel. Je vindt 𝑙 = 13 en 𝑏 = 8.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=3
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Opgave 15

Kees en Jochum zijn samen 118 jaar oud. Kees is 16 jaar ouder dan Jochum.

Bereken hun leeftijden.

Je vindt 𝑘 + 𝑗 = 118 en 𝑘 − 𝑗 = 16.

Je vindt dat Kees 67 jaar en Jochum 51 jaar oud is.

Toepassen

Je ziet hier het begin van een serie luciferfiguren waar regelmaat in zit. Die regelmaat kun je

beschrijven met een formule voor het aantal lucifers 𝑎 afhankelijk van het figuurnummer 𝑛.

Daarmee kun je vragen beantwoorden als: “Vanaf welk figuurnummer liggen er meer dan

1000 lucifers?”

1 2 3 4

Opgave 16: Luciferpatroon (1)

Bekijk het begin van de serie luciferfiguren hierboven en zet het patroon voort.

a Hoeveel lucifers bevat figuur nummer 10?

40

b Stel een formule op voor het aantal lucifers 𝑎 afhankelijk van het nummer 𝑛 van de figuur.

𝑎 = 4𝑛

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
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c Vanaf welk figuurnummer heb je meer dan 1000 lucifers nodig om die figuur te leggen?

Vanaf nummer 251.

Opgave 17: Luciferpatroon (2)

Hier zie je het begin van een ander luciferpatroon.

1 2 3 4

a Hoeveel lucifers bevat nu figuurnummer 10?

220

b Stel een formule op voor het aantal lucifers 𝑎 afhankelijk van het nummer 𝑛 van de figuur.

𝑎 = 𝑛 ⋅ (2𝑛 + 2) of 𝑎 = 2𝑛2 + 2𝑛.

c Vanaf welk figuurnummer heb je meer dan 1000 lucifers nodig om die figuur te leggen?

Maak een tabel. Je vindt dat dit vanaf nummer 22 het geval is.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015


REKENEN EN ALGEBRA � ALGEBRA � REKENEN MET VARIABELEN

WISKUNDE EERSTE FASE VWO VARIABELE LUCIFERPATRONEN 17

Opgave 18: Luciferpatroon (3)

Hier zie je het begin van weer een ander luciferpatroon.

1 2 3 4

a Hoeveel lucifers bevat nu figuurnummer 10?

130

b Stel een formule op voor het aantal lucifers 𝑎 afhankelijk van het nummer 𝑛 van de figuur.

𝑎 = 𝑛 ⋅ (𝑛 + 3) of 𝑎 = 𝑛2 + 3𝑛.

c Vanaf welk figuurnummer heb je meer dan 1000 lucifers nodig om die figuur te leggen?

Maak een tabel. Je vindt dat dit vanaf nummer 31 het geval is.

Practicum

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het optellen, aftrekken en vermenigvuldigen van

termen. Je kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave zelf op papier.

Met ‘Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met krijg je een nieuwe opgave.

AlgebraKIT

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015&repo=m4a2015&item=extra
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1.2 Breuken

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2

Verkennen

Opgave V1

Je kunt al rekenen met de breuken. Neem bijvoorbeeld
5
6 en

3
4.

a Bereken de som van beide breuken.

Maak beide breuken eerst gelijknamig.
5
6 +

3
4 =

10
12 +

9
12 =

19
12.

b Bereken
5
6 −

3
4, het verschil van deze breuken.

5
6 −

3
4 =

10
12 −

9
12 =

1
12.

c Hoeveel is het product van beide breuken?

5
6 ×

3
4 =

5
8 (teller en noemer delen door 3).

d Bereken het quotiënt van beide breuken, deel de grootste door de kleinste.

Maak beide breuken eerst gelijknamig.
5
6⁄

3
4 =

10
12⁄

9
12 =

10
9 .

Opgave V2

Je kunt op dezelfde manier rekenen met breuken waarin variabelen voorkomen. Werk met

de breuken
5
𝑎 en

3
𝑏. Neem aan dat 𝑎 ≠ 0 en 𝑏 ≠ 0.

a Bereken de som van beide breuken.

Maak beide breuken eerst gelijknamig.
5
𝑎 +

3
𝑏 =

5𝑏
𝑎𝑏 +

3𝑎
𝑎𝑏 =

3𝑎+5𝑏
𝑎𝑏
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b Bereken
5
𝑎 −

3
𝑏, het verschil van deze breuken.

5
𝑎 −

3
𝑏 =

5𝑏
𝑎𝑏 −

3𝑎
𝑎𝑏 =

5𝑏−3𝑎
𝑎𝑏

c Hoeveel is het product van beide breuken?

5
𝑎 ×

3
𝑏 =

15
𝑎𝑏

d Bereken
5
𝑎⁄

3
𝑏.

Maak beide breuken eerst gelijknamig.
5
𝑎⁄

3
𝑏 =

5𝑏
𝑎𝑏⁄

3𝑎
𝑎𝑏 =

5𝑏
3𝑎

e Waarom moet je aannemen dat 𝑎 ≠ 0 en 𝑏 ≠ 0?

Door 0 delen heeft geen betekenis.

Theorie

Opgave 1

Bekijk in de Uitleg hoe je breuken gelijknamig maakt om ze te kunnen optellen, aftrekken

en delen. Neem de breuken
2
𝑎 en

3
𝑏.

a Maak beide breuken gelijknamig.

Het KGV van beide noemers is 𝑎𝑏, dus je krijgt
2𝑏
𝑎𝑏 en

3𝑎
𝑎𝑏.

b Bereken nu
2
𝑎 +

3
𝑏,

2
𝑎 −

3
𝑏 en

2
𝑎⁄

3
𝑏.

2
𝑎 +

3
𝑏 =

2𝑏
𝑎𝑏 +

3𝑎
𝑎𝑏 =

2𝑏+3𝑎
𝑎𝑏 ,

2
𝑎 −

3
𝑏 =

2𝑏
𝑎𝑏 −

3𝑎
𝑎𝑏 =

2𝑏−3𝑎
𝑎𝑏 en

2
𝑎⁄

3
𝑏 =

2𝑏
𝑎𝑏⁄

3𝑎
𝑎𝑏 =

2𝑏
3𝑎.

c Vermenigvuldig beide breuken met elkaar.

2
𝑎 ⋅

3
𝑏 =

6
𝑎𝑏.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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Opgave 2

Neem de breuken
2
3𝑎 en

3
5𝑎.

a Maak beide breuken gelijknamig.

Het KGV van beide noemers is 15𝑎, dus je krijgt
10
15𝑎 en

9
15𝑎.

b Bereken nu
2
3𝑎 +

3
5𝑎,

2
3𝑎 −

3
5𝑎 en

2
3𝑎⁄

3
5𝑎.

2
3𝑎 +

3
5𝑎 =

10
15𝑎 +

9
15𝑎 =

19
15𝑎,

2
3𝑎 −

3
5𝑎 =

10
15𝑎 −

9
15𝑎 =

1
15𝑎 en

2
3𝑎⁄

3
5𝑎 =

10
15𝑎⁄

9
15𝑎 =

10
9 .

c Vermenigvuldig beide breuken met elkaar.

2
3𝑎 ⋅

3
5𝑎 =

6
15𝑎2 =

2
5𝑎2.

Opgave 3

Neem de breuken
4𝑝
2𝑝𝑟 en

5
3𝑞.

a Welke van beide breuken kun je nog vereenvoudigen? Doe dat eerst.

4𝑝
2𝑝𝑟 =

2
𝑟.

b Tel beide breuken op.

2
𝑟 +

5
3𝑞 =

6𝑞
3𝑞𝑟 +

5𝑟
3𝑞𝑟 =

6𝑞+5𝑟
3𝑞𝑟 .

c Vermenigvuldig beide breuken.

2
𝑟 ⋅

5
3𝑞 =

10
3𝑞𝑟.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015
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Opgave 4

Gegeven zijn de twee breuken
3
2𝑝 en

5
𝑞 met 𝑝 ≠ 0 en 𝑞 ≠ 0.

a Bereken de som en het product van beide breuken.

3
2𝑝 +

5
𝑞 =

3𝑞
2𝑝𝑞 +

10𝑝
2𝑝𝑞 =

10𝑝+3𝑞
2𝑝𝑞

3
2𝑝 ⋅

5
𝑞 =

15
2𝑝𝑞

b Deel
3
2𝑝 door

5
𝑞.

3
2𝑝⁄

5
𝑞 =

3𝑞
2𝑝𝑞⁄

10𝑝
2𝑝𝑞 =

3𝑞
10𝑝

Gegeven zijn de twee breuken
2
3𝑝 en

1
2𝑝 met 𝑝 ≠ 0.

c Bereken de som en het product van beide breuken.

2
3𝑝 +

1
2𝑝 =

2𝑝
3 + 1

2𝑝 =
4𝑝2
6𝑝 + 3

6𝑝 =
4𝑝2+3
6𝑝

2
3𝑝 ⋅

1
2𝑝 =

2𝑝
3 ⋅ 12𝑝 =

2𝑝
6𝑝 =

1
3 (je vereenvoudigt de breuk door teller en noemer door 𝑝 te

delen)

d Deel
2
3𝑝 door

1
2𝑝.

2
3𝑝⁄

1
2𝑝 =

2𝑝
3 ⁄

1
2𝑝 =

4𝑝2
6𝑝 ⁄

3
6𝑝 =

4𝑝2
3

Opgave 5

Bekijk altijd vooraf of je de breuken niet beter eerst kunt vereenvoudigen door teller en

noemer door hetzelfde te delen. Misschien hoef je wel niet eens met breuken te rekenen.

Zo is
12𝑎2𝑏
3𝑎𝑏 = 4𝑎.

Herleid de volgende uitdrukkingen (neem aan dat alle variabelen ongelijk 0 zijn):

a
2𝑝
4𝑝𝑞 +

6
3𝑞

2𝑝
4𝑝𝑞 +

6
3𝑞 =

1
2𝑞 +

2
𝑞 =

1
2𝑞 +

4
2𝑞 =

5
2𝑞

b
-3𝑏
𝑎𝑏⁄

2𝑎
𝑎2

-3𝑏
𝑎𝑏⁄

2𝑎
𝑎2 =

-3
𝑎⁄

2
𝑎 = -1,5

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015
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c
2𝑝𝑞
𝑞 − 15𝑝

3

2𝑝𝑞
𝑞 − 15𝑝

3 = 2𝑝− 5𝑝 = -3𝑝

d
4𝑝𝑞
2𝑝 ⋅ 6𝑝3

4𝑝𝑞
2𝑝 ⋅ 6𝑝3 = 2𝑞 ⋅ 2𝑝 = 4𝑝𝑞

Opgave 6

Oefen het rekenen met breuken met variabelen via het Practicum.

Oefen jezelf met AlgebraKIT. Daarin kun je ook de antwoorden bekijken en uitleg uit­

klappen.

Opgave 7

Bekijk het probleem in Voorbeeld 2.

a Ga zelf na, dat dit probleem kan worden vertaald in de formules 2𝑙+2𝑏 = 21,4 en 𝑙 ⋅𝑏 = 24.

Doen.

b Laat zien, hoe je de formule 2𝑙+2𝑏 = 21,4 kunt herleiden tot een vorm waarin 𝑙 is uitgedrukt

in 𝑏.

Eerst aan beide zijden van het isgelijkteken door 2 delen geeft 𝑙+𝑏 = 10,7. Vervolgens

trek je aan beide zijden van het isgelijkteken 𝑏 af en je krijgt 𝑙 = 10,7 − 𝑏.

c Hoe kun je de formule 𝑙 ⋅ 𝑏 = 24 herleiden tot 𝑙 is uitgedrukt in 𝑏? Welke waarde kan 𝑏 dan

niet meer hebben?

Aan beide zijden van het isgelijkteken delen door 𝑏. Maar dan moet wel 𝑏 ≠ 0.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=extra
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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Je hebt nu twee formules gekregen waarbij je grafieken kunt maken.

d Van welke variabele komen de waarden op de horizontale as? En waarom?

Van de variabele 𝑏, omdat je de formules zo hebt geschreven dat je 𝑙 makkelijk kunt

uitrekenen door waarden van 𝑏 in te vullen.

e Maak bij beide formules een tabel en teken de bijbehorende grafieken in één figuur. Los het

probleem op met behulp van inklemmen.

Maak tabellen en een grafiek. Met inklemmen vind je een snijpunt als 𝑏 = 3,2 en dan

is 𝑙 = 7,5.

Opgave 8

Herleid de volgende formules tot een vorm waarin 𝑦 is uitgedrukt in 𝑥. Neem aan dat 𝑥 ≠ 0
en 𝑦 ≠ 0.

a 3𝑥 + 2𝑦 = 8

Beide zijden −3𝑥 geeft 2𝑦 = 8 − 3𝑥.

Beide zijden delen door 2 geeft 𝑦 = 4− 1,5𝑥.

b 3𝑥 − 2𝑥𝑦 = 8

Beide zijden −3𝑥 geeft -2𝑥𝑦 = 8− 3𝑥.

Beide zijden delen door -2𝑥 geeft 𝑦 = 8−3𝑥
-2𝑥 . Dit kun je nog verder herleiden: 𝑦 = 8−3𝑥

-2𝑥 =
8

-2𝑥 −
3𝑥
-2𝑥 =

-4
𝑥 + 1,5.

c 𝑥 ⋅ 3𝑦 = 9

Eerst de linkerzijde herleiden: 3𝑥𝑦 = 9. Dan beide zijden delen door 3𝑥 en je krijgt

𝑦 = 9
3𝑥 =

3
𝑥.

d
𝑥
3𝑦 = 9

Beide zijden maal 3𝑦 geeft 𝑥 = 27𝑦. Nu beide zijden verwisselen en delen door 27 en

je krijgt 𝑦 = 𝑥
27 =

1
27𝑥.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015
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Opgave 9

Van een ruit is de oppervlakte 15 cm2. Deze ruit past precies in een rechthoek waarvan de

zijden evenwijdig zijn met de diagonalen van de ruit en die een omtrek heeft van 23 cm.

Hoe lang zijn de diagonalen van deze ruit?

Stel bij dit probleem formules op en bereken het antwoord met behulp van grafieken.

Neem aan dat de twee diagonalen lengtes hebben van 𝑥 cm en 𝑦 cm. Vanwege de

gegeven oppervlakte is dan 𝑥 ⋅ 𝑦 = 30 en 2𝑥 + 2𝑦 = 23.

Herschrijf beide formules naar 𝑦 = 30
𝑥 en 𝑦 = 11,5 − 𝑥 en teken bijpassende grafieken.

Bepaal de snijpunten van beide grafieken.

Je vindt 𝑥 = 4 en 𝑦 = 7,5 of omgekeerd.

Verwerken

Opgave 10

Reken met de twee breuken
2𝑎
𝑏 en

𝑎
3𝑏. Neem aan dat 𝑎 ≠ 0 en 𝑏 ≠ 0.

a Bereken de som en het product van beide breuken.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

2𝑎
𝑏 + 𝑎

3𝑏 =
6𝑎
3𝑏 +

𝑎
3𝑏 =

7𝑎
3𝑏

2𝑎
𝑏 ⋅ 𝑎3𝑏 =

2𝑎2
3𝑏2

b Bereken ook
2𝑎
𝑏 − 𝑎

3𝑏 en
2𝑎
𝑏 ⁄

𝑎
3𝑏

2𝑎
𝑏 − 𝑎

3𝑏 =
6𝑎
3𝑏 −

𝑎
3𝑏 =

5𝑎
3𝑏

2𝑎
𝑏 ⁄

𝑎
3𝑏 =

6𝑎
3𝑏⁄

𝑎
3𝑏 = 6

Reken met de twee breuken
2𝑎
𝑏 en

𝑏
3𝑎.

c Bereken de som en het product van beide breuken.

2𝑎
𝑏 + 𝑏

3𝑎 =
6𝑎2
3𝑎𝑏 +

𝑏2
3𝑎𝑏 =

6𝑎2+𝑏2
3𝑎𝑏

2𝑎
𝑏 ⋅ 𝑏3𝑎 =

2𝑎𝑏
3𝑎𝑏 =

2
3

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015
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Opgave 11

Herleid tot een vorm met niet meer dan één breuk:

a
1
2𝑎 +

3
𝑏

1
2𝑎 +

3
𝑏 =

𝑏
2𝑎𝑏 +

6𝑎
2𝑎𝑏 =

6𝑎+𝑏
2𝑎𝑏

b
15𝑎𝑏
3𝑎 − 12𝑏2

4𝑏

15𝑎𝑏
3𝑎 − 12𝑏2

4𝑏 = 5𝑏 − 3𝑏 = 2𝑏

c
𝑏
4𝑎 ⋅

2𝑎2
3𝑏

𝑏
4𝑎 ⋅

2𝑎2
3𝑏 = 𝑎

6 =
1
6𝑎

d
1
𝑎 −

2
𝑏

1
𝑎 −

2
𝑏 =

𝑏
𝑎𝑏 −

2𝑎
𝑎𝑏 =

𝑏−2𝑎
𝑎𝑏

e
6
𝑎⁄

1
2𝑎

6
𝑎⁄

1
2𝑎 =

12
2𝑎⁄

1
2𝑎 = 12

f
1
𝑎 +

𝑎
2

1
𝑎 +

𝑎
2 =

2
2𝑎 +

𝑎2
2𝑎 =

2+𝑎2
2𝑎

Opgave 12

Bereken als 𝑝 = 3 en 𝑞 = -4.

a
6𝑝
𝑝𝑞 ⋅

5𝑞
3𝑝

Eerst herleiden tot
6𝑝
𝑝𝑞 ⋅

5𝑞
3𝑝 =

10
𝑝 .

Dan beide getallen invullen geeft
10
3 .

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015
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b
4
3𝑞 −

1
𝑞

Eerst herleiden:
4
3𝑞 −

1
𝑞 =

1
3𝑞.

Dan beide getallen invullen geeft:
-1
12.

c
1
𝑝 +

2
𝑞

Meteen maar de getallen invullen:
1
3 −

1
2 = -

1
6.

d
2𝑝
𝑝𝑞⁄

6
𝑞

Eerst herleiden tot
2𝑝
𝑝𝑞⁄

6
𝑞 =

1
3.

Nu hoef je niet eens meer de getallen in te vullen!

Opgave 13

Herleid de volgende formules tot ze een vorm hebben waarin 𝑎 is uitgedrukt in 𝑏.

a 𝑎 ⋅ 3𝑏 = 6

𝑎 = 6
3𝑏 =

2
𝑏

b 3𝑎 + 𝑏 = 6

𝑎 = 2 − 1
3𝑏

c
3𝑎
2𝑏2 =

1
𝑏

3𝑎 = 1
𝑏 ⋅ 2𝑏

2 = 2𝑏 geeft 𝑎 = 2
3𝑏.

d
1
𝑎 −

1
𝑏 = 2

1
𝑎 = 2 + 1

𝑏 =
2𝑏+1
𝑏 geeft na gelijknamig maken

𝑏
𝑎𝑏 =

𝑎(2𝑏+1)
𝑎𝑏 en dus 𝑏 = 𝑎(2𝑏 + 1) zodat

𝑎 = 𝑏
2𝑏+1.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015
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Opgave 14

Twee getallen verschillen 14. Als je het grootste getal door het kleinste deelt, dan krijg je

5. Welke getallen zijn dat?

Stel bij dit probleem formules op en bereken het antwoord.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

De formules worden 𝑎 − 𝑏 = 14 en
𝑎
𝑏 = 5.

Deze formules kun je schrijven als 𝑎 = 𝑏+14 en 𝑎 = 5𝑏. Hierbij kun je twee grafieken in

één figuur maken. Maar je kunt ook oplossen 5𝑏 = 𝑏+14. Je vindt 𝑏 = 3,5 en 𝑎 = 17,5.

Toepassen

In sommige gevallen heb je met bijzondere gemiddelden te maken. Naast het ‘gewogen

gemiddelde’ (waarin niet alle getallen even zwaar meetellen, maar meetellen volgens een

bepaald gewicht), heb je het harmonisch gemiddelde. Een voorbeeld daarvan heb je

misschien al eerder gezien.

Je vliegt heen en weer van Amsterdam naar Moskou. Op de heenreis is je gemiddelde snel­

heid 900 km/uur, op de terugreis is je gemiddelde vliegsnelheid 960 km/uur vanwege de

weersomstandigheden. In beide gevallen is de gevlogen afstand hetzelfde.

Hoeveel bedraagt je gemiddelde snelheid over de gehele vlucht?

Die gemiddelde snelheid is een harmonisch gemiddelde...

Opgave 15: Harmonisch gemiddelde

Bekijk het probleem dat wordt beschreven in Toepassen.

a Hoeveel bedraagt je gemiddelde snelheid over de gehele vlucht?

De afstand die heen is gevlogen bedraagt 𝑎 km. De terugreis is even lang, ook 𝑎 km.

Heen doe je daar
𝑎
900 uur over, terug

𝑎
960.

Over 2𝑎 km doe je dus
𝑎
900 +

𝑎
960 uur.

Je gemiddelde snelheid is
2𝑎

𝑎
900+

𝑎
960

km/uur. Dat kun je herleiden tot

2𝑎⁄( 𝑎
900 +

𝑎
960) = 2𝑎⁄(

16𝑎
14400 +

15𝑎
14400) = 2𝑎⁄( 31𝑎

14400) = (
28800𝑎
14400 )⁄(

31𝑎
14400) =

28800𝑎
31𝑎 ≈ 929 km/uur.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2


REKENEN EN ALGEBRA � ALGEBRA � BREUKEN

28 VARIABELE LUCIFERPATRONEN MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE

Uit de Wikipedia: Harmonisch gemiddelde: “De gemiddelde snelheid van twee ritten

over dezelfde afstand, gereden met verschillende maar constante snelheid, is het harmo­

nisch gemiddelde van de beide snelheden. Als de heenreis wordt gereden met 100 km/uur

en de terugreis met 120 km/uur, is de gemiddelde snelheid van de totale rit het harmonisch

gemiddelde van de twee snelheden, 109 km/uur. Als in plaats van de lengte, de tijdsduur

van de ritten gelijk is, dient men het rekenkundig gemiddelde te gebruiken.”

b Laat zien dat deze uitspraak correct is.

Neem aan dat de lengte van de rit 𝑎 km is. Heen doe je daar
𝑎
100 uur over, terug

𝑎
120.

Over 2𝑎 km doe je dus
𝑎
100 +

𝑎
120 uur.

Je gemiddelde snelheid is
2𝑎

𝑎
100+

𝑎
120

km/uur. Dat kun je herleiden tot

2𝑎⁄( 𝑎
100 +

𝑎
120) = 2𝑎⁄(

6𝑎
600 +

5𝑎
600) = 2𝑎⁄(

11𝑎
600) =

1200
11 ≈ 109 km/uur.

Zijn daarentegen de tijdsduren van zowel heenreis als terugreis 𝑡 uur, dan leg je op de

heenreis 120𝑡 km af en op de terugreis 100𝑡 km. In 2𝑡 uur heb je dan 220𝑡 km afgelegd,

dus de gemiddelde snelheid is 220𝑡⁄2𝑡 = 110 km/uur.

Practicum

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het herleiden van uitdrukkingen met breuken. Je

kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave zelf op papier.

Met ‘Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met krijg je een nieuwe opgave.

AlgebraKIT

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015
http://nl.wikipedia.org/wiki/Harmonisch_gemiddelde
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re12&repo=m4a2015&repo=m4a2015&item=extra
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1.3 Haakjes

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2Voorbeeld 3

Verkennen

Opgave V1

3

2

7

2  3 2  7

Bekijk de figuur hiernaast.

a Leg uit dat deze figuur laat zien dat 2 ⋅ (3 + 7) = 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 7.

De oppervlakte van een rechthoek van 2 bij 3 + 7 is 2 ⋅ (3 + 7).
Diezelfde rechthoek is te verdelen in twee kleinere, één met een oppervlakte van 2 ⋅ 3
en één met een oppervlakte van 2 ⋅ 7.

Beide oppervlaktes zijn uiteraard hetzelfde.

b Teken zelf een figuur die laat zien dat 2 ⋅ (7 − 3) = 2 ⋅ 7 − 2 ⋅ 3.

Maak een rechthoek van 2 bij 7, waar een rechthoek van 2 bij 3 overheen ligt (met drie

zijden op de zijden van de rechthoek van 2 bij 7). Redeneer nu ook met oppervlaktes.

c Reken ook nog even na, dat 2 ⋅ (3 + 7) = 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 7 en 2 ⋅ (7 − 3) = 2 ⋅ 7 − 2 ⋅ 3.

Doen.

Opgave V2

3

2

7

2  3 2  7

5 5  3 5  7

Bekijk de figuur hiernaast.

a Leg uit dat deze figuur laat zien dat (2 + 5) ⋅ (3 + 7) = 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 7 + 5 ⋅
3 + 5 ⋅ 7.

De oppervlakte van een rechthoek van 2 + 5 bij 3 + 7 is (2 + 5) ⋅
(3 + 7) = 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 7 + 5 ⋅ 3 + 5 ⋅ 7.

Diezelfde rechthoek is te verdelen in vier kleinere, oppervlaktes

van 2 ⋅ 3, 2 ⋅ 7, 5 ⋅ 3 en 5 ⋅ 7.

Beide oppervlaktes zijn uiteraard hetzelfde.
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b Teken zelf een figuur die laat zien dat (5 − 2) ⋅ (7 − 3) = 5 ⋅ 7 − 5 ⋅ 3 − 2 ⋅ 7 + 2 ⋅ 3.

Maak een rechthoek van 5 bij 7, waar een rechthoek van 2 bij 3 overheen ligt (met twee

zijden op de zijden van de rechthoek van 5 bij 7). Redeneer weer met oppervlaktes.

Denk er om dat de twee rechthoeken van 2 ⋅ 7 en 5 ⋅ 3 elkaar overlappen!

c Reken ook nog even na, dat (2 + 5) ⋅ (3 + 7) = 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 7 + 5 ⋅ 3 + 5 ⋅ 7 en (5 − 2) ⋅ (7 − 3) =
5 ⋅ 7 − 5 ⋅ 3 − 2 ⋅ 7 + 2 ⋅ 3.

Doen.

Theorie

Opgave 1

Bekijk in de Uitleg hoe je haakjes kunt uitwerken.

a Maak zelf een rechthoek waarmee je laat zien dat 4(2𝑥 + 3) = 8𝑥 + 12.

Doen.

b Maak zelf een rechthoek waarmee je laat zien dat (2𝑥 + 3) (𝑥 + 4) = 2𝑥2 + 11𝑥 + 12.

Doen.

c Werk van 𝑥(2𝑥 + 3) de haakjes uit.

𝑥(2𝑥 + 3) = 2𝑥2 + 3𝑥

Je kunt van 𝑥(2𝑥 − 3) de haakjes uitwerken door de uitdrukking te schrijven als 𝑥(2𝑥 − 3) =
𝑥(2𝑥 + -3).

d Wat krijg je dan als je het antwoord zo ver mogelijk herleidt?

𝑥(2𝑥 − 3) = 𝑥(2𝑥 + -3) = 2𝑥2 + -3𝑥 = 2𝑥2 − 3𝑥

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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e Werk van (𝑥 + 5) (2𝑥 − 3) de haakjes uit.

(𝑥 + 5) (2𝑥 − 3) = 2𝑥2 − 3𝑥 + 10𝑥 − 15 = 2𝑥2 + 7𝑥 − 15

f Laat met behulp van de verdeeleigenschap zien, dat -(𝑥 − 3) = -𝑥+ 3.

-(𝑥 − 3) = -1 ⋅ (𝑥 − 3) = -1 ⋅ 𝑥 − -1 ⋅ 3 = -𝑥+ 3

Opgave 2

Werk de haakjes uit en herleid zover mogelijk:

a 5(𝑎 + 2𝑏)

5(𝑎 + 2𝑏) = 5𝑎 + 10𝑏

b 5𝑎(𝑎 − 2𝑏)

5𝑎(𝑎 − 2𝑏) = 5𝑎2 − 10𝑎𝑏

c (𝑥 + 4) (𝑥 + 5)

(𝑥 + 4) (𝑥 + 5) = 𝑥2 + 9𝑥 + 20

d (2𝑥 − 4) (𝑥 − 5)

(2𝑥 − 4) (𝑥 − 5) = 2𝑥2 − 14𝑥 + 20

e 3(2𝑝 + 4) + 5(4 − 𝑝)

3(2𝑝 + 4) + 5(4 − 𝑝) = 6𝑝+ 12 + 20 − 5𝑝 = 𝑝+ 32

f 3(2𝑝 + 4) − (4 − 𝑝)

3(2𝑝 + 4) − (4 − 𝑝) = 6𝑝+ 12 − 4 + 𝑝 = 7𝑝+ 8

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
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Opgave 3

Het omgekeerde van haakjes uitwerken is ontbinden in factoren. Daarbij maak je van een

tweeterm of een drieterm (of een uitdrukking met nog meer termen) een product van fac­

toren. Eerst ga je op zoek naar de gemeenschappelijke delers van alle termen.

a Bekijk de uitdrukking 6𝑥+9. Welke GGD hebben beide termen? Hoe wordt dus de ontbinding

in factoren?

De GGD van beide termen is 3.

De ontbinding wordt daarom: 6𝑥 + 9 = 3 ⋅ 2𝑥 + 3 ⋅ 3 = 3 ⋅ (2𝑥 + 3) = 3(2𝑥 + 3).

b Bekijk de uitdrukking 8𝑥 − 6𝑥2. Welke GGD hebben beide termen? Hoe wordt dus de ont­

binding in factoren?

De GGD van beide termen is 2𝑥.

De ontbinding wordt daarom: 8𝑥 − 6𝑥2 = 2𝑥 ⋅ 4 − 2𝑥 ⋅ 3𝑥 = 2𝑥(4 − 3𝑥).

c Bekijk de uitdrukking 2𝑥2−6𝑥+12. Welke GGD hebben alle drie de termen? Hoe wordt dus

de ontbinding in factoren?

De GGD van alle termen is 2.

De ontbinding wordt daarom: 2𝑥2 − 6𝑥 + 12 = 2 ⋅ 𝑥2 − 2 ⋅ 3𝑥 + 2 ⋅ 6 = 2(𝑥2 − 3𝑥 + 6).

d Bekijk de uitdrukking 𝑥2 + 5𝑥 + 6. Is er een GGD van alle drie de termen? Laat zien dat

𝑥2 + 5𝑥 + 6 = (𝑥 + 2) (𝑥 + 3).

Nee, er is geen GGD van alle termen, dus ontbinden door die GGD buiten haakjes te

halen lukt hier niet. (Nou ja, je kunt een 1 buiten haakjes halen, maar dat is wel erg

flauw.)

Je kunt laten zien dat 𝑥2 + 5𝑥 + 6 = (𝑥 + 2) (𝑥 + 3) door links van het isgelijkteken de

haakjes uit te werken, of door een rechthoek te tekenen van 𝑥+ 2 bij 𝑥+ 3.

Opgave 4

Werk van de volgende uitdrukkingen de haakjes weg en herleid ze zo ver mogelijk.

a 2𝑥 + 3(4 − 𝑥)

2𝑥 + 3(4 − 𝑥) = 2𝑥 + 12 − 3𝑥 = -𝑥+ 12

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
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b (2𝑘 + 3) (𝑘 + 4)

(2𝑘 + 3) (𝑘 + 4) = 2𝑘2 + 8𝑘 + 3𝑘 + 12 = 2𝑘2 + 11𝑘 + 12

c 4𝑥(𝑥 − 𝑦+ 5)

4𝑥(𝑥 − 𝑦+ 5) = 4𝑥2 − 4𝑥𝑦+ 20𝑥

d 3(2𝑥 − 1) (4 − 𝑥)

3(2𝑥 − 1) (4 − 𝑥) = 3(8𝑥 − 2𝑥2 − 4 + 𝑥) = 3(-2𝑥2 + 9𝑥 − 4) = -6𝑥2 + 27𝑥 − 12

e 2(𝑥2 − 3𝑥) − 𝑥(2 − 𝑥)

2(𝑥2 − 3𝑥) − 𝑥(2 − 𝑥) = 2𝑥2 − 6𝑥 − 2𝑥+ 𝑥2 = 3𝑥2 − 8𝑥

f (6 − 𝑝) ⋅ -𝑝+ 2(𝑝 − 3)

(6 − 𝑝) ⋅ -𝑝+ 2(𝑝 − 3) = -6𝑝 + 𝑝2 + 2𝑝− 6 = 𝑝2 − 4𝑝− 6

Opgave 5

Bij het wegwerken van haakjes kom je een paar bijzondere gevallen tegen. Dat zijn de

merkwaardige producten: (𝑎 + 𝑏) (𝑎 − 𝑏) = 𝑎2 − 𝑏2 en (𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2.

a Laat zien, dat (𝑎 + 𝑏) (𝑎 − 𝑏) = 𝑎2 − 𝑏2.

(𝑎 + 𝑏) (𝑎 − 𝑏) = 𝑎 ⋅ 𝑎 − 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑎 ⋅ 𝑏 − 𝑏 ⋅ 𝑏 = 𝑎2 − 𝑏2

b Laat zien, dat: (𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2.

(𝑎 + 𝑏)2 = (𝑎 + 𝑏) (𝑎 + 𝑏) = 𝑎 ⋅ 𝑎 + 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑏 ⋅ 𝑏 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
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Je kunt hiermee in sommige gevallen de haakjes sneller wegwerken. Pas dit bij het herleiden

van de volgende uitdrukkingen toe.

c (𝑘 − 5) (𝑘 + 5)

(𝑘 − 5) (𝑘 + 5) = 𝑘2 − 25

d (𝑥 + 10)2

(𝑥 + 10)2 = 𝑥2 + 20𝑥 + 100

e (3𝑝 + 1) (1 − 3𝑝)

(3𝑝 + 1) (1 − 3𝑝) = 1 − 9𝑝2

f (2𝑥 − 3)2

(2𝑥 − 3)2 = 4𝑥2 − 12𝑥 + 9

g (𝑎 + 2)2 − (𝑎 − 2)2

(𝑎 + 2)2 − (𝑎 − 2)2 = 𝑎2 + 4𝑎 + 4 − (𝑎2 − 4𝑎 + 4) = 8𝑎

h 𝑥(5𝑥 − 4) − (𝑥 − 2) (𝑥 + 2)

𝑥(5𝑥 − 4) − (𝑥 − 2) (𝑥 + 2) = 5𝑥2 − 4𝑥 − (𝑥2 − 4) = 4𝑥2 − 4𝑥 + 4

Opgave 6

Oefen het wegwerken van haakjes via het Practicum.

Oefen jezelf met AlgebraKIT. Daarin kun je ook de antwoorden bekijken en uitleg uit­

klappen.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=extra
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Opgave 7

Ook bij het werken met breuken kun je met haakjes te maken krijgen. Je wilt bijvoorbeeld

van
1
𝑥 +

1
𝑥+1 één breuk maken.

a Wat is het KGV van 𝑥 en 𝑥+ 1?

𝑥(𝑥 + 1)

b Maak nu beide breuken gelijknamig en tel ze op.

1
𝑥 +

1
𝑥+1 =

𝑥+1
𝑥(𝑥+1) +

𝑥
𝑥(𝑥+1) =

2𝑥+1
𝑥(𝑥+1)

c Schrijf de breuk zonder haakjes.

1
𝑥 +

1
𝑥+1 =

2𝑥+1
𝑥2+𝑥

Opgave 8

Je ziet in Voorbeeld 2 hoe je kunt ontbinden in factoren door een zo groot mogelijke ge­

meenschappelijke deler buiten haakjes te halen.

a Bij de tweede uitdrukking zie je hoe er op twee manieren kan worden ontbonden in factoren.

Is dat vaker het geval?

Ja, je kunt altijd zelf kiezen hoe je met mintekens omgaat. Soms ziet het er ‘mooier’ uit

als je ze buiten haakjes haalt, soms ook niet.

b Hoe kun je controleren of je ontbinding goed is?

Door bij de gevonden uitdrukking met haakjes de haakjes weer uit te werken. Ga dat

bij de ontbindingen in het voorbeeld zelf na.

Opgave 9

Ontbind de volgende uitdrukkingen in factoren.

a 6𝑥 + 8𝑦

6𝑥+ 8𝑦 = 2 ⋅ 3𝑥 + 2 ⋅ 4𝑦 = 2(3𝑥 + 4𝑦)

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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b 14𝑘2 − 21𝑘

14𝑘2 − 21𝑘 = 7𝑘 ⋅ 2𝑘 − 7𝑘 ⋅ 3 = 7𝑘(2𝑘 − 3)

c -4𝑥𝑦− 12𝑦2 + 6𝑦

-4𝑥𝑦− 12𝑦2 + 6𝑦 = -2𝑦(2𝑥 + 6𝑦− 3)

d 𝑝2 − 𝑝

𝑝2 − 𝑝 = 𝑝(𝑝 − 1)

e 3𝑎2 + 16𝑎𝑏

3𝑎2 + 16𝑎𝑏 = 𝑎(3𝑎 + 16𝑏)

f -12𝑥2 − 6𝑥 + 18

-12𝑥2 − 6𝑥 + 18 = -6(2𝑥2 + 𝑥− 3)

Opgave 10

Oefen het buiten haakjes halen via het Practicum.

Oefen jezelf met AlgebraKIT. Daarin kun je ook de antwoorden bekijken en uitleg uit­

klappen.

Opgave 11

Neem Voorbeeld 3 eerst door. Bekijk nu de uitdrukking 𝑥2+6𝑥+8. Je wilt deze uitdrukking

ontbinden.

a Waarom kun je deze uitdrukking niet ontbinden door iets buiten haakjes te halen?

De GGD van alle drie de termen is 1 en dat getal buiten haakjes halen is zinloos, het

maakt de uitdrukking alleen ingewikkelder.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=extra
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=3
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b Volgens de som-en-productmethode kun je deze uitdrukking ontbinden door twee getallen

te zoeken die opgeteld 6 en vermenigvuldigd 8 opleveren. Welke getallen voldoen daar

aan?

2 en 4.

c Schrijf de juiste ontbinding op.

𝑥2 + 6𝑥 + 8 = (𝑥 + 2) (𝑥 + 4)

d Controleer je ontbinding door de haakjes weer uit te werken.

Doen.

Opgave 12

Ontbind de volgende uitdrukkingen met de som-en-productmethode.

a 𝑥2 + 7𝑥 + 12

𝑥2 + 7𝑥 + 12 = (𝑥 + 3) (𝑥 + 4)

b 𝑥2 + 12𝑥 + 20

𝑥2 + 12𝑥 + 20 = (𝑥 + 2) (𝑥 + 10)

c 𝑥2 + 13𝑥 + 12

𝑥2 + 13𝑥 + 12 = (𝑥 + 1) (𝑥 + 12)

d 𝑥2 + 2𝑥 + 1

𝑥2 + 2𝑥 + 1 = (𝑥 + 1) (𝑥 + 1) = (𝑥 + 1)2

e 𝑥2 + 19𝑥 + 90

𝑥2 + 19𝑥 + 90 = (𝑥 + 9) (𝑥 + 10)

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
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f 𝑥2 + 18𝑥 + 81

𝑥2 + 18𝑥 + 81 = (𝑥 + 9) (𝑥 + 9) = (𝑥 + 9)2

Opgave 13

product getallen som

-6 -6 en 1 -5

-6 6 en -1 5

-6 -3 en 2 -1

-6 3 en -2 1

Het ontbinden in factoren wordt wat lastiger als je ook

mintekens hebt en de twee manieren van ontbinden

door elkaar gaat gebruiken of zelfs beide moet gebrui­

ken bij dezelfde uitdrukking. Dan wordt een systemati­

sche aanpak belangrijk.

a Laat zien, dat 𝑥2 + 5𝑥 − 6 = (𝑥 + 6) (𝑥 − 1). Leg ook uit

hoe je dit in de tabel hiernaast kunt zien.

Je kunt dit gemakkelijk laten zien door de haakjes weer uit te werken.

In de tabel zie je alle mogelijkheden om met twee getallen het product -6 te maken.

Alleen bij de getallen 6 en -1 is de som 5.

b Ontbind zelf 𝑥2 − 5𝑥 − 6

𝑥2 − 5𝑥 − 6 = (𝑥 − 6) (𝑥 + 1)

c Ontbind ook 𝑥2 − 𝑥− 6

𝑥2 − 1𝑥 − 6 = (𝑥 − 3) (𝑥 + 2)

Je ziet dat bij ontbinden met de som-en-productmethode een tabel van alle mogelijke gehele

getallen die het juiste product opleveren handig is.

d Waarom doe je dit voor het product en niet voor de som van beide getallen?

Voor het product heb je dan maar een beperkt aantal mogelijkheden, voor de som niet.

e Ontbind 𝑥2 − 2𝑥 − 8

𝑥2 − 2𝑥 − 8 = (𝑥 − 4) (𝑥 + 2)

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
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De som-en-productmethode is alleen geschikt voor vormen zoals 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞. Zo'n vorm

herleid je dan tot (𝑥 + 𝑎) (𝑥 + 𝑏).

f Druk 𝑝 en 𝑞 uit in 𝑎 en 𝑏.

𝑝 = 𝑎+ 𝑏 en 𝑞 = 𝑎 ⋅ 𝑏.

g Laat zien, dat 𝑝 en 𝑞 ook 0 kunnen zijn. Geef van beide situaties een voorbeeld.

Als p = 0, dan is 𝑎 + 𝑏 = 0 en dus b = -𝑎. Nu heb je wel mintekens nodig.

Voorbeeld: 𝑥2 + 0𝑥 − 4 = (𝑥 + 2) (𝑥 − 2).
Als q = 0, dan is 𝑎 ⋅ 𝑏 = 0 en dus a = 0 of b = 0.

Voorbeeld: 𝑥2+5𝑥+0 = (𝑥 + 5) (𝑥 + 0). (Hier kon je gemakkelijker een 𝑥 buiten haakjes

halen.)

Opgave 14

Ontbind de volgende uitdrukkingen. Kijk eerst of je iets buiten haakjes kunt halen en gebruik

pas als dat niet (meer) kan de som-en-productmethode.

a 𝑥2 − 7𝑥 + 12

𝑥2 − 7𝑥 + 12 = (𝑥 − 3) (𝑥 − 4)

b 𝑥2 + 2𝑥 − 48

𝑥2 + 2𝑥 − 48 = (𝑥 + 8) (𝑥 − 6)

c 𝑥2 − 9

𝑥2 − 9 = (𝑥 + 3) (𝑥 − 3)

d 𝑥2 − 9𝑥

𝑥2 − 9𝑥 = 𝑥(𝑥 − 9)

e 2𝑥2 + 16𝑥 + 24

2𝑥2 + 16𝑥 + 24 = 2(𝑥2 + 8𝑥 + 12) = 2(𝑥 + 2) (𝑥 + 6)

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
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f 3𝑥2 − 48

3𝑥2 − 48 = 3(𝑥2 − 16) = 3(𝑥 − 4) (𝑥 + 4)

Verwerken

Opgave 15

Werk de haakjes weg en herleid zover mogelijk.

a 2𝑥(𝑥 + 5)

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

2𝑥(𝑥 + 5) = 2𝑥2 + 10𝑥

b 2𝑥 − (𝑥 + 5)

2𝑥 − (𝑥 + 5) = 𝑥 − 5

c (2𝑥 − 1) (𝑥 + 5)

(2𝑥 − 1) (𝑥 + 5) = 2𝑥2 + 9𝑥 − 5

d 3(2𝑥 − 1) − 4(𝑥 + 5)

3(2𝑥 − 1) − 4(𝑥 + 5) = 2𝑥 − 23

e (𝑥 + 5)2

(𝑥 + 5)2 = 𝑥2 + 10𝑥 + 25

f (2𝑥 − 1)2 − (𝑥 − 5) (𝑥 + 5)

(2𝑥 − 1)2 − (𝑥 − 5) (𝑥 + 5) = 3𝑥2 − 4𝑥 + 26

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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g (2𝑥 + 𝑦) (𝑦 + 5) + 2𝑥(5 − 𝑦)

(2𝑥 +𝑦) (𝑦 + 5) + 2𝑥(5 − 𝑦) = 𝑦2 + 20𝑥 + 5𝑦

h (2𝑥 + 𝑦)2 − (𝑦 + 5)2

(2𝑥 +𝑦)2 − (𝑦 + 5)2 = 4𝑥2 + 4𝑥𝑦− 10𝑦− 25

Opgave 16

Breng een zo groot mogelijke factor buiten haakjes.

a 14𝑥 + 21𝑦

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

14𝑥 + 21𝑦 = 7(2𝑥 + 3𝑦)

b 3𝑝2 − 6𝑝𝑞

3𝑝2 − 6𝑝𝑞 = 3𝑝(𝑝 − 2𝑞)

c -4𝑎2𝑏 − 4𝑎𝑏

-4𝑎2𝑏 − 4𝑎𝑏 = -4𝑎𝑏(𝑎 + 1)

d 𝑝3 − 3𝑝2 − 𝑝

𝑝3 − 3𝑝2 − 𝑝 = 𝑝(𝑝2 − 3𝑝− 1)

Opgave 17

Ontbind in factoren met behulp van de som-en-productmethode.

a 𝑥2 + 17𝑥 + 30

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 3.

𝑥2 + 17𝑥 + 30 = (𝑥 + 2) (𝑥 + 15)

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=3
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b 𝑥2 − 𝑥− 12

𝑥2 − 𝑥− 12 = (𝑥 − 4) (𝑥 + 3)

c 16 − 10𝑥 + 𝑥2

16 − 10𝑥 + 𝑥2 = 𝑥2 − 10𝑥 + 16 = (𝑥 − 2) (𝑥 − 8)

d 𝑘2 − 100

𝑘2 − 100 = (𝑘 − 10) (𝑘 + 10)

Opgave 18

Ontbind in factoren.

a 12𝑎2 − 8𝑎

12𝑎2 − 8𝑎 = 4𝑎(3𝑎 − 2)

b 6𝑝 − 16 + 𝑝2

6𝑝 − 16 + 𝑝2 = (𝑝 + 8) (𝑝 − 2)

c
1
2𝑘

2 − 8

1
2𝑘

2 − 8 = 1
2(𝑘

2 − 16) = 1
2(𝑘 − 4) (𝑘 + 4)

d 3𝑥2 − 6𝑥 − 9

3𝑥2 − 6𝑥 − 9 = 3(𝑥 − 3) (𝑥 + 1)

e -4𝑝𝑞 + 8𝑝𝑞2

-4𝑝𝑞 + 8𝑝𝑞2 = -4𝑝𝑞(1 − 2𝑞)

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
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f 8𝑥 − 16 − 𝑥2

8𝑥 − 16 − 𝑥2 = -(𝑥2 − 8𝑥 + 16) = -(𝑥 − 4)2

Opgave 19

Oefen het ontbinden in factoren via het Practicum.

Oefen jezelf met AlgebraKIT. Daarin kun je ook de antwoorden bekijken en uitleg uit­

klappen.

Opgave 20

Schrijf als één breuk en zonder haakjes.

a
2

𝑎−2 +
3
𝑎

Bekijk eventueel eerst de laatste opgave bij Voorbeeld 1.

2
𝑎−2 +

3
𝑎 =

2𝑎
𝑎(𝑎−2) +

3(𝑎−2)
𝑎(𝑎−2) =

5𝑎−6
𝑎2−2𝑎

b
3

𝑎−2 +
2

𝑎+2

3
𝑎−2 +

2
𝑎+2 =

3(𝑎+2)
(𝑎−2)(𝑎+2) +

2(𝑎−2)
(𝑎−2)(𝑎+2) =

5𝑎+2
𝑎2−4

Toepassen

Een boer heeft een vierkant stuk land. De gemeente wil langs

de noordrand een fietspad van 3 m breed aanleggen. Ze wil

daarom een strook van die breedte aankopen. In plaats van het

stuk land dat hij kwijtraakt mag de boer aan de oostkant zijn

land uitbreiden met een strook van dezelfde breedte.

Heeft de boer nu een even groot stuk land als voorheen?

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=extra
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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Opgave 21: Fietspad aanleggen

Bekijk het probleem dat wordt beschreven in Toepassen.

De afmetingen van het oorspronkelijke vierkante stuk land zijn onbekend. Je kunt daarom

voor de lengte en de breedte de variabele 𝑥 kiezen.

a Hoeveel bedraagt dan de oppervlakte van het oorspronkelijke stuk land?

𝑥2 m2.

Nu gaat er aan de noordkant een strook van 3 m af, die er aan de oostkant weer bij komt.

Het landje wordt nu rechthoekig.

b Welke lengte en welke breedte krijgt het stuk land na aanleg van het fietspad?

De breedte wordt 𝑥− 3 m en de lengte wordt 𝑥+ 3 m.

c Bereken de oppervlakte van het stuk land na aanleg van het fietspad. Schrijf je antwoord

zonder haakjes en zo eenvoudig mogelijk.

Na aanleg van het fietspad wordt de oppervlakte (𝑥 + 3) (𝑥 − 3) = 𝑥2 − 9 m2.

d Welke conclusie trek je?

De boer raakt 9 m2 land kwijt.

Practicum: Werken met haakjes

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het uitwerken van haakjes en met het ontbinden

in factoren. Je kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave zelf op

papier.

Met ‘Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met krijg je een nieuwe opgave.

AlgebraKIT

AlgebraKIT

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015&repo=m4a2015&item=extra
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re13&repo=m4a2015&repo=m4a2015&item=extra
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1.4 Machten

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2

Verkennen

Opgave V1

Stuur deze brief door

naar vijf van jouw

vrienden en maak 1 euro

over naar ...

Voorbeeld kettingbriefEen kettingbrief is een brief die elke ontvanger enige malen moet

kopiëren en vervolgens door moet sturen (dit kan ook digitaal).

Je ziet hiernaast een voorbeeld, op de stippeltjes vul je natuurlijk

het adres van een goed doel in. Stel je begint door vijf vrienden

zo'n brief te sturen en die sturen hem weer door naar vijf van hun

vrienden, enzovoort. Stel verder dat niemand van twee of meer

personen deze zelfde brief krijgt.

a Waarom is het aantal brieven dat jouw vrienden versturen dan 52?

En wat stelt 53 voor?

Elk van jouw vijf vrienden stuurt ook weer vijf brieven.

53 = 5 ⋅ 5 ⋅ 5 is het aantal brieven dat de vrienden van jouw vrienden versturen.

52 en 53 zijn machten van 5. Als de kettingbrief steeds doorgaat is het aantal brieven

dat elke nieuwe groep ontvangers verstuurd steeds 5 keer zo groot en krijg je nog hogere

machten van 5.

b Hoeveel is 54?

54 = 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 = 625

c Laat zien, dat 54 ⋅ 52 = 56.

54 ⋅ 52 = 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 = 56

d Laat ook zien, dat 56⁄52 = 54.

56⁄52 = 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5⁄ (5 ⋅ 5) = 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5⁄5⁄5 = 54

https://nl.wikipedia.org/wiki/Kettingbrief
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Opgave V2

In de eerste ronde worden er 5 brieven verstuurd, in de tweede ronde 52, in de derde ronde

53, enzovoorts.

a Hoeveel brieven worden er in de vierde ronde verstuurd? En in de achtste?

In de vierde ronde 54 en in de achtste ronde 58.

b Leg uit waarom (54)2 = 58.

Je bent in de achtste ronde precies twee keer zoveel rondes verder dan in de vierde

ronde.

Uitschrijven kan ook: (54)2 = (5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5)2 = 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 = 58.

c Hoeveel is (54)6? (Geef je antwoord als macht van 5.)

(54)6 = 524

Opgave V3

Als je machten van 5 uitrekent, krijg je al snel gigantische bedragen. Dat is leuk voor je

goede doel als de kettingbrief blijft doorlopen en iedereen die éne euro overmaakt.

a Hoeveel is 510?

510 = 9765625, dus bijna 9,8 miljoen euro voor je goede doel!

b Waarom is het onwaarschijnlijk dat deze kettingbrief lang blijft doorlopen?

Al in de tiende ronde heb je alle Nederlanders en alle Belgen wel gehad. En zelfs als je

de hele wereldbevolking mee wilt laten doen is het al vrij snel gebeurd.

Grote getallen geef je weer met de wetenschappelijke notatie 𝑎⋅10𝑛 met n een geheel getal

en 1 ≤ 𝑎 < 10.

c Schrijf 510 in de wetenschappelijke notatie afgerond op twee decimalen nauwkeurig.

510 ≈ 9,76 ⋅ 106

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
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d In welke ronde zou het aantal brieven dat wordt verstuurd ongeveer gelijk zijn aan de totale

wereldbevolking?

514 ≈ 6.1 ⋅ 109 en de wereldbevolking is ongeveer 7 miljard mensen. Dus in ronde 14,

want in ronde 15 heb je alweer vijf keer zoveel.

Theorie

Opgave 1

Bekijk in de Uitleg hoe je met machten kunt rekenen. Deze rekenregels zijn vooral nuttig

als de grondtallen en de exponenten groot zijn.

a Je rekenmachine kan 5200⁄5198 waarschijnlijk niet voor je uitrekenen. Toch kun je dit zelf

wel. Laat dat zien.

5200⁄5198 = 5200−198 = 52 = 25

b Bereken
19121⋅(1950)

2

19220
.

19121⋅(1950)
2

19220
= 19121⋅19100

19220
= 19221

19220
= 191 = 19

Je ziet in de uitleg dat ook 0 en zelfs negatieve getallen als exponent kunnen voorkomen.

Bij delen mag je de exponenten van elkaar aftrekken.

c Laat zien dat daaruit volgt dat 50 = 1.

50 = 53−3 = 53
53 = 1

d Laat zien dat daaruit volgt dat 3-6 = 1
36.

3-6 = 30−6 = 30
36 =

1
36

e Bereken (1514)
10
⋅ 15108⁄15250.

(1514)
10
⋅ 15108⁄15250 = 15140 ⋅ 15108⁄15250 = 15248⁄15250 = 15-2 = 1

225

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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Opgave 2

Werk met de rekenregels voor machten en herleid zo ver mogelijk. Neem aan dat 𝑎 ≠ 0.

a 𝑎5 ⋅ 𝑎2

𝑎5 ⋅ 𝑎2 = 𝑎5+2 = 𝑎7

b 3𝑎5 ⋅ 4𝑎2

3𝑎5 ⋅ 4𝑎2 = 12𝑎7

c 3𝑎5⁄4𝑎2

3𝑎5⁄4𝑎2 = 3
4𝑎

3

d (3𝑎5)4

(3𝑎5)4 = 81𝑎20

e (-2𝑎3)4 ⋅ 𝑎3⁄(-2𝑎5)3

(-2𝑎3)4 ⋅ 𝑎3⁄(-2𝑎5)3 = 16𝑎15⁄(-8𝑎15) = -2

Opgave 3

De omtrek van de Aarde is 40000 km.

a Hoeveel m is dat? Geef je antwoord in de wetenschappelijke notatie.

4 ⋅ 107 m.

b Een nanometer is 1 miljardste m. Schrijf dit getal in de wetenschappelijke notatie.

1 ⋅ 10-9 m.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
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c Hoeveel nanometer is de omtrek van de Aarde? Laat zien hoe je daarbij met getallen in de

wetenschappelijke notatie rekent.

4⋅107

1⋅10-9 = 4 ⋅ 10
7−-9 = 4 ⋅ 1016

Opgave 4

Bekijk de herleidingen in Voorbeeld 1 en loop ze even na. Herleid zelf de volgende uitdruk­

kingen.

a 6𝑎5𝑏2 ⋅ 2𝑎3𝑏

6𝑎5𝑏2 ⋅ 2𝑎3𝑏 = 12𝑎8𝑏3

b
6𝑎5𝑏2
2𝑎3𝑏

6𝑎5𝑏2
2𝑎3𝑏 = 3𝑎2𝑏

c (4𝑎)2 − 4𝑎2

(4𝑎)2 − 4𝑎2 = 16𝑎2 − 4𝑎2 = 12𝑎2

d 𝑎3 ⋅ 2𝑏 + 2(𝑎𝑏)2

𝑎3 ⋅ 2𝑏 + 2(𝑎𝑏)2 = 2𝑎3𝑏 + 2𝑎2𝑏2

e 8𝑎3 ⋅ 2𝑎𝑏2 − (2𝑎2𝑏)2

8𝑎3 ⋅ 2𝑎𝑏2 − (2𝑎2𝑏)2 = 16𝑎4𝑏2 − 4𝑎4𝑏2 = 12𝑎4𝑏2

f
2𝑎⋅(-2𝑏)3

𝑏2⋅4𝑎𝑏

2𝑎⋅(-2𝑏)3

𝑏2⋅4𝑎𝑏 = -16𝑎𝑏3
4𝑎𝑏3 = -4

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
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Opgave 5

Ook bij het uitwerken van haakjes kun je met machten te maken krijgen. Werk in de vol­

gende uitdrukkingen de haakjes uit en herleid ze zover mogelijk.

a 2𝑝3(1 − 6𝑝2)

2𝑝3(1 − 6𝑝2) = 2𝑝3 − 12𝑝5

b (𝑥2 − 4) (𝑥2 + 1)

(𝑥2 − 4) (𝑥2 + 1) = 𝑥4 + 𝑥2 − 4𝑥2 − 4 = 𝑥4 − 3𝑥2 − 4

c (𝑦3 − 2)2

(𝑦3 − 2)2 = 𝑦6 − 4𝑦3 + 4

d 4𝑘2(𝑘 + 3) − 2𝑘(𝑘2 − 4)

4𝑘2(𝑘 + 3) − 2𝑘(𝑘2 − 4) = 4𝑘3 + 12𝑘2 − 2𝑘3 + 8𝑘 = 2𝑘3 + 12𝑘2 + 8𝑘

e (4 + 3𝑘2)2 − (𝑘2 − 1) (𝑘2 + 1)

(4 + 3𝑘2)2 − (𝑘2 − 1) (𝑘2 + 1) = 16 + 24𝑘2 + 9𝑘4 − 𝑘4 + 1 = 8𝑘4 + 24𝑘2 + 17

f (𝑝 + 1)3

(𝑝 + 1)3 = (𝑝 + 1)2(𝑝 + 1) = (𝑝2 + 2𝑝+ 1) (𝑝 + 1) = 𝑝3 + 3𝑝2 + 3𝑝+ 1

Opgave 6

Uitdrukkingen met machten die uit meerdere termen bestaan kun je soms ontbinden in

factoren. Hieronder zie je dergelijke uitdrukkingen. Ontbind ze zover mogelijk.

a 2𝑘4 + 6𝑘3

2𝑘4 + 6𝑘3 = 2𝑘3(𝑘 + 3)

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
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b 𝑎2𝑏3 − 4𝑎3𝑏5

𝑎2𝑏3 − 4𝑎3𝑏5 = 𝑎2𝑏3(1 − 4𝑎𝑏2)

c 𝑥3 − 4𝑥

Nu kun je (nadat je de GGD buiten haakjes hebt gehaald) ook nog de som-en-product­

methode toepassen.

𝑥3 − 4𝑥 = 𝑥(𝑥2 − 4) = 𝑥(𝑥 − 2) (𝑥 + 2)

d 24𝑎2 − 8𝑎3 + 2𝑎4

24𝑎2 − 8𝑎3 + 2𝑎4 = 2𝑎2(12 − 4𝑎 + 𝑎2) = 2𝑎2(𝑎2 − 4𝑎 + 12) = 2𝑎2(𝑎 − 6) (𝑎 + 2)

Opgave 7

In Voorbeeld 2 zie je hoe je met getallen in de wetenschappelijke notatie rekent.

a Probeer de vier voorbeelden eerst zelf uit te rekenen zonder naar de oplossing te kijken.

Schrijf je antwoorden ook in de wetenschappelijke notatie.

Loop nu de oplossing van de vier voorbeelden na. Bekijk vooral het werken met de

machten van 10.

b Bereken 𝑎 ⋅ 𝑑.

𝑎 ⋅ 𝑑 = 3,6 ⋅ 1013 ⋅ 9,0 ⋅ 10- = 32,4 ⋅ 106 = 3,24 ⋅ 107

c Bereken 𝑎 − 𝑏.

𝑎 − 𝑏 = 3,6 ⋅ 1013 − 1,2 ⋅ 1012 = 3,6 ⋅ 1013 − 0,12 ⋅ 1013 = 3,48 ⋅ 1013

d Bereken 𝑏3.

𝑏3 = (1,2 ⋅ 1012)
3
= 1,728 ⋅ 1036

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
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e Waarom is 𝑎 − 𝑐 ≈ 𝑎?

Omdat 𝑐 ten opzichte van 𝑎 verwaarloosbaar klein is.

Opgave 8

De astronomische eenheid (AE) is de gemiddelde af­

stand van de Aarde tot de Zon. 1 AE ≈ 1,5 ⋅ 108 km.

a Hoeveel AE is 1 km?

1
1,5⋅108

= 2
3 ⋅ 10

-8 ≈ 6,7 ⋅ 10-9 AE. (Denk er om dat

je antwoorden ook in de wetenschappelijke notatie

moeten staan en dat veel decimalen of exacte

waarden nu onzinnig zijn.)

b Planeet Jupiter bevindt zich ongeveer 5,2 AE van de zon. Hoeveel km is dat?

5,2 ⋅ 1,5 ⋅ 108 = 7,8 ⋅ 108

c Pluto bevindt zich ongeveer 5,9 ⋅ 109 km van de zon. Hoeveel AE is dat?

5,9⋅109

1,5⋅108
≈ 3,9 ⋅ 10 = 39 AE.

d Een lichtjaar is de afstand die het licht in een jaar aflegt. De lichtsnelheid is 3 ⋅ 108 m/s.

Hoeveel AE is 1 lichtjaar?

Het licht legt in een jaar ongeveer 365 ⋅ 24 ⋅ 60 ⋅ 60 ⋅ 3 ⋅ 105 ≈ 9,46 ⋅ 1012 km af. Dat is

ongeveer 63072 AE.

Verwerken

Opgave 9

Bereken
860⋅2200
4192 door met machten van 2 te rekenen.

860⋅2200
4192 = (23)60⋅2200

(22)192
= 2380
2384 = 2

-4 = 1
24 =

1
16
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Opgave 10

Werk eventuele haakjes weg en herleid zover mogelijk.

a 3𝑝2𝑞3 ⋅ -2𝑝𝑞2

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

3𝑝2𝑞3 ⋅ -2𝑝𝑞2 = -6𝑝3𝑞5

b
3𝑝2𝑞3
-2𝑝𝑞2

3𝑝2𝑞3
-2𝑝𝑞2 = -1,5𝑝𝑞

c (3𝑘2)3 + 2𝑘2 ⋅ 𝑘3 − 2𝑘2 ⋅ 5𝑘4

(3𝑘2)3 + 2𝑘2 ⋅ 𝑘3 − 2𝑘2 ⋅ 5𝑘4 = 17𝑘6 + 2𝑘5

d 3𝑎2(𝑎𝑏2 − 2𝑏) − 2𝑎𝑏(𝑎2𝑏 − 𝑎)

3𝑎2(𝑎𝑏2 − 2𝑏) − 2𝑎𝑏(𝑎2𝑏 − 𝑎) = 3𝑎3𝑏2 − 6𝑎2𝑏 − 2𝑎3𝑏2 + 2𝑎2𝑏 = 𝑎3𝑏2 − 4𝑎2𝑏

e (𝑥3 + 5)2 − 𝑥2 ⋅ 𝑥4

(𝑥3 + 5)2 − 𝑥2 ⋅ 𝑥4 = 10𝑥3 + 25

f
2𝑎2𝑏+3𝑎𝑏2

2𝑎𝑏

2𝑎2𝑏+3𝑎𝑏2
2𝑎𝑏 = 2𝑎2𝑏

2𝑎𝑏 + 3𝑎𝑏2
2𝑎𝑏 = 𝑎 + 1,5𝑏

g 𝑝5(𝑝2 − 4) (𝑝2 + 1)

𝑝5(𝑝2 − 4) (𝑝2 + 1) = 𝑝5(𝑝4 − 3𝑝2 − 4) = 𝑝9 − 3𝑝7 − 4𝑝5

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
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h 2𝑥(3𝑦2)3 − 2𝑥𝑦 ⋅ 𝑦5

2𝑥(3𝑦2)3 − 2𝑥𝑦 ⋅ 𝑦5 = 52𝑥𝑦6

Opgave 11

Ontbind in factoren.

a 12𝑘6 − 18𝑘3

12𝑘6 − 18𝑘3 = 6𝑘3(2𝑘3 − 3)

b 4𝑎𝑏3 + 12𝑎2𝑏 − 4𝑎𝑏

4𝑎𝑏3 + 12𝑎2𝑏 − 4𝑎𝑏 = 4𝑎𝑏(𝑏2 + 3𝑎 − 1)

c 𝑥5 − 𝑥4 − 2𝑥3

𝑥5 − 𝑥4 − 2𝑥3 = 𝑥3(𝑥2 − 𝑥− 2) = 𝑥3(𝑥 − 2) (𝑥 + 1)

d 4𝑥 − 8𝑥2 + 4𝑥3

4𝑥 − 8𝑥2 + 4𝑥3 = 4𝑥(𝑥2 − 2𝑥 + 1) = 4𝑥(𝑥 − 1)2

Opgave 12

Alle stoffen bestaan uit atomen. Die atomen hebben een zekere massa, de atoommassa.

Die atoommassa wordt uitgedrukt in een eenheid u die gelijk is aan ééntwaalfde deel van

een koolstof-12 atoom, namelijk 1,66 ⋅ 10-24 gram.

a Het koolstof-12 atoom heeft dus een massa van 12 u. Hoeveel gram is dat?

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

12 ⋅ 1,66 ⋅ 10-24 = 19,92 ⋅ 10-24 ≈ 1,99 ⋅ 10-23 gram.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
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b Uit hoeveel atomen bestaat 12 gram koolstof-12?

Uit ongeveer
12

1,99⋅10-23 ≈ 6,02 ⋅ 1023 atomen. (Dit getal is de constante van Avoga­

dro.)

Waterstof heeft een atoommassa van ongeveer 1 u en zuurstof een atoommassa van on­

geveer 16 u.

c Laat zien dat 1 gram waterstof en 16 gram zuurstof evenveel atomen bevatten.

Allebei ongeveer 6,02 ⋅ 1023 atomen.

Water heeft moleculen die bestaan uit 1 atoom zuurstof en 2 atomen waterstof. De mole­

cuulmassa is daarom 18 u.

d Hoeveel moleculen zitten er in 1 kg (dat is 1 liter) water?

Ongeveer
103

18⋅1,66⋅10-24 ≈ 3,35 ⋅ 10
25.

Opgave 13

Oefen het werken met machten van variabelen via het Practicum.

Oefen jezelf met AlgebraKIT. Daarin kun je ook de antwoorden bekijken en uitleg uit­

klappen.

Toepassen

Sissah Ben Dahir is de uitvinder van het schaakspel. De

Indiase koning Shirham vroeg hem wat hij als beloning

voor die uitvinding wilde hebben. Sissah Ben Dahir zei:

“Geef me één graankorrel om op het eerste veld van

het bord te leggen, 2 graankorrels voor op het tweede

veld, 4 voor op het derde veld, 8 op het vierde en laat

me zo verder gaande alle 64 velden bedekken.”

De koning lachte en antwoordde: “Is dat echt alles dat

je wilt hebben?” en hij gaf opdracht het graan uit te

betalen. Toen bleek dat de koning te weinig graan had

om Sissah uit te betalen, liet hij hem in de gevangenis

opsluiten.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
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Opgave 14: Sissah ben Dahir

Bekijk het verhaal dat wordt beschreven in Toepassen. Je ziet in de figuur hoeveel vakjes

een schaakbord heeft.

a Hoeveel graankorrels moet de koning op het tiende vakje leggen?

29 = 512

b Hoeveel graankorrels komen er op het 64ste vakje?

263.

c Je rekenmachine kan het aantal graankorrels op het 64ste vakje niet uitrekenen, alleen

benaderen. Hoeveel graankorrels worden het ongeveer?

Ongeveer 9,22 ⋅ 1018.

Neem aan dat een graankorrel ongeveer 65 mg weegt.

d Hoeveel gewicht zou er dan op het 64ste vakje rusten als alle graankorrels er op zouden

kunnen liggen?

Ongeveer 0,065 ⋅ 9,22 ⋅ 1018 = 0,5993 ⋅ 1018 ≈ 5,99 ⋅ 1017 gram en dat is ongeveer

5,99 ⋅ 1014 kg.

Neem aan dat een vakje van het schaakbord 5 bij 5 cm is en dat in elke cm3 zo'n 100
graankorrels kunnen worden geperst. De hoeveelheid graan op het 64ste vakje past dan in

een balkvormige toren met een grondvlak van 5 bij 5 cm.

e Hoe hoog zou die toren moeten worden?

Je moet er dan 9,22 ⋅ 1016 cm3 graan in kwijt kunnen. De hoogte wordt dan 9,22 ⋅
1016⁄25 = 3,60 ⋅ 1015 cm en dat is 3,60 ⋅ 1010 km oftwel 36 miljard km.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
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Opgave 15: Machten optellen

Bekijk nog eens het verhaal dat wordt beschreven in Toepassen.

Je ziet in de figuur hoeveel vakjes een schaakbord heeft.

a Hoeveel graankorrels moet de koning op de eerste tien vakjes samen leggen?

1 + 2 + 22 + 23 + 24 + 25 + 26 + 27 + 28 + 29 = 1023

b Laat zien dat het antwoord op de vorige vraag gelijk is aan 210 − 1.

Daar komt ook 1023 uit.

De totale hoeveelheid graankorrels die op het schaakbord zouden moeten komen is 1+2+
22 + 23 + ... + 262 + 263. Dit is gelijk aan 264 − 1.

c Dat kun je zelf beredeneren. Probeer die redenering te vinden.

Stel 𝑠 = 1+2+22 +23 + ... + 262 + 263, dan is 2𝑠 = 2+22 +23 + ... + 262 + 263 + 264.

Daaruit volgt 𝑠 = 2𝑠 − 𝑠 = 264 − 1.

Practicum

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het herleiden van uitdrukkingen met machten. Je

kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave zelf op papier.

Met ‘Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met krijg je een nieuwe opgave.

AlgebraKIT

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re14&repo=m4a2015
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1.5 Wortels

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2

Verkennen

Opgave V1

A

B

C

D

E

F

G

H

Van een vierkant met zijde 3 is de oppervlakte 32 = 9.

Van een vierkant met oppervlakte 9 is de zijde √9 = 3.

Worteltrekken is terugrekenen vanuit een kwadraat.

a Je ziet hier een vierkant𝐴𝐵𝐶𝐷met oppervlakte 10. Hoe lang is de

zijde exact? En ongeveer?

√10 en dat is ongeveer 3,16.

Door vier van die vierkanten tegen elkaar te leggen, kun je weer een vierkant maken. De

zijde ervan kun je op twee manieren berekenen.

b Welke oppervlakte heeft dit vierkant? Op welke twee manieren kun je de zijde ervan bere­

kenen?

De oppervlakte van het vierkant is 40 en dus is elke zijde √40. Maar elke zijde is ook

2√10.

Rechthoek 𝐴𝐸𝐹𝐷 heeft een lengte van √40 en een breedte van √10.

c Laat zien dat hieruit volgt √40 ⋅ √10 = √40 ⋅ 10.

De oppervlakte van deze rechthoek is √40 ⋅ √10 en die oppervlakte is ook 20 = √400
roosterhokjes.

d Laat ook zien, dat 2 ⋅ (2√10 + √10) = 6√10.

Dit is de omtrek van rechthoek 𝐴𝐸𝐹𝐷 op twee manieren opgeschreven.
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Opgave V2

Van een kubus met ribbe 2 is de inhoud 23 = 8.

Van een kubus met inhoud 8 is de ribbe 3√8 = 2.

Derde machts worteltrekken is terugrekenen vanuit een derde macht.

a Hoe lang is een ribbe van een kubus met inhoud 10 exact? En ongeveer?

3√10 en dat is ongeveer 2,15.

Door acht van die kubussen tegen elkaar te leggen, kun je weer een kubus maken. De ribbe

ervan kun je op twee manieren berekenen.

b Welke inhoud heeft deze kubus? Op welke twee manieren kun je de ribbe ervan berekenen?

De inhoud van de kubus is 80 en dus is elke zijde 3√80. Maar elke zijde is ook 2 ⋅ 3√10.

Een balk die bestaat uit twee van deze kubussen heeft een lengte van 3√80 en een breedte

en een hoogte van 3√10.

c Laat zien dat hieruit volgt 3√80 ⋅ 3√10 ⋅ 3√10 = 3√80 ⋅ 10 ⋅ 10.

De inhoud van deze balk is 3√80 ⋅ 3√10 ⋅ 3√10 en die inhoud is ook 20 = 3√8000.

Theorie

Opgave 1

In de Uitleg wordt behalve over ‘gewone’ wortels ook gesproken over hogere machtswor­

tels. Bereken de volgende hogere machtswortels en laat ook zien dat ze juist zijn.

a 3√64

3√64 = 4, want 43 = 64.

b 3√-343

3√-343 = -7, want (-7)3 = -343.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re15&repo=m4a2015
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c 4√16

4√16 = 2, want 24 = 16.

d 4√-16

4√-16 bestaat niet, want er is geen getal waarvan de vierde macht -16 is.

e 5√243

5√243 = 3, want 35 = 243.

Opgave 2

Bekijk in de Uitleg hoe je met wortels kunt rekenen. Je kunt door kwadrateren aantonen

dat de rekenregels juist zijn.

a Waarom is een wortel wel een ‘tweede machtswortel’?

Omdat hij hoort bij het terugrekenen vanuit een kwadraat, dus een tweede macht.

b Waarom staat bij √𝑎2 = 𝑎 dat dit alleen geldt als 𝑎 ≥ 0? Laat met een voorbeeld zien dat

die toevoeging nodig is.

Als je bijvoorbeeld 𝑎 = -2 neemt, dan zou √4 = -2 en dan krijg je de vervelende situatie

dat een vierkant met oppervlakte 4 een zijde van -2 zou kunnen hebben.

Gebruik de rekenregels om de volgende uitdrukkingen met wortels te vereenvoudigen.

c 5√15 − √3 ⋅ √5

5√15 − √3 ⋅ √5 = 5√15 − √15 = 4√15

d
4√42
2√3

+ 2√2 ⋅ √7

4√42
2√3

+ 2√2 ⋅ √7 = 2√14 + 2√14 = 4√14
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Ook kun je bij sommige wortels kwadraten buiten het wortelteken halen: √18 = √9 ⋅ 2 =
√32 ⋅ 2 = √32 ⋅ √2 = 3√2.

e Haal bij √48 een zo groot mogelijk kwadraat buiten het wortelteken.

√48 = √16 ⋅ 3 = 4√3

Opgave 3

Met derdemachtswortels kun je net zo rekenen als met ‘gewone’ wortels. Toch is er een

verschil.

a Waarom is de derdemachtswortel uit een negatief getal wel mogelijk? Geef een voorbeeld.

Omdat derde machten ook negatief kunnen zijn. Bijvoorbeeld 3√-64 = -4 omdat (-4)3 =
-64.

b
3√𝑎3 = 𝑎 voor elke waarde van 𝑎. Hoeveel is

3√𝑎6?

3√𝑎6 = 3√𝑎3 ⋅ 3√𝑎3 = 𝑎 ⋅ 𝑎 = 𝑎2

Gebruik de rekenregels om de volgende uitdrukkingen met wortels te vereenvoudigen.

c 5 ⋅ 3√15 − 3√3 ⋅ 3√5

5 ⋅ 3√15 − 3√3 ⋅ 3√5 = 5 ⋅ 3√15 − 3√15 = 4 ⋅ 3√15

d
43√42
23√3

+ 23√2 ⋅ 3√7

43√42
23√3

+ 23√2 ⋅ 3√7 = 23√14 + 23√14 = 43√14

Ook kun je bij sommige derdemachtswortels derde machten buiten het wortelteken halen:
3√54 = 3√27 ⋅ 2 = 3√33 ⋅ 3√2 = 33√2.

e Haal bij 3√128 een zo groot mogelijke derde macht buiten het wortelteken.

3√128 = 3√64 ⋅ 2 = 43√2
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Opgave 4

Ook met 𝑛-de machtswortels kun je net zo rekenen als met ‘gewone’ wortels.

a Wanneer is de 𝑛-de machtswortel uit een negatief getal mogelijk? Geef een voorbeeld.

Bij oneven waarden van 𝑛. Bijvoorbeeld 5√-243 = -3 omdat (-3)5 = -243, maar 4√-81 kan

niet, want er bestaat geen getal waarvan de vierde macht negatief is.

b 𝑛√𝑎𝑛 = 𝑎 voor 𝑎 ≥ 0. Hoeveel is
𝑛√𝑎2𝑛?

𝑛√𝑎2𝑛 = 𝑛√𝑎𝑛 ⋅ 𝑎𝑛 = 𝑎2

c Hoeveel is
𝑛√𝑎5𝑛?

𝑎5

Opgave 5

Bekijk de herleidingen in Voorbeeld 1 en loop ze even na. Herleid zelf de volgende uitdruk­

kingen.

a √12 − √3

√12 − √3 = √4 ⋅ 3 − √3 = 2√3 − √3 = √3

b √128 + 2√98

√128 + 2√98 = √64 ⋅ 2 + 2√49 ⋅ 2 = 8√2 + 14√2 = 22√2

c 6√15𝑎2 − √3𝑎 ⋅ √5𝑎 (met 𝑎 ≥ 0)

6√15𝑎2 − √15𝑎2 = 5√15𝑎2 = 5𝑎√15 (met 𝑎 ≥ 0)

d 3√𝑎2𝑏 − 𝑎√𝑏 + √2𝑏2 (met 𝑎 ≥ 0 en 𝑏 ≥ 0)

3√𝑎2𝑏 − 𝑎√𝑏 + √2𝑏2 = 3𝑎√𝑏 − 𝑎√𝑏+ 𝑏√2 = 2𝑎√𝑏 + 𝑏√2
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e 3√108 − 23√32

3√108 − 23√32 = 3√27 ⋅ 4 − 23√8 ⋅ 4 = 33√4 − 43√4 = -
3√4

f
3√72𝑎3 − 3√3𝑎 ⋅ 3√3𝑎2

3√72𝑎3 − 3√3𝑎 ⋅ 3√3𝑎2 = 3√8𝑎3 ⋅ 9 − 3√𝑎3 ⋅ 9 = 2𝑎3√9 − 𝑎3√9 = 𝑎3√9

Opgave 6

aa

60
o

Een geodriehoek is rechthoekig met twee even lange rechthoeks­

zijden. Neem aan dat die zijden de lengte 𝑎 hebben.

a Toon aan dat de hypotenusa dan altijd een lengte van 𝑎√2 heeft.

Volgens de stelling van Pythagoras is de hypotenusa

√𝑎2 + 𝑎2 = √2𝑎2 = √𝑎2 ⋅ 2 = 𝑎√2.

Een rechthoekige driehoek met een hoek van 60° is de helft van een gelijkzijdige driehoek.

Als de kortste rechthoekszijde een lengte van 𝑎 heeft, dan heeft de langste rechthoekszijde

een lengte van 𝑎√3.

b Toon dat aan.

Elke zijde van de gelijkzijdige driehoek heeft een lengte van 2𝑎 en met de stelling van

Pythagoras vind je dan voor de langste rechthoekszijde √(2𝑎)2 − 𝑎2 = √3𝑎2 = 𝑎√3.

Opgave 7

Van een kubus zijn alle zijvlaksdiagonalen even lang en alle lichaamsdiagonalen even lang.

Neem een kubus met een ribbe van lengte 𝑎.

a Toon aan dat de lengte van elke zijvlaksdiagonaal 𝑎√2 is.

Elk zijvlak is een vierkant van 𝑎 bij 𝑎, dus een diagonaal is √𝑎2 + 𝑎2 = √2𝑎2 = √𝑎2 ⋅ 2 =
𝑎√2.
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b Toon aan dat de lengte van elke lichaamsdiagonaal 𝑎√3 is.

Elk zijvlaksdiagonaal heeft een lengte van 𝑎√2 dus een lichaamsdiagonaal is

√(𝑎√2)
2
+ 𝑎2 = √2𝑎2 + 𝑎2 = √3𝑎2 = 𝑎√3.

Opgave 8

Bekijk de herleidingen in Voorbeeld 2 en loop ze even na. Herleid zelf de volgende uit­

drukkingen tot er geen wortels meer in de noemer van een breuk staan en ze zo eenvoudig

mogelijk zijn.

a
2
√3

2
√3
= 2⋅√3
√3⋅√3

= 2√3
3 = 2

3
√3

b √2 ⋅ √5 + 5
2√10

√2 ⋅ √5 + 5
2√10

= √10 + 5⋅√10
2√10⋅√10

= √10 + 5√10
20 = √10 + 0,25√10 = 1,25√10

c
2𝑝
√𝑝

− √14𝑝

2𝑝
√𝑝

− √14𝑝 =
2𝑝⋅√𝑝
√𝑝⋅√𝑝

− 1
2√𝑝 =

2𝑝√𝑝
𝑝 − 1

2√𝑝 = 2√𝑝−
1
2√𝑝 = 1

1
2√𝑝

d 𝑘√4𝑘 + √
𝑘
4

𝑘√4𝑘 + √
𝑘
4 = 𝑘 ⋅

2
√𝑘
+ √𝑘

2 = 2𝑘⋅√𝑘
√𝑘⋅√𝑘

+ 1
2
√𝑘 = 2√𝑘 + 1

2
√𝑘 = 212√𝑘

e
2𝑥
3√𝑥

2𝑥
3√𝑥

= 2𝑥⋅3√𝑥2
3√𝑥⋅3√𝑥2

= 2𝑥3√𝑥2
𝑥 = 23√𝑥2
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f
𝑎

4√𝑎3
+ 4√𝑎

𝑎
4√𝑎3

+ 4√𝑎 = 𝑎⋅4√𝑎
4√𝑎3⋅4√𝑎

+ 4√𝑎 = 𝑎4√𝑎
𝑎 + 4√𝑎 = 4√𝑎 + 4√𝑎 = 24√𝑎

Opgave 9

Er bestaan nog andere technieken om wortelvormen te herleiden.

a Laat zien, dat (1 + √3) (1 − √3) = -2

Werk de haakjes uit.

Gebruik wat je bij a hebt gevonden om de volgende uitdrukkingen te herleiden tot er geen

wortels meer in de noemer van een breuk voorkomen.

b
2

1+√3

2
1+√3

=
2(1−√3)

(1+√3)(1−√3)
= 2−2√3

-2 = -1 + √3

c
2𝑝
√𝑝

− √14𝑝

( 2
1−√3

)
2
= (

2(1+√3)

(1−√3)(1+√3)
)
2
= (

2(1+√3)
2 )

2
= (1 + √3)

2
= 4 + 2√3

Opgave 10

Oefen het herleiden van uitdrukkingen met wortels via het Practicum.

Oefen jezelf met AlgebraKIT. Daarin kun je ook de antwoorden bekijken en uitleg uit­

klappen.
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Verwerken

Opgave 11

Bereken de volgende wortels en controleer het antwoord door machtsverheffen.

a √1024

√1024 = 32 want 322 = 1024.

b 5√1024

5√1024 = 4 want 45 = 1024

c 10√1024

10√1024 = 2 want 210 = 1024

Opgave 12

Herleid de volgende wortelvormen tot ze zo eenvoudig mogelijk zijn.

a
3√27 + 3√4 ⋅ 3√16

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

3√27 + 3√4 ⋅ 3√16 = 3 + 3√64 = 3 + 4 = 7

b √28 + 2√63

√28 + 2√63 = 2√7 + 6√7 = 8√7

c (√6 − 1)
2

(√6 − 1)
2
= 6 − 2√6 + 1 = 7 − 2√6

d (4√10)
8

(4√10)
8
= (4√10)

4
⋅ (4√10)

4
= 10 ⋅ 10 = 100
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e
10
√5
− √5

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

10
√5
− √5 = 10√5

5 − √5 = 2√5 − √5 = √5

f √34 + √12

√34 + √12 =
1
2
√3 + 2√3 = 212√3

g
√5

2−√5

√5
2−√5

=
√5(2+√5)

(2−√5)(2+√5)
= 2√5+5

-1 = -2√5 − 5

h
2
3√4

− 3√2

2
3√4

− 3√2 = 2⋅3√16
4 − 3√2 = 1

2
3√8 ⋅ 2 − 3√2 = 3√2 − 3√2 = 0

Opgave 13

Herleid de volgende wortelvormen. Neem aan dat 𝑎 > 0 en 𝑏 > 0.

a √34𝑎
2 + 1

2𝑎√3

√34𝑎
2 + 1

2𝑎√3 =
1
2𝑎√3 +

1
2𝑎√3 = 𝑎√3

b
3𝑎2
√𝑎 − 𝑎√𝑎

3𝑎2
√𝑎 − 𝑎√𝑎 = 3𝑎√𝑎 − 𝑎√𝑎 = 2𝑎√𝑎

c
4√𝑎2𝑏 ⋅ 4√16𝑎2𝑏3

4√𝑎2𝑏 ⋅ 4√16𝑎2𝑏3 = 4√16𝑎4𝑏4 = 2𝑎𝑏
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d
18−2𝑏
3+√𝑏

18−2𝑏
3+√𝑏

=
(18−2𝑏)(3−√𝑏)

(3+√𝑏)(3−√𝑏)
=
(18−2𝑏)(3−√𝑏)

9−𝑏 = 2(3 − √𝑏) = 6 − 2√𝑏

Opgave 14

Er bestaan verbanden tussen de verschillende soorten wortels.

a Laat zien, dat √√𝑎 = 4√𝑎 als 𝑎 ≥ 0.

Verhef beide zijden tot de vierde macht en je krijgt (√√𝑎)
4
= (4√𝑎)4. En (√√𝑎)

4
=

√√𝑎⋅√√𝑎⋅√√𝑎⋅√√𝑎 = √√𝑎 ⋅ √𝑎⋅√√𝑎 ⋅ √𝑎 = √𝑎⋅√𝑎 = 𝑎, maar ook (4√𝑎)4 = 4√𝑎⋅4√𝑎⋅4√𝑎⋅4√𝑎 =
4√𝑎4 = 𝑎.

b Welk verband bestaat er tussen √𝑎 en 8√𝑎?

8√𝑎 = √√√𝑎

c Laat zien dat
6√𝑎2 = 3√𝑎.

Beide zijden tot de zesde macht verheffen.

d Vereenvoudig
12√𝑎3.

12√𝑎3 = 4√𝑎

Opgave 15

Een balk heeft ribben met een lengte van 𝑎, 2𝑎 en 3𝑎 cm.

a Bereken alle mogelijke lengtes van de zijvlaksdiagonalen.

Er zijn twee zijvlakken van 𝑎 bij 2𝑎 cm. De vier bijbehorende zijvlaksdiagonalen zijn

√𝑎2 + (2𝑎)2 = 𝑎√5 cm.

Er zijn twee zijvlakken van 𝑎 bij 3𝑎 cm. De vier bijbehorende zijvlaksdiagonalen zijn

√𝑎2 + (3𝑎)2 = 𝑎√10 cm.

Er zijn twee zijvlakken van 2𝑎 bij 3𝑎 cm. De vier bijbehorende zijvlaksdiagonalen zijn

√(2𝑎)2 + (3𝑎)2 = 𝑎√13 cm.
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b Bereken de lengte van alle lichaamsdiagonalen.

√𝑎2 + (2𝑎)2 + (3𝑎)2 = 𝑎√14

Toepassen

Je ziet hier twee tekendriehoeken zoals die in veel wiskun­

delokalen nog wel voorkomen.

De éne driehoek is rechthoekig en gelijkbenig en heeft daar­

om dezelfde vorm als je geodriehoek. Je hebt al eerder laten

zien dat de zijden van die driehoek 𝑎, 𝑎 en 𝑎√2 zijn.

De andere tekendriehoek is ook rechthoekig en is de helft

van een gelijkzijdige driehoek. Daarvan heb je laten zien dat

de zijden 𝑎, 2𝑎 en 𝑎√3 zijn.

Werk in de volgende opgaven met die tekendriehoeken.

Opgave 16: Tekendriehoeken

Bekijk de twee tekendriehoeken in Toepassen. Je ziet hoe lang hun zijden zijn als de kleinste

een lengte van 𝑎 cm heeft. Neem eerst de geodriehoek.

a Hoe lang zijn alle zijden als de kortste zijde 8 cm is?

8, 8 en 8√2 cm.

b Hoe lang zijn alle zijden als de langste zijde 16 cm is?

8√2, 8√2 en 16 cm.

c Hoe lang zijn alle zijden als de langste zijde 1 cm is?

1
2
√2,

1
2
√2 en 1 cm.

Neem nu de andere tekendriehoek.

d Hoe lang zijn alle zijden als de kortste zijde 4 cm is?

4, 8 en 4√3 cm.
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e Hoe lang zijn alle zijden als de langste zijde 10 cm is?

10, 5 en 5√3 cm.

f Hoe lang zijn alle zijden als de langste zijde 1 cm is?

1,
1
2 en

1
2
√3 cm.

g Hoe lang zijn alle zijden als de langste rechthoekszijde 6 cm is?

6, 2√3 en 4√3 cm.

Opgave 17: Tekendriehoeken tegen elkaar

A B

C

D

60
o

45
o

De driehoek hiernaast bestaat uit twee tekendriehoeken te­

gen elkaar.

a Hoe groot is de omtrek als de langste zijde 8 cm is?

Bereken alle zijden met behulp van de twee tekendrie­

hoeken. Je vindt 𝐵𝐷 = 4√2, 𝐶𝐷 = 4√2, 𝐴𝐷 = 4
3
√6 en

𝐴𝐶 = 8
3
√6. De totale omtrek is daarom 8 + 4√2 + 4√6.

b Bereken de oppervlakte van deze driehoek.

1
2(4√2 +

4
3
√6) ⋅ 4√2 = 16 + 8

3
√12 = 16 + 16

3
√3

Nu is 𝐵𝐶 geen 8, maar juist onbekend. De oppervlakte van de driehoek is 9 + 3√3.

c Bereken de lengte van 𝐵𝐶.

Ga na dat de oppervlakte die is gegeven precies
9
16 deel is van de oppervlakte die je

bij b hebt gevonden. Dit betekent dat alle lengtes van deze figuur √ 9
16 =

3
4 deel van de

lengtes van de driehoek bij a en b zijn.

Daarom is 𝐵𝐶 = 6.
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Practicum: Oefenen: werken met wortels

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het herleiden van uitdrukkingen met machten en

wortels. Je kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave zelf op papier.

Met ‘Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met krijg je een nieuwe opgave.

AlgebraKIT
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1.6 Totaalbeeld

Samenvatten

In dit onderwerp heb je vooral vaardigheden op het gebied van de algebra (het rekenen

met variabelen) geleerd. Hopelijk heb je deze vaardigheden zo goed geoefend dat je ze

de komende jaren echt ‘in de vingers hebt’. Bij veel van de onderwerpen die je al dit jaar

tegenkomt zul je ze nodig hebben, maar in de toekomst zul je (zeker als je wiskunde B gaat

kiezen) merken dat ze onontbeerlijk zijn.

De onderstaande opgaven zijn bedoeld om overzicht over het onderwerp Algebra te krij­

gen. Dit betreft de onderdelen 1, 2, 3, 4 en 5 van dit onderwerp. Het is nuttig om er een eigen

samenvatting bij te maken. De opgaven hieronder zijn bedoeld om je daarbij te helpen.

Begrippen

� variabelen — gelijksoortige en ongelijksoortige termen — wisseleigenschap

— commutatieve bewerking;

� breuken — gelijknamig maken — kleinste gemeenschappelijke veelvoud — KGV;

� tweeterm — vierterm — distributieve eigenschap — haakjes uitwerken — ontbinden

in factoren — grootste gemeenschappelijke deler — GGD;

� macht — grondtal — exponent — wetenschappelijke notatie;

� wortel — worteltrekken — nde machts worteltrekken.

Activiteiten

� rekenen (optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen) met variabelen, formules

en uitdrukkingen herleiden, gelijksoortige termen;

� breuken vereenvoudigen, gelijknamig maken, optellen, aftrekken, vermenigvuldigen

en delen, het KGV;

� haakjes uitwerken en ontbinden in factoren, de GGD en de som-en-productmethode;

� rekenen met machten met gehele exponenten, de wetenschappelijke notatie van

getallen;

� rekenen met (hogere machts) wortels, wortelvormen herleiden.

Opgave 1

Een belangrijke algebraïsche vaardigheid is het herleiden van uitdrukkingen met het doel

ze eenvoudiger te maken. Een eenvoudiger uitdrukking betekent meestal dat je er min­

der tekens, minder symbolen voor nodig hebt. Dat kunnen ook uitdrukkingen met haakjes,

breuken, machten en wortels zijn.

Vereenvoudig de volgende uitdrukkingen en schrijf ze (waar breuken voorkomen) als één

breuk.

a 5𝑎 + 2𝑏 − 3𝑎 − 𝑏

5𝑎 + 2𝑏 − 3𝑎 − 𝑏 = 2𝑎 + 𝑏
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b 5𝑎 ⋅ 2𝑏 − 3𝑎 ⋅ -𝑏

5𝑎 ⋅ 2𝑏 − 3𝑎 ⋅ -𝑏 = 10𝑎𝑏 + 3𝑎𝑏 = 13𝑎𝑏

c
1
2𝑝 +

2
𝑞

1
2𝑝 +

2
𝑞 =

4𝑝+𝑞
2𝑝𝑞

d
1
2𝑝 −

2
𝑝+1

1
2𝑝 −

2
𝑝+1 =

𝑝+1
2𝑝(𝑝+1) −

4𝑝
2𝑝(𝑝+1) =

1−3𝑝
2𝑝2+2𝑝

e (𝑥 + 2) (𝑥 + 1) − 𝑥(𝑥 + 1)

(𝑥 + 2) (𝑥 + 1) − 𝑥(𝑥 + 1) = 𝑥2 + 3𝑥 + 2 − 𝑥2 − 𝑥 = 2𝑥+ 2

f 4 − (𝑥 + 2)2

4 − (𝑥 + 2)2 = 4 − (𝑥2 + 4𝑥 + 4) = -𝑥2 − 4𝑥

g 𝑝2 ⋅ (2𝑝)3 − 2𝑝2 ⋅ 4𝑝3

𝑝2 ⋅ (2𝑝)3 − 2𝑝2 ⋅ 4𝑝3 = 8𝑝5 − 8𝑝5 = 0

h (𝑝3 − 2)2 − 𝑝4(𝑝2 + 1)

(𝑝3 − 2)2 − 𝑝4(𝑝2 + 1) = 𝑝6 − 4𝑝3 + 4 − 𝑝6 + 𝑝4 = -𝑝4 − 4𝑝3 + 4
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Opgave 2

Wanneer je in bepaalde uitdrukkingen getallen wilt invullen voor de variabelen, is het ver­

standig om ze eerst zo eenvoudig mogelijk te schrijven. Bereken de volgende uitdrukkingen

voor 𝑎 = 4 en 𝑏 = -6.

a
4𝑎𝑏3
3𝑎𝑏

Eerst vereenvoudigen:
4𝑎𝑏3
3𝑎𝑏 = 4𝑏2

3 .

En nu 𝑏 = -6 invullen levert 48 op.

b 2𝑎(𝑏 − 1) − 2𝑏(𝑎 − 1)

Eerst haakjes uitwerken en samennemen: 2𝑎(𝑏 − 1)−2𝑏(𝑎 − 1) = 2𝑎𝑏−2𝑎−2𝑎𝑏+2𝑏 =
-2𝑎 + 2𝑏.

En nu invullen geeft -20.

c
1

2𝑎𝑏 +
3
𝑎𝑏

Eerst de breuken optellen:
1

2𝑎𝑏 +
3
𝑎𝑏 =

1
2𝑎𝑏 +

6
2𝑎𝑏 =

7
2𝑎𝑏.

Nu invullen geeft -
7
48.

d (𝑎 + 𝑏)2 − (𝑎 − 𝑏)2

Eerst haakjes uitwerken en samennemen: (𝑎 + 𝑏)2 − (𝑎 − 𝑏)2 = 4𝑎𝑏.

Invullen geeft -96.

Opgave 3

Schrijf de volgende formules zo, dat 𝑦 is uitgedrukt in 𝑥, dus in de vorm 𝑦 = ...

a 4𝑥 − 2𝑦 = 7

Dit wordt 4𝑥 − 7 = 2𝑦 en dus 𝑦 = 2𝑥− 3,5

b 𝑥(𝑦 − 2) = 5

Meteen delen geeft 𝑦− 2 = 5
𝑥 en dat wordt 𝑦 = 5

𝑥 + 2.
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c
1
𝑥 +

1
𝑦 = 2

1
𝑦 = 2 −

1
𝑥 =

2𝑥−1
𝑥 geeft 𝑦 = 𝑥

2𝑥−1.

d
2𝑦
𝑥+1 = 4

2𝑦 = 4(𝑥 + 1) geeft 𝑦 = 2𝑥+ 2.

Opgave 4

Ontbind de volgende uitdrukkingen in factoren.

a 12𝑝3𝑞 − 16𝑝𝑞2

12𝑝3𝑞 − 16𝑝𝑞2 = 4𝑝𝑞(3𝑝2 − 4𝑞)

b 12𝑎3 − 4𝑎

12𝑎3 − 4𝑎 = 4𝑎(3𝑎2 − 1)

c 𝑘2 − 2𝑘 − 80

𝑘2 − 2𝑘 − 80 = (𝑘 − 10) (𝑘 + 8)

d 32 + 𝑘2 + 12𝑘

32 + 𝑘2 + 12𝑘 = 𝑘2 + 12𝑘 + 32 = (𝑘 + 4) (𝑘 + 8)

e 84 − 2𝑥 − 2𝑥2

84 − 2𝑥 − 2𝑥2 = -2(𝑥2 + 𝑥− 42) = -2(𝑥 + 7) (𝑥 − 6)

f 4𝑚2 − 1

4𝑚2 − 1 = (2𝑚− 1) (2𝑚+ 1)
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Opgave 5

Gegeven zijn de getallen 𝑝 = 5,4 ⋅ 109, 𝑞 = 3,1 ⋅ 108 en 𝑟 = 1,4 ⋅ 10-5. Schrijf bij de volgende

berekeningen het antwoord ook in de wetenschappelijke notatie.

a Bereken 𝑝+ 𝑞.

5,4 ⋅ 109 + 3,1 ⋅ 108 = 5,4 ⋅ 109 + 0,31 ⋅ 109 = 5,71 ⋅ 109

b Bereken 𝑝 ⋅ 𝑞.

5,4 ⋅ 109 ⋅ 3,1 ⋅ 108 = 16,74 ⋅ 1017 = 1,674 ⋅ 1018

c Bereken 𝑝 ⋅ 𝑟.

5,4 ⋅ 109 ⋅ 1,4 ⋅ 10-5 = 7,56 ⋅ 104

d Bereken 1⁄𝑝.

1
5,4⋅109

≈ 0,185 ⋅ 10-9 = 1,85 ⋅ 10-10

Opgave 6

Het vereenvoudigen en samennemen van wortelvormen is ook een nuttige vaardigheid.

Vereenvoudig:

a 2√21 + 2√3 ⋅ 3√7

2√21 + 2√3 ⋅ 3√7 = 2√21 + 6√21 = 8√21

b 3√2764

3√2764 =
3
4

c √96 − √24

√96 − √24 = 4√6 − 2√6 = 2√6
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d
4√2
√3

+ √2 ⋅ √3

4√2
√3

+ √2 ⋅ √3 = 4
3
√6 + √6 = 7

3
√6

e
5√102 − 73

5√102 − 73 = 5√-243 = -3

Toepassen

In de volgende opgaven leer je de som-en-productmethode voor het ontbinden in factoren

toepassen in situaties met hogere machten. Vooral als je later wiskunde B wilt kiezen kom

je dat af en toe tegen.

Een leuke manier van ontbinden is ook de staartdeling. Maar die is alleen bruikbaar als je

weet welke factor je buiten haakjes wilt halen. Later zul je bij wiskunde B nog manieren

tegen komen waarmee je kunt herkennen in welke situaties dat bruikbaar is.

En tenslotte tref je nog een opgave aan die gaat over het rekenen met getallen in de we­

tenschappelijke notatie. Daarmee zul je bij alle wiskundevakken in de bovenbouw gaan

werken.

Opgave 7: Bijzondere ontbindingen

Bekijk de uitdrukking 𝑥6 + 5𝑥3 + 6.

a Leg uit waarom je deze uitdrukking kunt schrijven als 𝑝2 + 5𝑝+ 6.

Als je kiest 𝑝 = 𝑥3, dan is 𝑥6 = (𝑥3)2 = 𝑝2.

b Ontbind 𝑝2 + 5𝑝+ 6 met de som-en-productmethode.

𝑝2 + 5𝑥+ 6 = (𝑝 + 2) (𝑝 + 3)

c Schrijf nu de juiste ontbinding op voor 𝑥6 + 5𝑥3 + 6.

𝑥6 + 5𝑥3 + 6 = (𝑥3 + 2) (𝑥3 + 3)
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d Waarom kun je 𝑥5 + 5𝑥3 + 6 niet op deze manier ontbinden in factoren?

Omdat 𝑥5 ≠ (𝑥3)2.

Je kunt deze manier van ontbinden in factoren af en toe toepassen. Ontbind:

e 𝑥4 − 3𝑥2 − 18

𝑥4 − 3𝑥2 − 18 = (𝑥2 − 6) (𝑥2 + 3)

f 𝑥10 − 12𝑥5 + 32

𝑥10 − 12𝑥5 + 32 = (𝑥5 − 4) (𝑥5 − 8)

g 2 − 𝑥3 − 𝑥6

2 − 𝑥3 − 𝑥6 = -(𝑥3 + 2) (𝑥3 − 1)

h 𝑥12 − 13𝑥6

Nu is het werken met een 𝑝 niet nodig, je kunt gewoon 𝑥6 buiten haakjes halen: 𝑥12 −
13𝑥6 = 𝑥6(𝑥6 − 13).

Opgave 8: Vermenigvuldigen en delen

Ook uitdrukkingen met letters kun je gewoon vermenigvuldigen door ‘onder elkaar zetten’

en delen met behulp van een staartdeling. Hier zie je daar twee eenvoudige voorbeelden

van. In de figuur hieronder wordt de vermenigvuldiging (2𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) uitgevoerd.

2x + 1

x − 3
x

2x + 1
x − 3 x

Eerst vermenigvuldigen
met -3.

-6x − 3

2x + 1
x − 3 x

Daarna vermenigvuldigen
met x.

-6x − 3
2x  + x2

5
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In het volgende voorbeeld wordt 2𝑥2 − 5𝑥 − 3 gedeeld door 𝑥− 3.

x − 32x  − 5x − 3 / 2
= 2xx − 3

Begin bij de hoogste macht.
Hoe vaak gaat x − 3 in 2x ?

2x  − 6x2

2x  − 5x − 3 / 2
= 

2

2xx − 3

Bereken 2x(x − 3) en trek dat af van
2x  − 5x − 3.

x − 3

2x  − 6x2

2x  − 5x − 3 / 2
= 

2

−

2x + 1x − 3

Kijk nu hoe vaak x − 3 gaat in x. 
Dat gaat precies 1 keer.

x − 3

2x  − 6x2

2x  − 5x − 3 / 2
= 

−

x − 3

2x + 1x − 3

Bereken 1(x − 3) en trek dat van x − 3 
af. Je komt op 0 uit, de deling komt uit.

x − 3

2x  − 6x2

2x  − 5x − 3 / 2
= 

−

x − 3 −

0

a Voer zelf zowel de vermenigvuldiging als de deling uit. Waarom horen er in de deling eigen­

lijk haakjes te staan?

Doen. Vanwege de voorrangsregels moet de deling eigenlijk worden opgeschreven als

(2𝑥2 − 5𝑥 − 3) ⁄(𝑥 − 3).

Eerst even een paar vermenigvuldigingen oefenen. Bereken:

b (3𝑥 + 5) (2𝑥 − 1)

(3𝑥 + 5) (2𝑥 − 1) = 6𝑥2 + 7𝑥 − 5

c (𝑥2 + 5𝑥 − 6) (2𝑥 − 4)

(𝑥2 + 5𝑥 − 6) (2𝑥 − 4) = 2𝑥3 + 6𝑥2 − 22𝑥 + 24

En nu een paar delingen oefenen. Bereken:

d (3𝑥2 + 15𝑥 + 18) ⁄(𝑥 + 3)

(3𝑥2 + 15𝑥 + 18) ⁄(𝑥 + 3) = 3𝑥 + 6

e (3𝑥3 + 17𝑥2 − 54𝑥 + 16) ⁄(3𝑥 − 1)

(3𝑥3 + 17𝑥2 − 54𝑥 + 16)⁄(3𝑥 − 1) = 𝑥2 + 6𝑥 − 16
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f Gebruik nu je antwoord bij e om 3𝑥3 + 17𝑥2 + 42𝑥 + 16 in factoren te ontbinden.

3𝑥3 + 17𝑥2 + 42𝑥 + 16 = (3𝑥 − 1) (𝑥2 + 6𝑥 − 16) = (3𝑥 − 1) (𝑥 + 8) (𝑥 − 2)

Opgave 9: Oppositie van planeten

Wanneer een planeet gezien vanuit de zon met de Aarde op één

lijn ligt, zeg je dat deze planeet in oppositie staat. Oppositie komt

bij elke planeet met vaste tussenpozen voor. De tijd 𝑇 (in dagen)

tussen twee opposities hangt af van de omlooptijd van de Aarde

𝑇𝐴 (in dagen) om de zon en de omlooptijd van de planeet 𝑇𝑃 (in

dagen) om de zon.

Er geldt:
1
𝑇𝑃

= 1
𝑇𝐴

− 1
𝑇.

a Hoe verder een planeet van de zon af staat hoe groter 𝑇𝑃. Betekent dit dat dan ook 𝑇
groter wordt?

Als𝑇𝑃 groter wordt, dan wordt
1
𝑇𝑃

kleiner, dus moet er een groter getal van
1
𝑇𝐴

worden

afgetrokken, dus moet
1
𝑇 groter worden en 𝑇 juist kleiner.

b Tussen twee opposities van Jupiter zitten 398,6 dagen. Bereken de omlooptijd van Jupiter

in dagen nauwkeurig. De omlooptijd van de Aarde is 365,25 dagen.

𝑇𝐴 = 365,25 dagen, dus
1
𝑇𝑃

= 1
365,26 −

1
398,6 ≈ 0,000229 en 𝑇𝑃 ≈ 4365 dagen.

c De omlooptijd van Mars is 1,88 jaar. Bereken de tijd tussen twee opposities in dagen nauw­

keurig.

1
𝑇 =

1
365,25 −

1
686,2 ≈ 0,00128 en 𝑇 ≈ 781 dagen.

Alle planeten van ons zonnestelsel voldoen aan de wet van Kepler die zegt dat 𝑇𝑃2 =
3,95 ⋅ 10-20 ⋅ 𝑟3 waarin 𝑟 de gemiddelde afstand van de planeet tot de zon in km is.

d Voor Saturnus geldt 𝑟 ≈ 1,43 ⋅109 km. Bereken de tijd tussen twee opposities van Saturnus

in dagen nauwkeurig.

𝑇𝑃2 ≈ 3,95 ⋅ 10
-20 ⋅ (1,43 ⋅ 109)

3
≈ 1,155 ⋅ 108 en 𝑇𝑃 ≈ 10747 dagen.

En daaruit volgt
1
𝑇 =

1
365,25 −

1
10747 ≈ 0,00265 en dus 𝑇 ≈ 378 dagen.
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Begrippen

� congruentie — overeenkomstige hoeken — overeenkomstige zijden — vergrotingsfactor

— verhoudingstabel;

� congruentie — gelijkvormigheid;

� middelloodlijn — bissectrice (deellijn) — zwaartelijn — hoogtelijn — omgeschreven en in­

geschreven cirkel — gelijkbenige driehoek — gelijkzijdige driehoek — definitie, stelling, be­

wijs;

� regelmatige veelhoeken — omgeschreven cirkel;

� gelijkvormige figuren — lengtevergrotingsfactor — oppervlaktevergrotingsfactor.

Activiteiten

� de begrippen gelijkvormig en congruent;

� herkennen wanneer driehoeken congruent of gelijkvormig zijn en behulp daarvan bereke­

ningen in driehoeken uitvoeren;

� bijzondere lijnen in driehoeken en eigenschappen van driehoeken en deze bijzondere lij­

nen bewijzen — de stelling van Thales bewijzen;

� rekenen in vierhoeken, vijfhoeken, etc, met behulp van congruentie en gelijkvormigheid;

� werken met de lengtevergrotingsfactor en de bijbehorende oppervlaktevergrotingsfactor.

Jacobsstaf
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2.1 Gelijk of gelijkvormig

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2

Verkennen

Opgave V1

Je wilt een poster maken en hebt hiervan een voorbeeld gemaakt op een A4-tje. De af­

metingen van het A4-tje zijn 210 mm bij 297 mm. De poster moet op A3-formaat worden

afgedrukt. Een vel A3-papier is twee keer zo groot als een vel A4-papier. Ten minste: de op­

pervlakte is twee keer zo groot! Voor het vergroten kun je een kopieermachine gebruiken.

Bij de meeste kopieermachines kun je dat eenvoudig instellen. Bij sommige kopieermachi­

nes moet je een percentage instellen.

Kies je dan voor 200%? Of moet je een ander percentage kiezen? En zo ja, welk percentage?

Als je kiest voor 200%, worden alle afmetingen, dus de lengte en de breedte twee

keer zo groot. De oppervlakte wordt dan vier keer zo groot. Dus je moet een kleiner

percentage instellen.

Als de oppervlakte 2 keer zo groot moet worden en je vergroot de lengte en de breedte

beide met factor 𝑘, dan is 𝑘 ⋅ 𝑘 = 𝑘2 = 2 dus 𝑘 = √2 ≈ 1,41. De kopieermachine moet

dus op 141% vergroten staan.

Opgave V2

Je ziet hier een aantal rechthoeken.

I

II

III IV
V

VI

3 cm

4 cm

6 cm

4 cm

4 cm

8 cm

2 cm

1,5 cm

2 cm

3 cm

3 cm

4 cm

Welke rechthoeken zijn gelijk? En welke rechthoeken zijn niet gelijk maar hebben dezelfde

verhoudingen van lengte en breedte?

De rechthoeken I en V zijn gelijk.

De rechthoeken I en III zijn niet gelijk maar hebben gelijke verhoudingen, evenals de

rechthoeken II en IV.
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Theorie

Opgave 1

In de Uitleg zie je wat het verschil is tussen gelijke (dus congruente) driehoeken en gelijk­

vormige driehoeken.

Bekijk eerst de bovenste figuur.

a Waaraan zie je dat de overeenkomstige zijden van beide figuren gelijk zijn?

In zijden die gelijk zijn staat hetzelfde tekentje.

b Je ziet dat er twee paren gelijke hoeken zijn in de bovenste figuur. Waarom is dan automa­

tisch het derde paar hoeken ook gelijk?

Omdat dit driehoeken zijn. Daarin zijn de drie hoeken samen altijd 180∘.

c Je ziet dat Δ𝐴𝐵𝐶 ≅ Δ𝐿𝑀𝐾. Waarom wordt bij de tweede driehoek de lettervolgorde zo

gekozen?

De overeenkomstige hoeken staan dan op dezelfde plaats.

Bekijk nu de tweede figuur. Je ziet dat evenwijdige lijnstukken worden aangeduid door pijl­

tjes in de lijnstukken.

d Waarom weet je nu zeker dat ∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐷𝐸?

Het zijn F-hoeken bij evenwijdige lijnen.

e Wordt er bij het opschrijven van de gelijkvormige driehoeken ook op de volgorde van de

letters gelet?

Ja, ook nu worden de overeenkomstige hoeken op dezelfde plek gezet.

f Hoeveel bedraagt de vergrotingsfactor als je Δ𝐴𝐵𝐶 opvat als ‘vergroting’ van Δ𝐴𝐷𝐸?

0,5
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g Stel de vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝐴𝐷𝐸 is 2,5. Zijn beide driehoeken dan nog

steeds gelijkvormig?

Ja.

Opgave 2

Het herkennen van gelijkvormige figuren of congruente figuren is vaak lastig.

a Waarom zijn alle vierkanten gelijkvormig en/of congruent?

Omdat ze allemaal gelijke hoeken hebben en omdat alle zijden gelijk zijn. Vergelijk

je dan twee willekeurige vierkanten met elkaar dan zijn de overeenkomstige hoeken

altijd hetzelfde. En verder als een zijde van het éne vierkant 𝑘 keer zo groot is dan de

overeenkomstige zijde van het andere vierkant, dan geldt dit voor alle andere zijden

ook.

b Waarom zijn niet alle rechthoeken gelijkvormig en/of congruent?

Ze hebben wel allemaal gelijke hoeken, maar niet alle zijden zijn gelijk. Vergelijk je

dan twee willekeurige rechthoeken met elkaar dan zijn de overeenkomstige hoeken

altijd hetzelfde. Maar als een zijde van de éne rechthoek 𝑘 keer zo groot is dan de

overeenkomstige zijde van de andere rechthoek, dan hoeft dit voor alle andere zijden

niet automatisch ook te gelden.

c Zijn alle gelijkzijdige driehoeken gelijkvormig en/of congruent?

Ja, ze hebben allemaal gelijke hoeken hebben en alle zijden zijn gelijk.

d Zijn alle gelijkbenige driehoeken gelijkvormig en/of congruent?

Nee, de hoeken en de zijden kunnen verschillen.

e Waarom zijn alle congruente figuren ook gelijkvormig? Van welke vergrotingsfactor is er

dan sprake?

Van congruente figuren zijn overeenkomstige hoeken gelijk en overeenkomstige zijden

gelijk. Dus zijn ze gelijkvormig met vergrotingsfactor 1.
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Opgave 3

Jurre heeft twee rechthoekige afbeeldingen van een verschillend formaat op zijn computer.

Afbeelding A is 20 mm bij 16 mm en afbeelding B is 36 mm bij 24 mm.

Hij wil ze op een groot rechthoekig scherm van 1,65m breedte en 1,10m hoogte laten zien.

Ze worden daarom vergroot.

a Welke van deze twee afbeeldingen past na vergroting precies op het grote scherm?

Bereken van alle drie de rechthoeken de verhoudingen van de zijden 20⁄16 = 1,25,

36⁄24 = 1,50 en 165⁄110 = 1,5.

Afbeelding B past daarom na vergroten precies op het scherm. Ga maar na, dat

1650⁄36 = 1100⁄24.

De andere afbeelding vergroot Jurre zo dat hij alles kan zien.

b Blijft er op het scherm dan ruimte over in de breedte of de hoogte? Licht je antwoord toe.

Nu is 1650⁄20 = 82,5 en 1100⁄16 = 68,75.

De afbeelding komt alleen volledig in beeld als hij met een factor 68,75 wordt ver­

menigvuldigd. Er blijft dan in de breedte ruimte over en wel 1650 − 68,75 ⋅ 16 = 550
mm.

Opgave 4

Hier zie je een vierhoek en een driehoek waarvan de zijden bekend zijn.

5 cm

5,2 cm

4,5 cm

3 cm

A

B

C

D

8 cm

7 cm5 cm

K L

M

a Kun je de vierhoek natekenen zonder verdere metingen te verrichten? En hoe zit dat met

de driehoek?

Nee, je moet voor de vierhoek in ieder geval ook een hoek of een diagonaal opmeten.

De driehoek ligt wel vast als je alleen de zijden weet.

b Leg uit hoe je de vierhoek kunt natekenen.

Teken eerst Δ𝐴𝐵𝐷 door de hoek bij 𝐴 op te meten en de twee zijden 𝐴𝐵 en 𝐴𝐷 op

de benen van die hoek af te passen. Dan kun je vervolgens met de passer Δ𝐵𝐶𝐷 er op

zetten.
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c Leg uit hoe je een gelijkvormige vierhoek kunt tekenen met een vergrotingsfactor van 1,5.

Je werkt op dezelfde manier, maar alle zijden worden 1,5 keer zo lang, terwijl de hoeken

even groot blijven.

Opgave 5

Bekijk Voorbeeld 1.

a Laat met behulp van een tabel zien dat de vierhoeken 𝐴𝐵𝐶𝐷 en 𝑁𝐾𝐿𝑀 wel gelijkvormig

zijn.

In de tabel hieronder zie je dat elke zijde van 𝑁𝐾𝐿𝑀 een lengte heeft die 1,5 keer zo

groot is als die van de overeenkomstige zijde van vierhoek 𝐴𝐵𝐶𝐷.

𝐴𝐵
4 cm

𝐵𝐶
3 cm

𝐶𝐷
2 cm

𝐷𝐴
2 cm

𝑁𝐾
6 cm

𝐾𝐿
4,5 cm

𝐿𝑀
3 cm

𝑀𝑁
3 cm

b De vierhoek 𝑃𝑄𝑅𝑆 heeft zijden die allemaal precies 2 keer zo groot zijn als de overeen­

komstige zijden van vierhoek 𝐴𝐵𝐶𝐷. Zijn deze twee vierhoeken dus gelijkvormig? Gebruik

eventueel de applet in het Practicum.

Nee, dat hoeft niet. De overeenkomstige hoeken moeten ook gelijk zijn.

Opgave 6

A B

C
D

E

F

G

H
I

5 4

4
3

22,4

6

1,23
0,6In de figuur hiernaast tref je een heleboel vierhoeken aan.

a Hoeveel?

9

b Waarom hebben de vierhoeken𝐴𝐵𝐶𝐷 en𝐴𝐸𝐹𝐷 wel gelijke hoeken, maar zijn ze toch niet

gelijkvormig?

De hoeken bij 𝐴 en 𝐷 hebben ze gemeenschappelijk. De hoeken bij 𝐵 en 𝐸 zijn gelijk,

dat is in de figuur aangegeven. Omdat de hoeken van een vierhoek samen 360∘ zijn,

moeten de hoeken 𝐵𝐶𝐷 en 𝐵𝐹𝐷 ook wel gelijk zijn. Alle hoeken zijn dus gelijk.

Maar nu de zijden. Zijde 𝐴𝐵 wordt vergroot tot zijde 𝐴𝐸 met factor 9⁄5 = 1,8. Maar

zijde 𝐴𝐷 wordt zijde 𝐴𝐷 en dus helemaal niet vergroot. De overeenkomstige zijden
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worden niet allemaal met dezelfde factor vergroot en dus zijn de twee vierhoeken niet

gelijkvormig.

c Waarom zijn de vierhoeken 𝐴𝐵𝐶𝐷 en 𝐴𝐸𝐺𝐼 gelijkvormig?

De hoek bij 𝐴 hebben ze gemeenschappelijk. De hoeken bij 𝐵 en 𝐸 zijn gelijk, dat is in

de figuur aangegeven. De hoeken bij 𝐷 en 𝐼 zijn gelijk, dat is in de figuur aangegeven.

Omdat de hoeken van een vierhoek samen 360∘ zijn, moeten de hoeken 𝐵𝐶𝐷 en 𝐸𝐺𝐼
ook wel gelijk zijn. Alle hoeken zijn dus gelijk.

Maar nu de zijden. Maak een tabel met de overeenkomstige zijden boven elkaar.

𝐴𝐵
5

𝐵𝐶
4

𝐶𝐷
2

𝐷𝐴
3

𝐴𝐸
9

𝐸𝐺
5,4

𝐺𝐼
3,6

𝐼𝐴
7,2

Ga na dat voor alle paren overeenkomstige zijden met dezelfde factor 1,8 worden ver­

groot.

Opgave 7

De vierhoeken 𝐴𝐵𝐶𝐷 en 𝑃𝑄𝑅𝑆 zijn gelijkvormig. Verder is 𝐴𝐵 = 5, 𝐵𝐶 = 6, 𝐶𝐷 = 3,

𝐴𝐷 = 4 en 𝑄𝑅 = 8 cm.

Bereken de lengte van 𝑃𝑄.

Overeenkomstige zijden waarvan de lengtes bekend zijn, zijn 𝐵𝐶 en 𝑄𝑅. Dus de ver­

grotingsfactor van vierhoek 𝐴𝐵𝐶𝐷 naar vierhoek 𝑃𝑄𝑅𝑆 is 8⁄6 = 1,25.

Dus is 𝑃𝑄 = 1,25 ⋅ 𝐴𝐵 = 1,25 ⋅ 5 = 6,25 cm.

Opgave 8

In Voorbeeld 2 worden driehoeken vergeleken.

a Teken de beschreven Δ𝐴𝐵𝐶 door te beginnen met zijde 𝐴𝐵.

Doen, gebruik je passer.

b Teken Δ𝐴𝐵𝐶 nog eens, maar begin nu met zijde 𝐵𝐶. Krijg je dezelfde Δ𝐴𝐵𝐶?

Je krijgt dezelfde Δ𝐴𝐵𝐶 door te beginnen met zijde 𝐴𝐵.
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c Als je van een vierhoek de lengtes van de zijden weet, kun je hem dan tekenen?

Nee, er zijn dan nog verschillende mogelijkheden. In het Practicum kun je dat nagaan.

d Teken ook Δ𝐷𝐸𝐹. Ga na, dat de hoeken gelijk zijn aan die van Δ𝐴𝐵𝐶.

Knip Δ𝐴𝐵𝐶 uit en pas de hoeken op die van Δ𝐷𝐸𝐹.

e Teken ook Δ𝐾𝐿𝑀 waarvan de overeenkomstige zijden de helft zijn van die van Δ𝐴𝐵𝐶. Ga

na, dat ook nu beide driehoeken gelijkvormig zijn.

Pas de hoeken Δ𝐴𝐵𝐶 op die van Δ𝐾𝐿𝑀 en ga zo na dat de overeenkomstige hoeken

gelijk zijn.

Opgave 9

Gegeven zijn Δ𝐴𝐵𝐶 met 𝐴𝐵 = 4 cm, ∠𝐴 = 50∘ en ∠𝐵 = 60∘ en Δ𝐷𝐸𝐹 met 𝐷𝐸 = 6 cm,

∠𝐷 = 50∘ en ∠𝐸 = 60∘.

a Teken de beschreven driehoeken.

Doen, gebruik je passer en je geodriehoek.

b Waarom is ∠𝐶 = ∠𝐹?

Omdat de hoeken van elke driehoek samen 180∘ zijn en de andere hoeken al gelijk zijn.

c Meet van beide driehoeken ook de overige zijden op. Ga na dat de overeenkomstige zijden

met dezelfde factor worden vermenigvuldigd.

Je vindt 𝐵𝐶 ≈ 3,5 en 𝐴𝐶 ≈ 3,1 cm.

En bij de andere driehoek 𝐸𝐹 ≈ 5,3 en 𝐷𝐹 ≈ 4,7 cm.

De vergrotingsfactor is telkens (binnen de onnauwkeurigheid van het meten) 6⁄4 = 1,5.
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Uit het voorgaande kun je opmaken dat twee driehoeken gelijkvormig zijn als de overeen­

komstige hoeken gelijk zijn.

d Geldt dit ook voor vierhoeken? Licht je antwoord toe.

Nee, neem maar een vierkant en een rechthoek die niet vierkant is. Ze hebben een

verschillende vorm, terwijl hun hoeken allemaal recht zijn.

Opgave 10

A B

C

D

E

6 cm 2 cm

3 cm5 cm

Je ziet hier Δ𝐴𝐵𝐶 en Δ𝐴𝐷𝐸. In de figuur vind je enkele afmetingen.

a Leg uit waarom Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐴𝐷𝐸.

Omdat ∠𝐴 = ∠𝐴 en ∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐷𝐸.

b Bereken de lengte van de lijnstukken 𝐷𝐸 en 𝐶𝐸.

Maak een tabel waarin de overeenkomstige zijden van beide driehoeken staan. Omdat

beide driehoeken gelijkvormig zijn is dit een verhoudingstabel.

𝐴𝐵
6 cm

𝐵𝐶
3 cm

𝐶𝐴
5 cm

𝐴𝐷
8 cm

𝐷𝐸
𝑥 cm

𝐸𝐴
𝑦 cm

De vergrotingsfactor is 8⁄6 = 113. Dus 𝐷𝐸 = 113 ⋅𝐵𝐶 = 113 ⋅3 = 4 cm. En 𝐸𝐴 = 113 ⋅𝐴𝐶 =

113 ⋅ 5 = 6
2
3 cm, zodat 𝐶𝐸 = 623 − 5 = 1

2
3 cm.

Verwerken

Opgave 11

Een rechthoek heeft zijden van 18 cm en 30 cm. Van een verkleining van die rechthoek is

één van de zijden 6 cm.

Welke afmetingen kan de verkleining hebben? Geef beide mogelijkheden.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

De vergrotingsfactor kan 6⁄18 = 1
3 zijn, de afmetingen van de verkleining zijn dan 6 bij

10 cm.

De vergrotingsfactor kan 6⁄30 = 1
5 zijn, de afmetingen van de verkleining zijn dan 6 bij

3,6 cm.
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Opgave 12

A B C D

EFGH

6 2 2

5

2 6Bekijk de figuur hiernaast. Alle afmetingen zijn in cm.

a Licht toe waarom de vierhoeken𝐴𝐵𝐺𝐻 en𝐹𝐺𝐵𝐶 congruent

zijn.

∠𝐴 = ∠𝐺𝐹𝐶 (allebei recht), ∠𝐻 = ∠𝐵𝐶𝐹 (allebei

recht), ∠𝐴 = ∠𝐺𝐹𝐶, ∠𝐴𝐵𝐺 = ∠𝐵𝐺𝐹 (Z-hoeken) en

∠𝐵𝐺𝐻 = ∠𝐺𝐵𝐶 (Z-hoeken).

En verder zijn de overeenkomstige zijden gelijk, ga maar

na.

b Zijn de vierhoeken 𝐴𝐵𝐺𝐻 en 𝐸𝐺𝐵𝐷 gelijkvormig? Licht je antwoord toe.

Alle overeenkomstige hoeken zijn gelijk. Maar de overeenkomstige zijden vormen geen

verhoudingstabel, want 𝐺𝐸 = 8
6 ⋅ 𝐴𝐵 en 𝐵𝐺 = 𝐺𝐵. Deze vierhoeken zijn daarom niet

gelijkvormig.

c Zijn de rechthoeken 𝐴𝐷𝐸𝐻 en 𝐷𝐸𝐹𝐶 gelijkvormig? Licht je antwoord toe.

Alle overeenkomstige hoeken zijn gelijk. Maar de overeenkomstige zijden vormen geen

verhoudingstabel, want 𝐷𝐸 = 1
2 ⋅ 𝐴𝐷 en 𝐶𝐷 = 2

5 ⋅ 𝐴𝐻. Deze rechthoeken zijn daarom

niet gelijkvormig.

Opgave 13

Δ𝑃𝑄𝑅 ∼ Δ𝐴𝐵𝐶. Verder is gegeven 𝐴𝐶 = 7,2, 𝐴𝐵 = 9, 𝐵𝐶 = 5 en 𝑃𝑄 = 13.

Bereken de overige twee zijden van Δ𝑃𝑄𝑅.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2. Maak een verhoudingstabel van de overeenkom­

stige zijden van beide driehoeken.

𝐴𝐵
9

𝐵𝐶
5

𝐴𝐶
7,2

𝑃𝑄
13

𝑄𝑅 𝑃𝑅

De vergrotingsfactor is
13
9 . En dus is 𝑄𝑅 = 13

9 ⋅ 5 = 65
9 en 𝑃𝑅 = 13

9 ⋅ 7,2 = 10,4.
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Opgave 14

Δ𝐾𝐿𝑀 ∼ Δ𝐴𝐵𝐶. Verder is gegeven 𝐴𝐵 = 7,4, 𝐵𝐶 = 5, 𝐾𝑀= 2,8 en 𝑀𝐿 = 3,5.

Bereken de twee zijden van deze driehoeken die je nog niet weet.

Maak een verhoudingstabel van de overeenkomstige zijden van beide driehoeken.

𝐴𝐵
7,4

𝐵𝐶
5

𝐴𝐶

𝐾𝐿 𝐿𝑀
3,5

𝐾𝑀
2,8

De vergrotingsfactor is van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝐾𝐿𝑀 is 3,5⁄5 = 0,7. En dus is𝐾𝐿 = 0,7⋅7,4 =
5,18 en 𝐴𝐶 = 𝐾𝐿⁄0,7 = 4.

Opgave 15

De lengte van een vrachtwagen is 5,04 meter. De lengte van een schaalmodel van deze

vrachtwagen is 18 cm. Op een foto lijken ze even groot. De afstand tussen de fotograaf en

het schaalmodel is 35 cm.

Bereken hoeveel de vrachtwagen verder van de fotograaf staat dan het schaalmodel.

De vergrotingsfactor is 504⁄18 = 28. Dus de afstand van de fotograaf tot de vrachtwa­

gen is 28⋅35 = 980 cm. De vrachtwagen staat daarom 9,45 m verder van de fotograaf.

Opgave 16

Willem heeft een poster van 50 bij 80 cm. Hij heeft een lijst voor de poster van 60 bij 100
cm. Willem ontdekt dat de poster daar niet mooi inpast en wil de poster zo bijsnijden dat hij

gelijkvormig is met de lijst.

Hoe moet hij de poster bijsnijden opdat er zo min mogelijk van verloren gaat?

Er zijn twee mogelijkheden:

• De lengte van de poster zo houden. De breedte moet dan
80
100 ⋅ 60 = 48 cm worden.

De oppervlakte van de poster wordt dan 48 ⋅ 80 = 3840 cm2.

• De breedte van de poster zo houden. De lengte moet dan
50
60⋅100 ≈ 83,3 cm worden.

Dat kan echter niet, want de lengte is maar 80 cm.

En dus kies je voor de eerste mogelijkheid.
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Toepassen

A
p
p
le
t In de applet zie je een rechthoek met daarin een vierkant met een kleinere rechthoek

ernaast. Is die kleinere rechthoek gelijkvormig met de grote rechthoek? Is het mogelijk om

de rechthoek zo aan te passen dat dit het geval is?

Deze vraag leidt tot de bekende Gulden Snede. Dat is een al uit de Oudheid bekende ma­

nier om een lijnstuk zoals 𝐴𝐸 in twee delen te verdelen.

De vergrotingsfactor van 𝐴𝐵 naar 𝐴𝐸 waarbij de rechthoeken gelijkvormig zijn is de Gul­

den Snede.

Opgave 17: Gulden Snede

Hierboven wordt de vraag gesteld of het mogelijk is om een rechthoek te verdelen in een

vierkant en een kleinere rechthoek die met de gegeven rechthoek gelijkvormig is.

Met de applet kun je de lengte van de rechthoek wat aanpassen.

Probeer met de applet te bepalen welke afmetingen de rechthoek 𝐴𝐸𝐹𝐷 moet hebben om

ervoor te zorgen dan hij gelijkvormig is met rechthoek 𝐸𝐹𝐶𝐵. Bepaal ook de vergrotings­

factor van 𝐴𝐵 naar 𝐴𝐸, de Gulden Snede dus.

Bereken bij verschillende waarden van 𝑝 de verhoudingen 𝐴𝐸⁄𝐸𝐹 en 𝐸𝐹⁄𝐵𝐸 en zoek

de waarde van 𝑝 waarvoor deze verhoudingen gelijk zijn.

Dat lukt het beste als 𝑝 ≈ 2,47.

De afmetingen van rechthoek 𝐴𝐸𝐹𝐷 zijn dan ongeveer 6,47 bij 4.

De Gulden Snede is ongeveer 1,62.

Practicum: Gelijkvormige vierhoeken en driehoeken

Met de applets hieronder kun je een vierhoek met gegeven zijden en een driehoek met

gegeven zijden vergroten. Ga na dat je van de vierhoeken de vorm nog kunt veranderen

(zonder de lengtes van de zijden te veranderen) door de punten 𝐶 en 𝐻 te bewegen. Van

de driehoeken kun je de vorm niet meer veranderen als de zijden vast liggen.

A
p
p
le
t

A
p
p
le
t

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me11&repo=m4a2015
https://math4all.pragma-pod.nl/resources/geogebra/3hv-me11-a1-c01.html
https://nl.wikipedia.org/wiki/Gulden_snede
https://math4all.pragma-pod.nl/resources/geogebra/3hv-me11-xa1-c02.html
https://math4all.pragma-pod.nl/resources/geogebra/3hv-me11-xa1-c01.html
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2.2 Driehoeken

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2Voorbeeld 3

Verkennen

Opgave V1

Om een driehoek te kunnen tekenen moet je er iets van weten. Bijvoorbeeld hoe lang de

drie zijden zijn. Of hoe groot een hoek is en hoe lang de twee zijden op de benen van die

hoek zijn.

a Teken Δ𝐴𝐵𝐶met∠𝐴 = 55∘,𝐴𝐵 = 5 cm en𝐴𝐶 = 4 cm. Krijgt iedereen die dit doet dezelfde

driehoek?

Doen, begin met 𝐴𝐵 = 5 cm en zet daar ∠𝐴 op. Pas vervolgens 𝐴𝐶 = 4 cm af en trek

𝐵𝐶.

Iedereen die dit doet krijgt dezelfde driehoek.

b Teken Δ𝐴𝐵𝐶 met ∠𝐴 = 55∘, 𝐴𝐵 = 5 cm en 𝐵𝐶 = 4 cm. Is er nu maar één driehoek

mogelijk?

Doen, begin met 𝐴𝐵 = 5 cm en zet daar ∠𝐴 op. Cirkel vervolgens 𝐵𝐶 = 4 cm om en

vindt punt 𝐶. Er zijn twee mogelijkheden!

Nee, er zijn twee driehoeken mogelijk.

Opgave V2

Je weet van Δ𝐴𝐵𝐶 alleen de twee hoeken ∠𝐴 = 55∘ en ∠𝐵 = 80∘.

a Teken twee van die driehoeken.

Kies voor zijde 𝐴𝐵 een lengte en teken die zijde. Zet de twee hoeken op de uiteinden

van deze zijde en maak de driehoek af. Doe dit twee keer met verschillende lengtes

voor zijde 𝐴𝐵.

b Wat valt op als je beide driehoeken vergelijkt?

Ze zijn gelijkvormig.
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Theorie

Opgave 1

In de Uitleg wordt besproken wanneer twee driehoeken congruent zijn. Dat is bijvoorbeeld

zo als hun overeenkomstige zijden gelijk zijn.

a Waarom zijn twee driehoeken ook congruent als ze een hoek en de zijden op de benen van

die hoek gelijk hebben?

Als je verschillende mensen een driehoek laat tekenen waarvan je een hoek geeft en

de lengtes van de zijden op de benen van die hoek, dan krijgen ze allemaal dezelfde

driehoek.

b Waarom zijn twee driehoeken niet congruent als ze twee zijden en een hoek die niet door

deze twee zijden wordt ingesloten gelijk hebben?

Je kunt dan twee verschillende driehoeken tekenen (tenzij de gegeven hoek recht is).

c Maak een overzicht van alle situaties waarin twee driehoeken congruent zijn.

Zie voor het antwoord het overzicht in de Theorie.

Opgave 2

Bekijk de figuur in de Uitleg.

a Waarom is ∠𝐴𝑆𝐵 = ∠𝐶𝑆𝐷?

Dit zijn X-hoeken, overstaande hoeken.

b Waarom is ∠𝐴𝐵𝑆 = ∠𝐶𝐷𝑆?

Dit zijn Z-hoeken bij evenwijdige lijnen.

c In de tekst wordt uitgelegd dat Δ𝐴𝐵𝑆 ∼ Δ𝐶𝐷𝑆. Staan de letters hierbij in de juiste volgorde?

Ja, de overeenkomstige hoeken staan op dezelfde plaats.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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d Hoeveel bedraagt de vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝑆 naar Δ𝐶𝐷𝑆?

1,5⁄6 = 0,25

e Bereken de lengtes van 𝐶𝐷 en 𝐷𝑆.

𝐶𝐷 = 0,25 ⋅ 7 = 1,75 cm en 𝐷𝐶 = 0,25 ⋅ 4,5 = 1,125 cm.

Opgave 3

Je hebt in de vorige paragraaf gezien dat twee driehoeken gelijkvormig zijn als hun overeen­

komstige hoeken gelijk zijn. Je hoeft dan niet ook nog te kijken of bij de overeenkomstige

zijden een verhoudingstabel past, dat zit dan automatisch wel goed.

Zo zijn twee driehoeken ook gelijkvormig als bij de overeenkomstige zijden een verhou­

dingstabel past. Je hoeft dan niet meer de hoeken te vergelijken, dat zit meteen goed.

Maak een overzicht van alle gevallen waarin je kunt besluiten dat twee driehoeken gelijk­

vormig zijn.

Er zijn vier mogelijkheden:

• Bij de drie paren overeenkomstige zijden past een verhoudingstabel.

• Er zijn twee paren gelijke overeenkomstige hoeken. (Het derde paar is dan automa­

tisch ook gelijk.)

• Er is één paar gelijke overeenkomstige hoeken en bij de twee paren overeenkom­

stige zijden op de benen van die hoeken past een verhoudingstabel.

• Beide driehoeken hebben een rechte hoek en bij twee paren overeenkomstige zijden

past een verhoudingstabel.

Opgave 4

Bekijk Voorbeeld 1. De twee driehoeken zijn gelijkvormig omdat ze twee paren gelijke

hoeken hebben.

a Waarom betekent dit automatisch dat er drie paren gelijke hoeken zijn?

Omdat de hoeken van elke driehoek samen 180∘ zijn en dus het derde paar hoeken

ook wel gelijk moet zijn.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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b Zijde 𝐸𝐹 wordt berekend met de vergrotingsfactor
2
3. Kun je die zijde ook berekenen met

de omgekeerde vergrotingsfactor
3
2? Licht je antwoord toe.

De vergrotingsfactor van Δ𝐷𝐸𝐹 naar Δ𝐴𝐵𝐶 bedraagt
3
2. Als je die wilt gebruiken om

vanuit zijde 𝐵𝐶 de lengte van 𝐸𝐹 te berekenen, moet je 𝐵𝐶 = 3
2 ⋅ 𝐸𝐹 omwerken tot

𝐸𝐹 = 𝐵𝐶⁄32.

Opgave 5

A 12,5

7,5

B

C

D

E

F3

5

4,5

Hier zie je twee gelijkvormige driehoeken.

a Waarom zijn ze gelijkvormig?

Omdat∠𝐴 = ∠𝐸 en de overeenkomstige zijden op de benen van

die hoeken dezelfde vergrotingsfactor hebben: 𝐴𝐵 = 2,5 ⋅𝐸𝐷 en

𝐴𝐶 = 2,5 ⋅ 𝐸𝐹.

b Vul aan (denk om de juiste volgorde van de letters): Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ ....

Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐸𝐷𝐹

c Bereken de lengte van 𝐵𝐶.

𝐵𝐶 = 2,5 ⋅ 𝐷𝐹 = 2,5 ⋅ 4,5 = 11,25.

Opgave 6

Bekijk Voorbeeld 2. Je ziet hoe je in situaties waarin sprake is van evenwijdige lijnen gelijk­

vormige driehoeken kunt vinden en met behulp daarvan lengtes van lijnstukken berekenen.

a Waarom is Δ𝐴𝐵𝐸 ∼ Δ𝐷𝐶𝐸?

Omdat ze twee paar gelijke hoeken hebben, dat is een gelijkvormigheidskenmerk.

b Leg uit waarom 𝐷𝐸 = 8.

𝐷𝐸 = 𝐴𝐸−𝐴𝐷 = 12 − 4 = 8.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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c Laat zien, dat inderdaad 𝐶𝐸 = 6.

Uit de tabel en de vergrotingsfactor volgt 𝑥 = 2
3 ⋅ (𝑥 + 3) en dus 3𝑥 = 2(𝑥 + 3) = 2𝑥 + 6

en daaruit volgt 𝑥 = 𝐶𝐸 = 6.

Opgave 7

A B

C

D

E

7

5
10

5

In deze figuur is 𝐵𝐶⁄⁄𝐷𝐸. De gegeven lengtes zijn in cm.

a Waarom is Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐴𝐷𝐸?

Omdat ∠𝐴 = ∠𝐴 en ∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐷𝐸 (F-hoeken).

b Bereken de lengte van 𝐷𝐸 en van 𝐴𝐸.

Maak een verhoudingstabel van overeenkomstige zijden.

𝐴𝐵
12 cm

𝐵𝐶
10 cm

𝐴𝐶
𝑥+ 5 cm

𝐴𝐷
5 cm

𝐷𝐸
𝑦 cm

𝐴𝐸
𝑥 cm

De vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝐴𝐷𝐸 is 5⁄12 = 5
12.

𝐷𝐸 = 5
12 ⋅ 10 =

25
6 cm.

𝑥 = 5
12 ⋅ (𝑥 + 5) geeft 12𝑥 = 5𝑥+ 25 en dus 𝐴𝐸 = 𝑥 = 25

7 cm.

Opgave 8

A B

C

D

E

2,5

9

10

4

In deze figuur is 𝐵𝐶⁄⁄𝐷𝐸. De gegeven lengtes zijn in cm.

a Vul aan Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ ... en leg uit waarom deze driehoeken gelijkvor­

mig zijn.

Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐴𝐸𝐷 omdat ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐸𝐴𝐷 (X-hoeken) en

∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐷𝐸𝐴 (Z-hoeken).

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&repo=m4a2015
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b Bereken de lengte van 𝐷𝐸 en van 𝐴𝐶.

Maak een verhoudingstabel van overeenkomstige zijden.

𝐴𝐵
10 cm

𝐵𝐶
9 cm

𝐴𝐶
𝑥+ 5 cm

𝐴𝐸
4 cm

𝐸𝐷
𝑦 cm

𝐷𝐴
2,5 cm

De vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝐴𝐷𝐸 is 4⁄10 = 0,4.

𝐷𝐸 = 0,4 ⋅ 9 = 3,6 cm.

𝐴𝐶 = 2,5⁄0,4 = 6,25 cm.

Opgave 9

In Voorbeeld 3 gaat het om het herkennen van gelijkvormige rechthoekige driehoeken.

a Waarom is Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐷𝐴𝐶?

Omdat ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐴𝐷𝐶 = 90∘ en ∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝐷𝐶𝐴.

b Voer zelf de berekening van 𝐴𝐷 uit.

Doen.

c Bereken de lengte van 𝐵𝐷 in één decimaal nauwkeurig. Doe dit een keer met behulp van

de stelling van Pythagoras en ook een keer met behulp van gelijkvormigheid.

Omdat 𝐴𝐷 = 96
√208

krijg je met de stelling van Pythagoras: ( 96
√208

)
2
+ 𝐵𝐷2 = 122 en

dus 𝐵𝐷 = √122 − ( 96
√208

)
2
≈ 9,9.

Je kunt ook met behulp van de tabel uit het voorbeeld eerst de lengte van 𝐷𝐶 bere­

kenen en dan deze lengte aftrekken van de lengte van 𝐵𝐶. Ga na, dat je hetzelfde

vindt.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=3
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Opgave 10

A B

C

D

8 12

E

5

5

Bereken 𝐴𝐶.

Bereken eerst 𝐷𝐵 met de stelling van Pythagoras: 𝐷𝐵2 = 52 + 122 dus 𝐷𝐵 =
√52 + 122 = 13.

Gebruik Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐸𝐵𝐷 en maak een verhoudingstabel van overeenkomstige zijden.

𝐴𝐵
18 cm

𝐵𝐶
𝑥 cm

𝐴𝐶
𝑦 cm

𝐸𝐵
12 cm

𝐵𝐷
13 cm

𝐸𝐷
5 cm

De vergrotingsfactor van Δ𝐸𝐵𝐷 naar Δ𝐴𝐵𝐶 is 18⁄12 = 1,5.

𝐴𝐶 = 1,5 ⋅ 5 = 7,5 cm.

Verwerken

Opgave 11

A B

C

D E F

10

1211

3

Bekijk de figuur hiernaast. Alle afmetingen zijn in cm.

a Licht toe waarom de driehoeken𝐷𝐸𝐶 en𝐹𝐸𝐵 gelijkvormig zijn.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

∠𝐸𝐷𝐶 = ∠𝐸𝐹𝐵 (gegeven) en ∠𝐷𝐸𝐶 = ∠𝐹𝐸𝐵
(X-hoeken).

b Bereken de lengte van 𝐸𝐵.

Maak een verhoudingstabel van de zijden. De vergrotingsfactor van Δ𝐷𝐸𝐶 naar Δ𝐹𝐸𝐵
is 3⁄10 = 0,3. Dus 𝐸𝐵 = 0,3 ⋅ 12 = 3,6 cm.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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Je wilt de lengte van 𝐴𝐵 berekenen.

c Welke gelijkvormige driehoeken gebruik je? Schrijf de gelijkvormigheid op de juiste wijze

op.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

Bijvoorbeeld Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐷𝐸𝐶. (Je kunt ook gebruik maken van Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐹𝐸𝐵.)

d Bereken de lengte van 𝐴𝐵.

Maak een verhoudingstabel van de zijden. De vergrotingsfactor van Δ𝐷𝐸𝐶 naar Δ𝐴𝐵𝐶
is 15,6⁄12 = 1,3. Dus 𝐴𝐵 = 1,3 ⋅ 10 = 13 cm.

Opgave 12

Gegeven is Δ𝐴𝐵𝐶 met 𝐴𝐵 = 12 cm, 𝐵𝐶 = 6 cm en 𝐴𝐶 = 7. Op zijde 𝐴𝐶 ligt punt 𝐷 zo,

dat ∠𝐷𝐵𝐶 = ∠𝐴.

a Teken de driehoek met lijnstuk 𝐵𝐷 er in. Welke twee gelijkvormige driehoeken zijn er? Leg

uit waarom ze gelijkvormig zijn.

Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐵𝐷𝐶, want ∠𝐶 = ∠𝐶 en ∠𝐷𝐵𝐶 = ∠𝐴 (gegeven).

b Punt𝐷 verdeelt de zijde𝐴𝐶 in de twee stukken𝐴𝐷 en𝐷𝐶. Bereken de lengte van die twee

lijnstukken.

Maak een verhoudingstabel van de zijden. De vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝐵𝐷𝐶
is 6⁄7 = 6

7. Dus 𝐷𝐶 = 6
7 ⋅ 6 =

36
7 en 𝐴𝐷 = 7− 36

7 = 13
7 cm.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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Opgave 13

A B

C

D

E

12

5 4

F

E

Bekijk de figuur.

Bereken 𝐶𝐸 en 𝐸𝐷 in één decimaal nauwkeurig.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 3 om te zien hoe je in rechthoekige driehoeken

rekent.

Bereken eerst met behulp van de stelling van Pythagoras dat 𝐵𝐶 = 13 en 𝐴𝐷 = √160.

Nu is Δ𝐴𝐸𝐶 ∼ Δ𝐷𝐸𝐵, want ∠𝐴𝐶𝐸 = ∠𝐷𝐵𝐸 (Z-hoeken bij de evenwijdige lijnen 𝐴𝐶
en 𝐵𝐷) en ∠𝐴𝐸𝐶 = ∠𝐷𝐸𝐵 (overstaande hoeken).

Maak een verhoudingstabel van de zijden.

𝐴𝐸
𝑥

𝐸𝐶
𝑦

𝐴𝐶
5

𝐸𝐷
√160 − 𝑥

𝐵𝐸
13 −𝑦

𝐷𝐵
4

De vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐸𝐶 naar Δ𝐷𝐸𝐵 is 4⁄5 = 0,8.

Uit 0,8𝑦 = 13 − 𝑦 volgt 𝑦 = 13⁄1,8 ≈ 7,2. En uit 0,8𝑥 = √160 − 𝑥 volgt 𝑥 =
√160⁄1,8 ≈ 7,0.

Dus 𝐶𝐸 ≈ 7,2 en 𝐸𝐷 ≈ 5,6.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=3
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Opgave 14

De hoogte van een boom kun je bepalen door de lengte van zijn schaduw te meten. Boris

meet dat een boom een schaduw heeft van 25 m. Hijzelf heeft een schaduw van 1,40 m.

Nu is Boris 1,80 m lang.

Bereken de hoogte van de boom in m nauwkeurig.

Maak een schets, neem aan dat de boom een lijnstuk is dat verticaal op de grond staat

en dat Boris dat ook is.

Bij Boris zit een rechthoekige driehoek met rechthoekszijden van 1,40 m en 1,80 m. Bij

de boom zit een daarmee gelijkvormige rechthoekige driehoek met rechthoekszijden

van 25 m en ℎ m. Hierin is ℎ de hoogte van de boom.

Hierbij hoort een verhoudingstabel:

1,40 1,80

25 ℎ

De vergrotingsfactor van de driehoek bij Boris naar de driehoek bij de boom is

25⁄1,40 ≈ 17,86.

Dus ℎ ≈ 17,86 ⋅ 1,80 ≈ 32 m.

Opgave 15

36 m

10 m

9 m

kanaal

* Heleen

eik

beukHeleen wil de breedte van een kanaal schatten. Ze ge­

bruikt daarbij twee bomen die aan de oevers van het ka­

naal staan. Eerst bepaalt ze dat de afstand tussen beide

bomen gemeten langs de oever 36 m is. Ze loopt dan nog

10 m door en bepaalt dan de afstand tot de oever van het

punt waar ze beide bomen op één lijn ziet staan. In de

figuur zie je een schets van de situatie.

Bereken de breedte van het kanaal in m nauwkeurig.

Bij Heleen zit een rechthoekige driehoek met rechthoekszijden van 10 m en 9 m. Over

het kanaal ligt een daarmee gelijkvormige rechthoekige driehoek met rechthoekszijden

van 36 m en 𝑏 m. Hierin is 𝑏 de breedte van het kanaal.

Hierbij hoort een verhoudingstabel:

10 9

36 𝑏

De vergrotingsfactor van de driehoek bij Heleen naar de driehoek op het kanaal is

36⁄10 ≈ 3,6.

Dus 𝑏 = 3,6 ⋅ 9 ≈ 32 m.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&repo=m4a2015
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Opgave 16

10
2613

A B

CD

P

Q

R

S

Je ziet hier hoe rechthoek 𝑃𝑄𝑅𝑆 precies past in rechthoek 𝐴𝐵𝐶𝐷.

Alle afmetingen zijn in mm.

Bereken de lengte en de breedte van rechthoek 𝐴𝐵𝐶𝐷.

Bereken om te beginnen met de stelling van Pythagoras dat 𝑃𝐵 = 24 mm.

Nu is Δ𝑃𝐵𝑄 ∼ Δ𝑆𝐴𝑃. Dat moet je wel aantonen. Eerst merk je op dat ∠𝐵 = ∠𝐴 = 90∘.
Vervolgens is (gestrekte hoek bij 𝑃) ∠𝐵𝑃𝑄 = 180∘−90∘−∠𝐴𝑃𝑆 = 90∘−∠𝐴𝑃𝑆 en (in

Δ𝐴𝑃𝑆) ∠𝐴𝑆𝑃 = 180∘ −90∘ −∠𝐴𝑃𝑆 = 90∘ −∠𝐴𝑃𝑆. En dus hebben beide driehoeken

twee paren gelijke hoeken.

De vergrotingsfactor van Δ𝐵𝑃𝑄 naar Δ𝑆𝐴𝑃 is 1,3⁄2,6 ≈ 0,5.

Dus 𝐴𝑃 = 0,5 ⋅ 10 = 5 mm en 𝐴𝑆 = 0,5 ⋅ 24 = 12 mm.

De gevraagde afmetingen zijn dus 24 + 5 = 29 mm en 10 + 12 = 22 mm.

Toepassen

DD

A B

C

E
F

GH
M

N

Ook in ruimtelijke figuren komen congruente of gelijkvormige vlak­

ke figuren voor. Je kunt daarvan bij het berekenen van lengtes van

lijnstukken goed gebruik maken.

Bekijk de kubus hiernaast maar eens. Alle ribben zijn 4 cm lang. Punt

𝑀 is het midden van𝐸𝐺. Met behulp van gelijkvormigheid en de stel­

ling van Pythagoras kun je de lengtes van 𝐴𝑁 en 𝐶𝑁 berekenen.

Opgave 17: Lijnstukken in een kubus

Hierboven wordt verteld dat je gelijkvormigheid ook goed kunt toepassen in ruimtelijke

figuren, zoals een kubus.

Bekijk de figuur. Bedenk dat diagonaalvlak 𝐴𝐶𝐺𝐸 een rechthoek is.

Teken dit diagonaalvlak op ware grootte en bereken met behulp van gelijkvormigheid de

lengtes van 𝐴𝑁 en 𝐶𝑁.

Bereken eerst de lengte van 𝐴𝑁 met de stelling van Pythagoras: 𝐴𝐶2 = 42 + 42 = 32
dus 𝐴𝐶 = √32 = 4√2.

Diagonaalvlak 𝐴𝐶𝐺𝐸 is een rechthoek met 𝐴𝐸 = 4 en 𝐴𝐶 = 4√2 cm. Hierin kun je

met de stelling van Pythagoras berekenen dat 𝐴𝐺 = 4√3 en 𝐵𝑀 = √24 = 2√6.

Ga na, dat de driehoeken 𝐴𝐵𝑁 en 𝐺𝑀𝑁 gelijkvormig zijn en maak daar een verhou­

dingstabel bij. Je vindt dan 𝐴𝑁 = 2
3 ⋅ 4√3 =

8
3
√3 en 𝐶𝑁 = 2

3 ⋅ 2√6 =
4
3
√6.
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Opgave 18: Lijnstukken in een balk

Hier zie je twee keer de balk 𝐴𝐵𝐶𝐷.𝐸𝐹𝐺𝐻. Gegeven is 𝐴𝐵 = 8, 𝐴𝐷 = 4 en 𝐴𝐸 = 4 cm.

Punt 𝑃 ligt op het verlengde van 𝐴𝐸 en 𝐸𝑃 = 3 cm. Verder is punt 𝑅 het midden van

𝐴𝐸, ligt punt 𝑆 op het verlengde van 𝐷𝐴 en ligt punt 𝑉 op het verlengde van 𝐷𝐶 met

𝐶𝑉 = 2 cm.

A B

C
D

E

D

F

GH
Q

P

B

D

E
F

GH

S

A

CD

AA

C
R

T
U

V

W

Bereken de lengtes van 𝐸𝑄, 𝐴𝑆, 𝐶𝑊 en 𝑇𝑈.

Ga in de linker figuur na, dat Δ𝐴𝐶𝑃 ∼ Δ𝐸𝑄𝑃.

In Δ𝐴𝐶𝑃 is 𝐴𝑃 = 7 en 𝐴𝐶 = √82 + 42 = √80 cm.

In Δ𝐸𝑄𝑇 is 𝐸𝑃 = 3 cm. De vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐶𝑃 naar Δ𝐸𝑄𝑃 is dus
3
7 en

𝐸𝑄 = 3
7 ⋅ 𝐴𝐶 = 3

7 ⋅ √80 cm.

Ga in de rechter figuur na, dat de driehoeken 𝑅𝐴𝑆 en 𝑅𝐸𝐻 congruent zijn.

Dit betekent dat 𝐴𝑆 = 𝐸𝐻 = 4 cm.

Ga in de rechter figuur na, dat Δ𝐷𝑉𝐻 ∼ Δ𝐶𝑉𝑊.

In Δ𝐷𝑉𝐻 is 𝐷𝑉 = 10 en 𝐷𝐻 = 4 cm.

In Δ𝐶𝑉𝑊 is 𝐶𝑉 = 2 cm. De vergrotingsfactor van Δ𝐷𝑉𝐻 naar Δ𝐶𝑉𝑊 is dus
2
10 en

𝐶𝑊 = 2
10 ⋅ 𝐷𝐻 = 8

10 = 0,8 cm.

Ga in de rechter figuur na, dat Δ𝐷𝑆𝑉 ∼ Δ𝐷𝑈𝑇.

In Δ𝐷𝑆𝑉 is 𝐷𝑆 = 8, 𝐷𝑉 = 10 en 𝑆𝑉 = √82 + 102 = √164 cm.

Om een zijde van Δ𝐷𝑈𝑇 te bepalen, gebruik je eerst de gelijkvormigheid van Δ𝐴𝑆𝑇
en Δ𝐷𝑆𝑉. Daaruit vind je dat 𝐴𝑇 = 1

2𝐷𝑉 = 5 cm.

In Δ𝐷𝑈𝑇 is 𝐷𝑇 = 8−5 = 3 cm. De vergrotingsfactor van Δ𝐷𝑆𝑉 naar Δ𝐷𝑈𝑇 is dus
3
10

en 𝑇𝑈 = 3
10 ⋅ 𝑆𝑉 = 3

10 ⋅ √164 cm.
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2.3 Stelling en bewijs

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2Voorbeeld 3

Verkennen

Opgave V1

A
p
p
le
t

A B

C

M

Gegeven is een driehoek𝐴𝐵𝐶. Van elke zijde is een middelloodlijn

getekend. Deze middelloodlijnen lijken door één punt te gaan.

Wat is een middelloodlijn eigenlijk precies? Probeer te beredeneren

dat deze middelloodlijnen door één punt moeten gaan en dat dit

punt het middelpunt is van een cirkel die altijd door𝐴,𝐵 en𝐶 gaat.

Een middelloodlijn van een lijnstuk is lijn die loodrecht op dat lijnstuk staat en door het

midden ervan gaat. Teken zelf een nieuwe driehoek en daarin de drie middelloodlijnen.

Ga na, dat ze door één punt gaan en dat je met dit punt als middelpunt een cirkel door

de drie hoekpunten kunt tekenen. Probeer daarna een goede redenering op te zetten.

Theorie

Opgave 1

In de Uitleg is een bewijs gegeven van het vermoeden dat de drie middelloodlijnen van een

driehoek door één punt gaan. Het bewijs is nog niet waterdicht als je er goed over nadenkt.

a Hoe volgt uit het feit dat 𝑀 op middelloodlijn van 𝐴𝐵 ligt dat 𝐴𝑀 =𝑀𝐵? Probeer te laten

zien dat Δ𝐴𝑃𝑀 ≅ Δ𝐵𝑃𝑀.

Omdat (volgens de definitie) de middelloodlijn door het midden 𝑃 van 𝐴𝐵 gaat en er

loodrecht op staat, is Δ𝐴𝑃𝑀 ≅ Δ𝐵𝑃𝑀 (𝐴𝑃 = 𝑃𝐵, ∠𝐴𝑃𝑀 = ∠𝐵𝑃𝑀 en 𝑃𝑀 = 𝑃𝑀).

En dus is 𝐴𝑀 =𝑀𝐵.

b Hoe volgt uit het 𝐴𝑀 =𝑀𝐵 en 𝐵𝑀 =𝑀𝐶 dat 𝐴𝑀 =𝑀𝐶?

Omdat 𝐴𝑀 =𝑀𝐵 = 𝐵𝑀 =𝑀𝐶.

https://math4all.pragma-pod.nl/resources/geogebra/3hv-me13-e1-c01.html
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c Waarom volgt uit het feit dat 𝐴𝑀 = 𝑀𝐶 dat 𝑀 ook op de middelloodlijn van 𝐴𝐶 ligt?

(Tip: Teken nu een lijn door 𝑀 en loodrecht op 𝐴𝐶 en vindt twee geschikte congruente

driehoeken.)

Neem aan dat je van punt 𝑀 alleen weet dat 𝐴𝑀 =𝑀𝐶. Teken nu een lijn door 𝑀 en

loodrecht op𝐴𝐶. Het punt waar die lijn𝐴𝐶 snijdt is𝑅. Dan weet je dat Δ𝐴𝑅𝑀 ≅ Δ𝐶𝑅𝑀
(∠𝐴𝑅𝑀 = ∠𝐶𝑅𝑀 = 90∘, 𝐴𝑀 =𝑀𝐶 en 𝑅𝑀 = 𝑅𝑀). En dus is 𝐴𝑅 = 𝑅𝐶 en is 𝑅 het

midden van 𝐴𝐶. De lijn die je vanuit 𝑀 loodrecht op 𝐴𝐶 hebt getekend gaat dus ook

door het midden van 𝐴𝐶. Het is dus de middelloodlijn van 𝐴𝐶.

Opgave 2

De deellijn of bissectrice van een hoek is een lijn die deze hoek in twee gelijke delen ver­

deeld.

a Teken een (niet al te kleine) driehoek 𝐴𝐵𝐶. Teken daarin de deellijnen van elk van de drie

hoeken van de driehoek.

Gebruik je geodriehoek om alle hoeken in twee gelijke delen te verdelen. Zie de figuur

bij e.

b Gaan de drie deellijnen door één punt 𝐷?

Ja, als het goed is wel.

c Teken vanuit punt 𝐷 het lijnstuk 𝐷𝑃 loodrecht op 𝐴𝐵. Teken zo ook 𝐷𝑄 loodrecht op 𝐵𝐶
en 𝐷𝑅 loodrecht op 𝐴𝐶. Zijn deze drie lijnstukken even lang?

Doen, die lijnstukken zijn inderdaad even lang. Maar bij het meten kan dit wel eens niet

precies kloppen. Zie de figuur bij e.

d Probeer met behulp van twee congruente driehoeken te bewijzen dat 𝐷𝑃 = 𝐷𝑅.

Δ𝐴𝑃𝐷 ≅ Δ𝐴𝑅𝐷 (∠𝐴𝑃𝐷 = ∠𝐴𝑅𝐷 = 90∘, 𝐴𝐴 = 𝐴𝐷 en ∠𝑃𝐴𝐷 = ∠𝑅𝐴𝐷). En dus is

𝐷𝑃 = 𝐷𝑅.
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e Omdat 𝐷𝑃 = 𝐷𝑄 = 𝐷𝑅 kun je een cirkel tekenen die precies door 𝑃, 𝑄 en 𝑅 gaat en 𝐷 als

middelpunt heeft. Ga dat in je figuur na, dit is de ingeschreven cirkel van Δ𝐴𝐵𝐶.

Werk nauwkeurig. Hier zie je de constructie met GeoGebra.

Opgave 3

Een zwaartelijn in een driehoek is een lijn door een hoekpunt en het midden van de zijde

tegenover dat hoekpunt.

a Teken een (niet al te kleine) driehoek 𝐴𝐵𝐶. Teken daarin de drie zwaartelijnen 𝐶𝑃, 𝐴𝑄 en

𝐵𝑅 van de driehoek.

Bepaal de middens van de zijden met je geodriehoek.

b Gaan de drie zwaartelijnen door één punt 𝑍?

Ja.

Het bedoelde punt 𝑍 heet het zwaartepunt van de driehoek.

c Wat heeft dit punt met de zwaartekracht te maken? Kun je ook verklaren waarom dit zo is?

Als je de driehoek van karton zou maken en uitknippen dan kon je hem in evenwicht la­

ten steunen op dit zwaartepunt. Dat komt omdat elke zwaartelijn de driehoek verdeeld

in twee stukken met dezelfde oppervlakte (dus hetzelfde gewicht). (Snap je waarom

dat zo is?)

d Door punt 𝑍 wordt elke zwaartelijn in twee stukken verdeeld. Bijvoorbeeld de zwaartelijn

𝐴𝑄 wordt verdeeld in de stukken 𝐴𝑍 en 𝑍𝑄. Probeer aan te tonen dat die stukken zich

steeds verhouden als 2 : 1.

Zoek gelijkvormige driehoeken (trek de hulplijn 𝑄𝑅) en bedenk dan een waterdichte

redenering. Zie Voorbeeld 1 voor een bewijs.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me13&repo=m4a2015
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Opgave 4

Bekijk het bewijs in Voorbeeld 1. Ga weer uit van een gelijkbenige driehoek 𝐴𝐵𝐶 met 𝐶
als tophoek.

a Bewijs op dezelfde manier dat zwaartelijn 𝐶𝑆 ook deellijn van ∠𝐶 is.

Opnieuw zijn de driehoeken 𝐴𝑆𝐶 en 𝐵𝑆𝐶 congruent (ZZZ). En daaruit volgt dat

∠𝐴𝐶𝑆 = ∠𝐵𝐶𝑆 en dus dat 𝐶𝑆 deellijn van ∠𝐶 is.

b Bewijs dat de deellijn van ∠𝐶 ook middelloodlijn van 𝐴𝐵 is.

Nu mag je uitgaan van ∠𝐴𝐶𝑆 = ∠𝐵𝐶𝑆. Verder is 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 (Δ𝐴𝐵𝐶 is gelijkbenig) en

𝐶𝑆 = 𝐶𝑆. Daaruit volgt dat de driehoeken 𝐴𝑆𝐶 en 𝐵𝑆𝐶 congruent zijn (ZHZ).

En dus is 𝐴𝑆 = 𝑆𝐵 en ∠𝐴𝑆𝐶 = ∠𝐵𝑆𝐶 = 90∘. En daarmee is deellijn 𝐶𝑆 ook middel­

loodlijn van 𝐴𝐵.

Opgave 5

Gegeven is een gelijkzijdige driehoek 𝐴𝐵𝐶 met zijden van 6 cm.

Construeer van deze driehoek zowel de omgeschreven cirkel als de ingeschreven cirkel.

Teken zo'n driehoek. De zwaartelijnen zijn ook middelloodlijnen en deellijnen. Het snij­

punt 𝑀 van de middelloodlijnen is ook snijpunt van de deellijnen en dus middelpunt

van zowel de omgeschreven cirel als de ingeschreven cirkel. De omgeschreven cirkel

gaat door de hoekpunten van de driehoek, de ingeschreven cirkel door de middens van

de zijden.

Opgave 6

In elke driehoek 𝐴𝐵𝐶 is de som van de hoeken 180∘.

Bewijs dat met behulp van een willekeurige driehoek waarin je door hoekpunt 𝐶 een lijn

trekt die evenwijdig is met 𝐴𝐵.

Noem de drie hoeken bij punt 𝐶 van links naar rechts ∠𝐶1, ∠𝐶2 en ∠𝐶3
Omdat de lijn door𝐶 evenwijdig is met𝐴𝐵, geldt∠𝐴 = ∠𝐶1 en∠𝐵 = ∠𝐶3 (Z-hoeken).

Omdat ∠𝐶1 +∠𝐶2 +∠𝐶3 = 180∘ is ook ∠𝐴+∠𝐶2 +∠𝐵 = 180∘.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me13&repo=m4a2015
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Opgave 7

Bekijk het bewijs in Voorbeeld 2. Er wordt gebruik gemaakt van de stelling dat in een

gelijkbenige driehoek de twee basishoeken gelijk zijn. Dat moet je eigenlijk nog bewijzen.

a Waarom zijn de driehoeken 𝐴𝑀𝐶 en 𝐵𝑀𝐶 gelijkbenig?

Omdat 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 = 𝐶𝑀 de straal van een cirkel zijn.

b Waar wordt van die stelling gebruik gemaakt?

De driehoeken 𝐴𝑀𝐶 en 𝐵𝑀𝐶 zijn gelijkbenig. Dit betekent dat ∠𝐴 = ∠𝐴𝐶𝑀 en

∠𝐵 = ∠𝐵𝐶𝑀.

c Bewijs de stelling dat in een gelijkbenige driehoek 𝐴𝐵𝐶 de basishoeken even groot zijn.

Gebruik als hulplijn een zwaartelijn uit de tophoek 𝐶.

Noem de zwaartelijn 𝐶𝑆, het snijpunt met 𝐴𝐵 is dus punt 𝑆.

Een zwaartelijn gaat vanuit punt 𝐶 naar het midden van zijde 𝐴𝐵. Dus is 𝐴𝑆 = 𝑆𝐵.

De driehoek was gelijkbenig en dus geldt ook 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶. Omdat ook 𝐶𝑆 = 𝐶𝑆 zijn de

driehoeken 𝐴𝑆𝐶 en 𝐵𝑆𝐶 congruent (ZZZ).

En daarom is ∠𝐴 = ∠𝐵.

d Laat zien, waarom ∠𝐴𝐶𝑀+∠𝐵𝐶𝑀 = 90∘.

∠𝐴+∠𝐴𝐶𝑀+∠𝐵𝐶𝑀+∠𝐵 = 180∘ en ∠𝐴 = ∠𝐴𝐶𝑀 en ∠𝐵 = ∠𝐵𝐶𝑀.

Dus is ∠𝐴𝐶𝑀+∠𝐴𝐶𝑀+∠𝐵𝐶𝑀+∠𝐵𝐶𝑀 = 180∘ zodat ∠𝐴𝐶𝑀+∠𝐵𝐶𝑀 = 90∘.

e Mag punt 𝐶 overal op de cirkel liggen? Licht je antwoord toe.

Nee, 𝐶 mag niet samenvallen met 𝐴 of 𝐵 want dan heb je geen driehoek.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me13&repo=m4a2015
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Opgave 8

Teken een cirkel met middelpunt 𝑀 en middellijn 𝐴𝐶. Teken ook de middellijn 𝐵𝐷.

Bewijs dat vierhoek 𝐴𝐵𝐶𝐷 een rechthoek is.

Maak de tekening en gebruik de stelling van Thales in Voorbeeld 2.

In Δ𝐴𝐵𝐶 geldt de stelling van Thales, dus ∠𝐶 is recht.

In Δ𝐴𝐵𝐷 geldt de stelling van Thales, dus ∠𝐷 is recht.

In Δ𝐵𝐷𝐴 geldt de stelling van Thales, dus ∠𝐴 is recht.

In Δ𝐵𝐵𝐶 geldt de stelling van Thales, dus ∠𝐶 is recht.

Opgave 9

Bekijk het bewijs in Voorbeeld 3. Het bewijs is niet helemaal volledig uitgewerkt.

a Teken zelf Δ𝐴𝐵𝐶 met de zwaartelijnen 𝐴𝐸 en 𝐵𝐹 en teken lijnstuk 𝐸𝐹.

Waarom zijn de driehoeken 𝐴𝐵𝐶 en 𝐹𝐸𝐶 gelijkvormig?

Omdat ze ∠𝐶 gemeenschappelijk hebben en 𝐶𝐹 = 1
2 ⋅ 𝐶𝐴 en 𝐶𝐸 = 1

2 ⋅ 𝐶𝐵.

b Leg uit, dat dit betekent dat 𝐸𝐹⁄⁄𝐴𝐵 en 𝐸𝐹 = 1
2 ⋅ 𝐴𝐵.

De vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝐹𝐸𝐶 bedraagt
1
2. Dus is 𝐸𝐹 = 1

2 ⋅ 𝐴𝐵.

Verder volgt uit de gelijkvormigheid bij a dat ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐸𝐹𝐶, dus 𝐸𝐹⁄⁄𝐴𝐵.

c Leg uit, dat uit het voorgaande volgt dat Δ𝐴𝐵𝑍 ∼ Δ𝐸𝐹𝑍.

Omdat 𝐸𝐹⁄⁄𝐴𝐵 is ∠𝐵𝐴𝑍 = ∠𝐹𝐸𝑍, ∠𝐴𝐵𝑍 = ∠𝐸𝐹𝑍 (Z-hoeken). En verder is

∠𝐴𝑍𝐵 = ∠𝐸𝑍𝐹 (X-hoeken). Beide driehoeken hebben dus gelijke overeenkomstige

hoeken.

d Hoe kom je aan de vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝑍 naar Δ𝐸𝐹𝑍?

Die volgt uit 𝐸𝐹 = 1
2 ⋅ 𝐴𝐵, zie b.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me13&repo=m4a2015
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Opgave 10

De stelling dat de zwaartelijnen in een driehoek elkaar verdelen in stukken die zich verhou­

den als 2 : 1 kun je gebruiken bij meetkundige berekeningen.

Van een gelijkbenige driehoek 𝐴𝐵𝐶 is 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 6 en 𝐵𝐶 = 4 cm. De drie zwaartelijnen

snijden elkaar in punt 𝑍.

Bereken de lengte van lijnstuk 𝐴𝑍.

Maak eerst een schets van de situatie. De zwaartelijnen noem je 𝐴𝐸, 𝐵𝐹 en 𝐶𝐷.

Omdat de driehoek gelijkbenig is, is de zwaartelijn 𝐴𝐸 ook hoogtelijn, dus kun je de

stelling van Pythagoras gebruiken: 𝐴𝐸2 + 22 = 62. Daarom is 𝐴𝐸 = √32 = 4√2.

Omdat 𝐴𝑍 : 𝑍𝐸 = 2 : 1 is 𝐴𝑍 = 2
3 ⋅ 4√2 =

8
3
√2.

Opgave 11

Ook in een vierhoek kun je kijken naar de middens van de zijden. Van een vierhoek 𝐴𝐵𝐶𝐷
is 𝑃 het midden van 𝐴𝐵, 𝑄 het midden van 𝐵𝐶, 𝑅 het midden van 𝐶𝐷 en 𝑅 het midden

van 𝐷𝐵.

a Teken zo'n vierhoek met de punten 𝑃, 𝑄, 𝑅 en 𝑆.

Doen, maak alle hoeken en alle zijden verschillend.

b Bewijs dat 𝑃𝑄 = 𝑅𝑆 = 1
2 ⋅ 𝐴𝐶 en dat 𝑃𝑄⁄⁄𝑅𝑆.

In Δ𝐴𝐵𝐶 is 𝑃𝑄 = 1
2⋅𝐴𝐶 en dat 𝑃𝑄⁄⁄𝐴𝐶, zoiets heb je in de vorige opgave aangetoond.

In Δ𝐴𝐵𝐷 is 𝑅𝑆 = 1
2 ⋅ 𝐴𝐶 en dat 𝑅𝑆⁄⁄𝐴𝐶.

En dus is 𝑃𝑄 = 𝑅𝑆 = 1
2 ⋅ 𝐴𝐶 en dat 𝑃𝑄⁄⁄𝑅𝑆.

c Wat voor soort vierhoek is 𝑃𝑄𝑅𝑆?

Een parallellogram.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me13&repo=m4a2015
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Verwerken

Opgave 12

Van een driehoek 𝑃𝑄𝑅 is gegeven dat de deellijn van ∠𝑃 en de hoogtelijn vanuit hoekpunt

𝑃 samenvallen.

a Bewijs dat driehoek Δ𝑃𝑄𝑅 een gelijkbenige driehoek is.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

Maak eerst een geschikte schets. Noem de hoogtelijn die ook deellijn is 𝑃𝑀. Je wilt

laten zien dat 𝑃𝑄 = 𝑃𝑅.

Je weet nu dat∠𝑃𝑀𝑄 = ∠𝑃𝑀𝑅 = 90∘ en dat∠𝑀𝑃𝑄 = ∠𝑀𝑃𝑅. Verder is 𝑃𝑀 = 𝑃𝑀.

Dus geldt: Δ𝑃𝑀𝑄 ≅ Δ𝑃𝑀𝑅.

En daarom is 𝑃𝑄 = 𝑃𝑅.

b Teken de omgeschreven cirkel van zo'n Δ𝑃𝑄𝑅.

Teken de twee middelloodlijnen van de zijden 𝑃𝑄 en 𝑃𝑅. Deze lijnen snijden elkaar in

een punt 𝐴 op 𝑃𝑀. Dat punt 𝐴 is het middelpunt van de omgeschreven cirkel.

c Teken de ingeschreven cirkel van zo'n Δ𝑃𝑄𝑅.

Teken de twee bissectrices van ∠𝑄 en van ∠𝑅. Deze lijnen snijden elkaar in een punt

𝐵 op 𝑃𝑀. Dat punt 𝐵 is het middelpunt van de ingeschreven cirkel.

Opgave 13

K L

M

P

Q
1

1 2

2

Je ziet hier een driehoek 𝐾𝐿𝑀 met de hoogtelijnen vanuit 𝑀
op zijde 𝐾𝐿 en vanuit 𝐾 op zijde 𝑀𝐿.

Bewijs dat ∠𝐾1 = ∠𝑀2.

Bekijk de twee driehoeken𝐾𝐿𝑃 en𝑀𝐿𝑄. Deze driehoeken

hebben beide een hoek van 90∘ en ze hebben een hoek ge­

meenschappelijk. Ze zijn daarom gelijkvormig. En dus zijn

ook de andere hoeken van deze driehoeken gelijk.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me13&repo=m4a2015
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Opgave 14

Je hebt bewezen dat de som van de hoeken van een driehoek altijd 180∘ is. Elke vierhoek

kun je verdelen in twee driehoeken.

a Hoe groot is de som van de hoeken van een vierhoek? Geef ook een bewijs.

De hoeken zijn samen 360∘.
Dit volgt uit het feit dat elke vierhoek met behulp van een diagonaal in twee driehoeken

is te verdelen die elkaar niet overlappen.

b Hoe groot is de som van de hoeken van een vijfhoek?

Je kunt elke vijfhoek opdelen in drie driehoeken door vanuit één geschikt gekozen hoek­

punt de twee diagonalen te trekken. De som van de hoeken is daarom 540∘.

c Hoe groot is de som van de hoeken van een 𝑛-hoek?

Je kunt elke 𝑛-hoek opdelen in 𝑛 − 2 driehoeken door vanuit één geschikt gekozen

hoekpunt de diagonalen te trekken. De som van de hoeken is daarom (𝑛 − 2) ⋅ 180∘.

Opgave 15

In een lokaal hangt een schoolbord dat 4 meter breed is. Priscilla ziet het bord onder een

hoek van 90 graden. Dit houdt in dat haar beide kijklijnen naar de uiterste verticale randen

van het bord een hoek van 90∘ met elkaar maken.

Teken het bord als een lijnstuk𝐴𝐵 op schaal 1 : 100 en geef drie plaatsen aan waar Priscilla

gestaan kan hebben.

Bekijk eventueel eerst in Voorbeeld 2 wat de stelling van Thales is.

Teken lijnstuk 𝐴𝐵. Priscilla staat in punt 𝑃.

Volgens de stelling van Thales krijg je een rechte hoek als 𝑃 op een cirkel ligt waarvan

𝐴𝐵 de middellijn is. Dus je tekent een cirkel met als middelpunt het midden van 𝐴𝐵
en je legt punt 𝑃 ergens op de halve cirkel voor het bord.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me13&repo=m4a2015
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Opgave 16

In een rechthoekige driehoek 𝑃𝑄𝑅 is ∠𝑄 = 90∘, 𝑃𝑄 = 24 en de zwaartelijn 𝑃𝑇 = 26 cm.

De zwaartelijnen 𝑃𝑇 en 𝑅𝑈 snijden elkaar in 𝑍.

Bereken de lengte van lijnstuk 𝑈𝑍.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 3 en maak een schets van de situatie. Teken de

zwaartelijnen er in.

Omdat Δ𝑃𝑄𝑇 rechthoekig is, kun je de stelling van Pythagoras toepassen. Dus 𝑄𝑇 = 5
cm. Dat betekent dat 𝑄𝑅 = 10 cm. Met behulp van de stelling van Pythagoras vind je

dan 𝑅𝑈 = √244.

Omdat 𝑅𝑍 : 𝑅𝑈 = 2 : 1 is 𝑅𝑈 = 1
3
√244.

Opgave 17

Als de zwaartelijn in een driehoek even lang is als de helft van de zijde waar hij naar toe

loopt, dan is de driehoek rechthoekig.

Bewijs deze stelling.

Maak eerst een schets van de situatie. Noem de driehoek 𝐴𝐵𝐶 met 𝑀 als midden van

𝐴𝐵, terwijl ook 𝑀𝐶 =𝑀𝐴 =𝑀𝐵.

De drie punten liggen dan op een cirkel met middellijn 𝐴𝐵 en dus is de driehoek recht­

hoekig (volgens de stelling van Thales).

Toepassen

A
p
p
le
t Gegeven is een rechthoek𝐴𝐵𝐶𝐷. In elk hoekpunt is een deellijn getekend. Deze deellijnen

sluiten een vierhoek 𝐸𝐹𝐺𝐻 in. Het lijkt er op dat dit een vierkant is.

Kun je dit bewijzen?

Opgave 18: Deellijnen in een rechthoek

In Toepassen wordt verteld dat de vier deellijnen van een rechthoek een vierkant insluiten.

Bewijs deze stelling.

Geef eerst in een eigen tekening de hoeken van 45∘ aan. Je kunt (met Z-hoeken) aanto­

nen dat de deellijnen twee aan twee evenwijdig zijn. Dus is 𝐸𝐹𝐺𝐻 een parallellogram.

Verder is ∠𝐹𝐸𝐻 = ∠𝐴𝐸𝐷 = 90∘. Dus is 𝐸𝐹𝐺𝐻 een rechthoek.

Nu moet je nog laten zien dat bijvoorbeeld 𝐸𝐹 en 𝐸𝐻 even lang zijn. Daartoe gebruik

je de vier gelijkbenige rechthoekige driehoeken in de figuur...

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me13&repo=m4a2015
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Opgave 19: Deellijnen in een parallellogram

Gegeven is een parallellogram met de deellijnen van de vier hoeken. Het lijkt dat deze

deellijnen een rechthoek insluiten.

Bewijs deze stelling.

Maak eerst een schets van de situatie. Noem het parallellogram 𝐴𝐵𝐶𝐷 en teken de

vier deellijnen.

Geef de gelijke hoeken in je figuur aan en toon aan dat de ingesloten vierhoek een

parallellogram is. De rechte hoek kun je aantonen met behulp van de hoekensom van

een driehoek en die van een vierhoek en de verschillende gelijke hoeken.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me13&repo=m4a2015
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2.4 Vlakke figuren

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2Voorbeeld 3

Verkennen

Opgave V1

Hiernaast zie je een regelmatige vijfhoek. In zo’n vijfhoek zijn alle

zijden even lang en alle hoeken even groot.

Bereken hoe groot een hoek van een regelmatige vijfhoek is en leg

uit hoe je zo'n vijfhoek construeert.

Je kunt dit op twee manieren doen:

• Elke vijfhoek kun je verdelen in drie driehoeken, dus de hoekensom ervan is 540∘.
Elke hoek is daarom 540⁄5 = 108∘.

• Elke vijfhoek kun je verdelen in vijf congruente gelijkbenige driehoeken met de top

in het middelpunt van de cirkel door de hoekpunten van de vijfhoek. De tophoek van

zo'n driehoek is 360⁄5 = 72∘, dus de basishoeken zijn elk (180 − 72) ⁄2 = 54∘. Elke

hoek van de vijfhoek bestaat uit twee van die basishoeken en is daarom 108∘.

De constructie van de vijfhoek kun je ook op twee manieren doen:

• Begin met een zijde en zet daarop hoeken van 108∘ af. Pas op de benen van die

hoeken dezelfde lengte af als je eerste zijde was en ga zo door.

• Teken vanuit één hoekpunt vijf gelijke hoeken van 72∘. Maak vanuit dat hoekpunt

een cirkel. De punten waar de benen van de hoeken de cirkel snijden kun je verbin­

den tot een regelmatige vijfhoek.

Probleem van deze methode is dat je niet weet hoe groot je die cirkel moet maken

als de lengtes van de zijden van de vijfhoek zijn gegeven. (Je leert later nog hoe je

de straal van die cirkel kunt berekenen vanuit de lengtes van de zijden.)

Theorie

Opgave 1

In de Uitleg wordt verteld hoe je een regelmatige zevenhoek kunt tekenen.

a Construeer een regelmatige zevenhoek met zijden van 2 cm.

Bekijk in de Uitleg hoe je dat kunt doen.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me14&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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b Geldt de hoekensom van 900∘ ook voor niet­regelmatige zevenhoeken? Licht je antwoord

toe.

Ja, ook die kun je in vijf driehoeken verdelen.

Als van een driehoek de drie zijden gelijk zijn, dan geldt dit ook voor de hoeken.

c Als van een zevenhoek alle zijden gelijk zijn, geldt dit dan automatisch ook voor de hoeken?

Nee, dat hoeft niet. Je kunt heel goed een zevenhoek met alle zijden gelijk aan 2 cm

tekenen, zonder dat alle hoeken gelijk zijn.

Opgave 2

Van een regelmatige zeshoek 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 zijn alle zijden 4 cm.

a Construeer deze regelmatige zeshoek.

Dit kun je op dezelfde manier doen als in de Uitleg wordt gedaan voor de regelmatige

zevenhoek. Nu zijn alle hoeken 120∘.

b Teken de omgeschreven cirkel van deze zeshoek.

Teken twee (of meer) middelloodlijnen van de zijden en bepaal hun snijpunt. Dit is het

middelpunt 𝑀 van de omgeschreven cirkel.

c Bij een regelmatige zeshoek is de straal van de omgeschreven cirkel gelijk aan de lengte

van een zijde. Leg uit waarom dit zo is.

Je kunt de regelmatige zeshoek verdelen in zes gelijkbenige driehoeken met hun top­

hoek in𝑀. Die tophoeken zijn dan allemaal 360⁄6 = 60∘. En dus zijn ook de basishoeken

van de zes gelijkbenige driehoeken allemaal 60∘. Omdat alle hoeken gelijk zijn, zijn de

zijden dat ook, dus het zijn gelijkzijdige driehoeken. Dus de straal van de omgeschreven

cirkel is gelijk aan de lengte van een zijde.

d Teken de ingeschreven cirkel van deze regelmatige zeshoek en bereken de straal ervan.

Deze ingeschreven cirkel heeft ook middelpunt 𝑀 en gaat door de middens van de

zijden van de zeshoek. Neem aan dat 𝑃 het midden van 𝐴𝐵 is, dan is 𝑀𝑃 de straal

van de ingeschreven cirkel. Omdat 𝐴𝑃 = 2 cm en 𝐴𝑀 = 4 cm, is (gebruik de stelling

van Pythagoras) 𝑀𝑃 = 2√3 cm.
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Opgave 3

Van een vierhoek 𝐴𝐵𝐶𝐷 zijn alle zijden 4 cm.

a Hoe noem je zo'n vierhoek? Kun je hem tekenen?

Zo'n vierhoek heet een ruit. Je kunt hem nog niet tekenen, daarvoor moet je iets van

de hoeken weten.

b Neem ∠𝐴 = 60∘. Kun je nu de vierhoek construeren?

Ja, begin maar eens met Δ𝐴𝐵𝐶. Die ligt vast, want je weet∠𝐴 = 60∘ en de twee benen

van die hoek zijn 4 cm. Daarmee ligt ook 𝐴𝐷 vast. En (omdat van de lengtes van alle

zijden vast liggen) dus ligt ook Δ𝐵𝐶𝐷 vast.

c Is dit een regelmatige vierhoek?

Nee, een regelmatige vierhoek is een vierkant. Alleen dan zijn alle zijden en alle hoeken

gelijk.

d Heeft deze vierhoek een omgeschreven cirkel?

Nee, van zo'n cirkel zou het middelpunt het midden van 𝐴𝐷 moeten zijn. En de punten

𝐴 en 𝐵 liggen daar niet even ver vandaan.

Opgave 4

Bekijk Voorbeeld 1. Een rechthoekige driehoek met hoeken van 60∘ en 30∘ blijkt een bij­

zondere driehoek te zijn. Als je één zijde weet, kun je de andere twee berekenen.

a Laat zien, dat 𝐵𝐶 = √3 cm.

Stelling van Pythagoras: 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵2 +𝐵𝐶2.

Dit geeft 22 = 12 +𝐵𝐶2, zodat 𝐵𝐶2 = 3 en 𝐵𝐶 = √3.

b Teken de omgeschreven cirkel van deze driehoek en bereken de straal ervan.

Het middelpunt 𝑀 van deze cirkel is het snijpunt van de middelloodlijnen. 𝑀 is het

midden van 𝐴𝐶, dus de straal van deze cirkel is 1 cm.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me14&repo=m4a2015
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c Teken in deze driehoek hoogtelijn 𝐵𝐷 en bereken de lengte ervan.

Je kunt dit doen met behulp van gelijkvormigheid van (bijvoorbeeld) de driehoeken

𝐴𝐵𝐷 en 𝐴𝐶𝐵.

Maar je kunt ook gebruik maken van het feit dat driehoek 𝐴𝐵𝐷 een halve gelijkzijdige

driehoek is (de hoeken zijn ook 30∘, 60∘ en 90∘). Omdat 𝐴𝐵 = 1 cm is 𝐴𝐷 = 1
2 en

𝐵𝐷 = 1
2
√3.

Opgave 5

Op een cirkel met een straal van 4 cm liggen acht punten die op gelijke afstanden van elkaar

over de cirkelomtrek zijn verdeeld. Zo ontstaat een regelmatige achthoek 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻.

Punt 𝑀 is het midden van de cirkel.

a Teken deze achthoek.

Teken eerst de cirkel. Verdeel de cirkel in acht gelijke sectoren met een sectorhoek van

360⁄8 = 45∘.

b Hoe groot is elke hoek van deze achthoek?

De hoekensom van de achthoek is 6 ⋅ 180 = 1080∘, dus elke hoek is 1080⁄8 = 135∘.

Je kunt van deze achthoek de lengtes van de zijden berekenen. Misschien wil je daar eerst

zelf op puzzelen. Met behulp van de volgende opdrachten kom je er ook achter.

c Teken driehoek 𝐴𝐶𝐸 en leg uit waarom die driehoek zowel rechthoekig als gelijkbenig is.

∠𝐴𝐶𝐸 = 90∘ vanwege de stelling van Thales. Verder kun je met behulp van de stelling

van Pythagoras uitrekenen dat 𝐴𝐶 = 4√2 en 𝐸𝐶 = 4√2 cm.

d Als 𝑃 het midden van 𝐴𝐶 is, dan is 𝑀𝑃 = 2√2. Laat dat zien.

Driehoek 𝐴𝑀𝐶 is gelijkbenig, dus ∠𝑀𝑃𝐴 = 90∘. Daarom is ∠𝑀𝐴𝑃 = 45∘ en dus is

ook driehoek 𝑀𝐴𝑃 gelijkbenig. En dus is 𝑀𝑃 = 𝐴𝑃 = 1
2𝐴𝐶 = 2√2.
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e Nu weet je van driehoek𝐴𝑃𝐵 de lengtes van𝐴𝑃 en 𝑃𝐵. Bereken de lengte van𝐴𝐵 in twee

decimalen nauwkeurig.

𝐴𝑃 = 2√2 en 𝑃𝐵 = 4 − 2√2 geeft 𝐴𝐵2 = (2√2)
2
+ (4 − 2√2)

2
= 32 − 16√2. Dus

𝐴𝐵 = √32 − 16√2 ≈ 3,06 cm.

Opgave 6

Bekijk Voorbeeld 2.

a Teken zelf enkele mogelijke vierhoeken 𝐴𝐵𝐶𝐷 zoals in het voorbeeld beschreven.

Doen.

b Teken de vierhoek die een omgeschreven cirkel heeft en aan de beschrijving voldoet.

Construeer het middelpunt van de omgeschreven cirkel. Bepaal het geschikte snijpunt

met de cirkel waar punt 𝐷 op ligt.

c Neem aan dat de vierhoek geen omgeschreven cirkel heeft. Hoe groot is dan de kortste

lengte die 𝐶𝐷 kan hebben?

De kortste lengte van 𝐶𝐷 ontstaat als punt 𝐷 op lijnstuk 𝐴𝐶 ligt. (Dan is er sprake van

een driehoek, net niet meer van een vierhoek.)

Nu kun je de lengte van 𝐴𝐶 uitrekenen met behulp van de stelling van Pythagoras:

𝐴𝐶 = √61.

En dus moet 𝐶𝐷 > √61 − 4.

Opgave 7

Van een gelijkbenig trapezium 𝐴𝐵𝐶𝐷 zijn de zijden 𝐴𝐵 en 𝐷𝐶 evenwijdig, 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 en

𝐴𝐵 ≠ 𝐷𝐶. Gegeven is verder ∠𝐴 = 60∘, 𝐴𝐵 = 6 cm en 𝐴𝐷 = 4 cm.

a Construeer dit trapezium.

Begin met ∠𝐴 = 60∘, 𝐴𝐵 = 6 cm en 𝐴𝐷 = 4 cm. Teken vervolgens een lijn door 𝐷 en

evenwijdig aan 𝐴𝐵 en cirkel vanuit punt 𝐵 het lijnstuk 𝐵𝐶 = 4 cm om. Het linker punt

waar deze cirkel de lijn door 𝐷 en evenwijdig aan 𝐴𝐵 snijdt, is punt 𝐶. (Het rechter

punt zou ook kunnen, maar dan is de vierhoek ook een parallellogram en dan is niet

voldaan aan 𝐴𝐵 ≠ 𝐷𝐶.)
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b Bereken de lengte van 𝐷𝐶.

Teken lijnstuk 𝐸𝐷⁄⁄𝐵𝐶. Dan is driehoek 𝐴𝐸𝐷 gelijkzijdig met zijden van 4 cm. En dus

is 𝐸𝐵 = 2 cm.

Omdat 𝐸𝐵𝐶𝐷 een parallellogram is, is 𝐷𝐶 = 𝐸𝐵 = 2 cm.

c Bereken de hoogte en de oppervlakte van dit trapezium.

De hoogte is bijvoorbeeld lijnstuk𝐹𝐶 dat loodrecht staat op𝐴𝐵. Omdat driehoek𝐴𝐸𝐷
gelijkzijdig is, is 𝐹 het midden van 𝐴𝐸. Dus 𝐴𝐹 = 2 cm.

Met behulp van de stelling van Pythagoras vind je 𝐶𝐹 = 2√3 cm.

De oppervlakte van het trapezium is
1
2 ⋅ 6 ⋅ 2√3 +

1
2 ⋅ 2 ⋅ 2√3 = 8√3 cm2.

d In dit trapezium kun je de diagonalen 𝐴𝐶 en 𝐵𝐷 tekenen. Deze diagonalen snijden elkaar

in punt 𝑆. Bereken de lengte van 𝐵𝑆.

De lengte van 𝐵𝐷 bereken je met behulp van de stelling van Pythagoras: 𝐵𝐷2 = 42 +
(2√3)

2
= 28. Dus 𝐵𝐷 = √28.

Nu zijn de driehoeken 𝐴𝐵𝑆 en 𝐶𝐷𝑆 gelijkvormig, want ze hebben drie gelijke hoeken

(Z-hoeken en X-hoeken).

De vergrotingsfactor van driehoek 𝐴𝐵𝑆 naar driehoek 𝐶𝐷𝑆 is 2⁄6 = 1
3. Neem 𝐵𝑆 = 𝑥,

dan is 𝑥+ 1
3𝑥 = √28 en dus 𝑥 = 3

4
√28.

Opgave 8

Bekijk Voorbeeld 3.

a Leg uit hoe je de vergelijking 𝑟2 = (𝑟 − 1)2 + (𝑟 − 8)2 zelf kunt vinden.

In de rechthoekige driehoek 𝑆𝐵𝑃 is 𝐵𝑃 = 𝑟, 𝐵𝑆 = 𝑟− 8 en 𝑆𝑃 = 𝑟− 1.

Vervolgens doe je de stelling van Pythagoras.

b Bereken zelf dat 𝑟 = 13.

Los de vergelijking op door de haakjes weg te werken. Er zijn twee oplossingen, maar

𝑟 = 5 is te klein.
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Opgave 9

1 1

1

De straal van deze drie cirkels is gelijk aan 1. Hun middel­

punten vormen een gelijkzijdige driehoek met zijden van 2.

Bereken de oppervlakte van het gedeelte dat de drie cirkels

gezamenlijk insluiten.

De driehoek waarvan de middelpunten van de cirkels de

hoekpunten zijn is een gelijkzijdige driehoek met zijden

van 2. De hoogte daarvan is (stelling van Pythagoras) √3
en de oppervlakte dus

1
2 ⋅ 2 ⋅ √3 = √3.

Van elke cirkel is de oppervlakte 𝜋 ⋅ 12 = 𝜋 en daarvan

ligt
60
360 =

1
6 deel binnen de driehoek.

De gevraagde oppervlakte is √3 − 1
2𝜋.

Opgave 10

Door de hoekpunten𝐶 en𝐷 van vierkant𝐴𝐵𝐶𝐷 gaat een cirkel die met de zijde𝐴𝐵 precies

één punt 𝑃 gemeenschappelijk heeft. De zijden van dit vierkant zijn 2 cm.

Bereken de straal van deze cirkel.

Noem het middelpunt van de cirkel 𝑀. Maak een schets en neem 𝑀𝑃 =𝑀𝐶 =𝑀𝐷 =
𝑟. Dat is de straal van de cirkel.

Je kunt dan met behulp van de stelling van Pythagoras afleiden dat 𝑟2 = 12 + (2 − 𝑟)2.

Hieruit vind je 𝑟 = 1,25.

Verwerken

Opgave 11

Een regelmatige twaalfhoek heeft zijden met een lengte van 2 cm.

Construeer deze twaalfhoek. Beschrijf hoe je te werk gaat.

Bekijk eventueel eerst de Uitleg. Dit kan op twee manieren:

• Een twaalfhoek heeft een hoekensom van 10 ⋅ 180 = 1800∘, dus een regelmatige

twaalfhoek heeft hoeken van 150∘.
Je tekent eerst een zijde van de juiste lengte en zet daar aan weerszijden een hoek

van 150∘ op. De benen van die hoeken worden 2 cm en daarop zet je weer hoeken

van 150∘, etc.

• Alle hoekpunten van de twaalfhoek liggen op een cirkel met middelpunt 𝑀 en hij

bestaat uit 12 gelijkbenige driehoeken met in 𝑀 een tophoek van 30∘ en basishoe­
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ken van 75∘. Je tekent één zo'n gelijkbenige driehoek (je weet alle hoeken en één

zijde) en daarna teken je vanuit 𝑀 de cirkel waar alle hoekpunten op liggen.

Je kunt dan de andere hoekpunten tekenen, door steeds de zijden van 2 cm af te

passen.

Opgave 12

Gegeven is een gelijkzijdige driehoek 𝐴𝐵𝐶 met zijden van 6 cm.

Bereken de straal van de ingeschreven cirkel van deze driehoek.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

Teken in deze driehoek de drie deellijnen/hoogtelijnen/zwaartelijnen/middelloodlijnen.

(Dat zijn drie lijnstukken, want in een gelijkzijdige driehoek is de deellijn van een hoek

hetzelfde als de hoogtelijn vanuit dat hoekpunt en de zwaartelijn vanuit dat hoekpunt

en de middelloodlijn van de overstaande zijde.) Omdat de zwaartelijnen elkaar verdelen

in een verhouding van 2 : 1 en het snijpunt van deze lijnen het middelpunt van de inge­

schreven cirkel is, is de straal ervan
1
3 deel van de lengte van elke deellijn/hoogtelijn/

zwaartelijn/middelloodlijn. Die lengte kun je berekenen met de stelling van Pythagoras,

bijvoorbeeld 𝐶𝐷 = 3√3. De straal van de ingeschreven cirkel is dus √3 cm.

Opgave 13

A B

CD

P

Je ziet hier een vierkant 𝐴𝐵𝐶𝐷 met daarin een gelijkzijdige driehoek

𝑃𝐶𝐷.

Bereken de grootte van ∠𝐴𝑃𝐵.

Van een gelijkzijdige driehoek zijn alle hoeken 60∘. Verder is

∠𝑃𝐶𝐵 = ∠𝑃𝐷𝐴 = 30∘.
Omdat de driehoeken 𝑃𝐶𝐵 en 𝑃𝐷𝐴 gelijkbenig zijn, is ∠𝐵𝑃𝐶 =
∠𝐴𝑃𝐷 = (180 − 30) ⁄2 = 75∘.
En dus is ∠𝐴𝑃𝐵 = 360 − 60 − 2 ⋅ 75 = 150∘.

Opgave 14

Een vlieger is een vierhoek waarvan één van de diagonalen de symmetrieas is. Van vlieger

𝐴𝐵𝐶𝐷 is dat de diagonaal 𝐴𝐶. Dit betekent dat 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 en 𝐵𝐶 = 𝐷𝐶.

a Kun je vlieger 𝐴𝐵𝐶𝐷 tekenen als je weet dat 𝐴𝐵 = 6 en 𝐵𝐶 = 4 cm?

Nee, de hoeken kunnen nog variëren.
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b Construeer vlieger 𝐴𝐵𝐶𝐷 tekenen als je weet dat 𝐴𝐵 = 6, 𝐵𝐶 = 4 cm en ∠𝐷𝐴𝐵 = 60∘.

Doen, begin met driehoek 𝐷𝐴𝐵, daarvan weet je twee zijden en hun ingesloten hoek.

Vervolgens kun je de zijden 𝐵𝐶 en 𝐷𝐶 met de passer omcirkelen.

c Bereken de lengte van diagonaal 𝐴𝐶.

𝑆 is het snijpunt van beide diagonalen. De diagonalen staan (vanwege de symmetrie)

loodrecht op elkaar. En driehoek 𝐷𝐴𝐵 is gelijkzijdig, dus 𝐷𝐵 = 6 cm. Hieruit volgt met

behulp van de stelling van Pythagoras: 𝐴𝑆 = √62 − 32 = 3√3 en 𝑆𝐶 = √42 − 32 = √7.

𝐴𝐶 = 3√3 + √7.

De punten 𝐾, 𝐿, 𝑀 en 𝑁 zijn de middens van achtereenvolgens 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 en 𝐷𝐴.

d Beredeneer dat 𝐾𝐿𝑀𝑁 een rechthoek is en bereken de oppervlakte van deze rechthoek.

Uit Δ𝑁𝐴𝐾 ∼ Δ𝐷𝐴𝐵 (een hoek gemeenschappelijk en de zijden op de benen hebben

dezelfde vergrotingsfactor) volgt dat 𝑁𝐾⁄⁄𝐷𝐵.

Uit Δ𝑀𝐿𝐶 ∼ Δ𝐷𝐵𝐶 volgt dat 𝑀𝐿⁄⁄𝐷𝐵.

Uit Δ𝑁𝑀𝐷 ∼ Δ𝐴𝐶𝐷 volgt dat 𝑁𝑀⁄⁄𝐴𝐶.

Uit Δ𝐾𝐵𝐿 ∼ Δ𝐴𝐵𝐶 volgt dat 𝐾𝐿⁄⁄𝐴𝐶.

Dus is 𝐾𝐿𝑀𝑁 een parallellogram. Maar ook is 𝐴𝐶 loodrecht 𝐷𝐵 en dus heeft 𝐾𝐿𝑀𝑁
rechte hoeken.

Uit de gelijkvormigheden volgt ook dat 𝑁𝐾 = 1
2𝐷𝐵 = 3 en 𝐾𝐿 = 1

2𝐴𝐶 = 112√3 −
1
2
√7.

Opgave 15

1 1

1 1

Op de hoekpunten van een vierkant met zijden van 2 cm liggen

cirkels met een straal van 1 cm. Binnen deze cirkels ligt midden

op het vierkant een kleinere cirkel die met elk van die cirkels

precies één punt gemeen heeft.

Bereken de straal van die kleinere cirkel.

De diagonalen van het vierkant hebben een lengte van 2√2
cm. De diameter van de kleine cirkel is daarom 2√2−2 cm.

De straal is dus √2 − 1 cm.
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Toepassen

Een sangaku () is een Japanse ‘wiskunde­plank’, waarop een

meetkundige stelling is uitgebeeld.

De originelen dateren uit de Edo­periode (1603—1867) toen Ja­

pan in volledig isolement leefde ten opzichte van de Westerse

wereld. Ze werden gemaakt door geleerden uit alle lagen van

de bevolking. Ze zijn te vinden in oude Shinto­heiligdommen en

soms in Boeddhistische tempels waarin ze werden opgehangen uit dankbaarheid voor het

vinden van de stelling. Maar meestal werd het bewijs van de stelling achterwege gelaten

als uitdaging voor andere meetkundigen.

Ook nu kun je ze nog als uitdaging, als puzzel opvatten...

Kun je deze oplossen?

Opgave 16: Sangaku (1)

Je ziet hierboven een zogenaamde ‘sangaku’. Een mooie puzzel om op te lossen.

Los de puzzel in Toepassen op.

Noem het middelpunt van de grote cirkel 𝑀1 en dat van de kleinere cirkel 𝑀2. Nu is

𝑀1𝑀2 = 2+ 3 = 5.

Te berekenen (het vraagteken) is dan 𝑥.

Met de stelling van Pythagoras vind je:

𝑥2 + (3 − 2)2 = 52

En dit levert op: 𝑥2 = 24 en dus 𝑥 = √24.
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Opgave 17: Sangaku (2)

Dit is een vierkant met zijden van 4 waarin twee kwart cirkels zijn

getekend.

Bereken de oppervlakte van de witte cirkel.

De zijden van het vierkant zijn 4. Bekijk de figuur, de gekozen letters en de gekozen

rechthoekige driehoeken. Ga na, dat 𝐷𝑀= 4+ 𝑟 en 𝐴𝑀 = 4− 𝑟 = 𝐷𝑄.

Hieruit volgt: 𝐴𝑃2 = (4 − 𝑟)2 − 𝑟2 = 16 − 8𝑟
en

𝐴𝑃2 = 𝑄𝑀2 = (4 + 𝑟)2 − (4 − 𝑟)2 = 16𝑟.
Hieruit volgt 16 − 8𝑟 = 16𝑟 en dus 𝑟 = 16

24 =
2
3.

De oppervlakte van de kleine witte cirkel is dus:
4
9𝜋.
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2.5 Vergrotingsfactoren

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2

Verkennen

Opgave V1

In een assenstelsel is Δ𝐴𝐵𝐶 gegeven door 𝐴(0,2), 𝐵(4,1) en 𝐶(2,4)

a Teken Δ𝐴𝐵𝐶 en bereken de omtrek en de oppervlakte ervan.

De omtrek is (gebruik de stelling van Pythagoras) √17 + √13 + √8.

De oppervlakte is (‘hokjes tellen’) 5 roosterhokjes.

Van Δ𝐴𝐷𝐸 zijn alle zijden 2 keer zo groot.

b Teken Δ𝐴𝐷𝐸 en bereken de omtrek en de oppervlakte ervan.

De omtrek is (gebruik de stelling van Pythagoras) 2√17 + 2√13 + 2√8.

De oppervlakte is (‘hokjes tellen’) 20 roosterhokjes.

Van Δ𝐴𝐹𝐺 zijn alle zijden 5 keer zo groot.

c Bereken de omtrek en de oppervlakte ervan.

De omtrek is 5√17 + 5√13 + 5√8.

De oppervlakte is 125 roosterhokjes.

Theorie

Opgave 1

In de Uitleg zie je dat de oppervlakte van een rechthoek 62 keer zo groot wordt als alle

zijden 6 keer zo groot worden.

a Teken de rechthoek van 24 bij 36 mm en laat zien, dat de rechthoek van 4 bij 6 mm er

inderdaad 36 keer op past.

In de breedte gaan er zes naast elkaar en in de lengte gaan er zes boven elkaar.
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b Stel dat de zijden van de kleine rechthoek met vergrotingsfactor 4worden vermenigvuldigd.

Hoeveel keer zo groot wordt dan de oppervlakte?

42 = 16 keer zo groot.

c En hoeveel bedraagt de oppervlaktevergrotingsfactor als de lengtevergrotingsfactor 0,5
bedraagt?

0,52 = 0,25

De kleine rechthoek wordt vergroot tot zijn oppervlakte 9 keer zo groot is geworden.

d Hoeveel bedraagt de lengtevergrotingsfactor dan?

√9 = 3

Opgave 2

Gegeven is een trapezium 𝐴𝐵𝐶𝐷 met 𝐴𝐵⁄⁄𝐶𝐷. 𝐴𝐵 = 10 cm, 𝐷𝐶 = 4 cm en 𝐴𝐷 = 5 cm.

De hoogte 𝐷𝐸 = 3 cm.

a Teken het trapezium en bereken de oppervlakte en de omtrek ervan.

Maak eerst een schets en bereken de lengte van 𝐴𝐸 met de stelling van Pythagoras:

𝐴𝐸 = 4 cm.

Nu kun je het trapezium tekenen, begin met de rechthoekige driehoek 𝐴𝐸𝐷.

De oppervlakte van het trapezium is
1
2 ⋅ (10 + 4) ⋅ 3 = 21 cm2.

Voor de omtrek moet je eerst berekenen dat 𝐵𝐶 = √22 + 32 = √13 cm. De omtrek is

dan 10 + 5 + 4 + √13 = 19 + √13 cm.

b Het trapezium wordt verkleind met lengtevergrotingsfactor 0,2. Bereken de oppervlakte en

de omtrek van het kleinere trapezium.

De omtrek wordt 0,2 keer zo groot, dus 0,2 ⋅ (19 + √13) cm.

De oppervlakte wordt 0,22 = 0,04 keer zo groot, dus 0,04 ⋅ 21 = 0,84 cm2.
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Opgave 3

Bekijk Voorbeeld 1.

a Waarom is Δ𝑃𝑄𝑅 ∼ Δ𝑆𝑇𝑅?

In de figuur zie je dat 𝑆𝑇⁄⁄𝑃𝑄 en dus is ∠𝑇𝑆𝑅 = ∠𝑃 en ∠𝑆𝑇𝑅 = ∠𝑄 (F-hoeken).

Beide driehoeken hebben dus gelijke hoeken.

b Laat zien dat de hoogte van driehoek 𝑃𝑄𝑅 gelijk is aan √153.

Teken hoogtelijn 𝑅𝑀. Punt 𝑀 is dan het midden van 𝑃𝑄, dus 𝑃𝑀 = 4 cm.

Met behulp van de stelling van Pythagoras vind je 𝑅𝑀 = √132 − 42 = √153.

c Loop de berekening van de oppervlakte van Δ𝑆𝑇𝑅 zelf na.

Voer de berekening uit zonder naar het voorbeeld te kijken.

d Laat zien hoe je vanuit de lengtevergrotingsfactor kunt berekenen hoeveel procent van de

oppervlakte van Δ𝑃𝑄𝑅 wordt ingenomen door Δ𝑆𝑇𝑅.

(58)
2
≈ 0,39, dus ongeveer 39%.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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Opgave 4

Deze figuur bestaat uit twee gelijkbenige driehoeken.

A

B
C

D

E

15

15

8

4

Bereken de totale oppervlakte van deze twee driehoeken samen.

In de figuur zie je dat ∠𝐵 = ∠𝐷 en verder is ∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐷𝐵𝐸 (X-hoeken). Beide

driehoeken hebben dus gelijke hoeken en zijn gelijkvormig.

Van de gelijkbenige Δ𝐷𝐵𝐸 is de hoogte 𝐵𝑀 = √82 − 22 = √56 (waarin 𝑀 het midden

van 𝐷𝐸 is).

De oppervlakte van Δ𝐷𝐵𝐸 is
1
2 ⋅ 4 ⋅ √56 = 2√56.

De oppervlakte van Δ𝐷𝐵𝐸 is (158 )
2
⋅ 2√56 = 225

32
√56.

De totale oppervlakte van beide driehoeken samen is
289
32
√56.

Opgave 5

A B

C

D

12

10

Je ziet hier een rechthoekige driehoek 𝐴𝐵𝐶 met enkele afme­

tingen erbij.

Bereken de oppervlakte van deze driehoek.

Ga na, dat Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐷𝐴𝐶.

Verder is 𝐷𝐶 = √122 − 102 = 5.

De lengtevergrotingsfactor van Δ𝐷𝐴𝐶 naar Δ𝐴𝐵𝐶 is

12⁄5 = 2,4.

De oppervlakte van Δ𝐷𝐴𝐶 is
1
2 ⋅ 5 ⋅ 10 = 25.

De oppervlakte van Δ𝐴𝐵𝐶 is dus 2,42 ⋅ 25 = 144.

Opgave 6

Bekijk Voorbeeld 2.

a Waarom is de oppervlaktevergrotingsfactor 12?

Omdat 240⁄20 = 12.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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b Waarom is de lengtevergrotingsfactor dan √12?

Als de lengtevergrotingsfactor 𝑘 is, dan is de oppervlaktevergrotingsfactor 𝑘2. En uit

𝑘2 = 12 volgt als enige positieve antwoord 𝑘 = √12.

Van een blad papier op A4-formaat is de oppervlakte de helft van een blad papier op A3-for­

maat. Een blad A4 is 297 mm bij 210 mm.

c Welke afmetingen heeft een blad A3?

De oppervlaktevergrotingsfactor van A4 naar A3 is 2, de lengtevergrotingsfactor dus

√2.

Een blad A3 is daarom 420 mm bij 297 mm.

Opgave 7

A B

C

P

Q

Je ziet hier een rechthoekige driehoek 𝐴𝐵𝐶 met 𝐴𝐶 = 5 en

𝐴𝐵 = 10 cm. Lijnstuk 𝑃𝑄 staat loodrecht op 𝐵𝐶 en verdeelt de

driehoek is twee stukken met gelijke oppervlaktes.

Bereken de lengte van 𝐴𝑃.

Ga na, dat Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝑄𝐵𝑃.

Verder is de oppervlaktevergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝑄𝐵𝑃 gelijk aan 0,5.

De lengtevergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝑄𝐵𝑃 is daarom √0,5 = 1
2
√2.

En daarom is 𝐵𝑃 = 1
2
√2 ⋅ 𝐵𝐶.

Met de stelling van Pythagoras vind je 𝐵𝐶 = √52 + 102 = √125, dus 𝐵𝑃 = 1
2
√2 ⋅√125 =

1
2
√250.

En 𝐴𝑃 = 10 − 1
2
√250 cm.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&repo=m4a2015
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Verwerken

Opgave 8

A B

C

D

E

9 3

8
6F

Je ziet hier Δ𝐴𝐵𝐶 met enkele afmetingen. De lijnstukken 𝐷𝐸 en

𝐵𝐶 zijn evenwijdig.

a Waarom zijn de driehoeken 𝐴𝐷𝐸 en 𝐴𝐵𝐶 gelijkvormig? Bepaal

ook de lengtevergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝐴𝐷𝐸.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

∠𝐴 = ∠𝐴 en ∠𝐴𝐷𝐸 = ∠𝐴𝐵𝐶 (F-hoeken).

De lengtevergrotingsfactor is
9
12 = 0,75.

b Welke twee gelijkvormige driehoeken zitten er nog meer in deze figuur? Hoe verhouden

zich de oppervlaktes van deze twee driehoeken?

Δ𝐷𝐹𝐸 ∼ Δ𝐶𝐹𝐵, want en ∠𝐸𝐷𝐶 = ∠𝐷𝐶𝐵 en ∠𝐷𝐸𝐵 = ∠𝐸𝐵𝐶 (Z-hoeken).

Uit de gelijkvormigheid bij a volgt dat 𝐷𝐸 = 0,75 ⋅ 6 = 4,5.

De lengtevergrotingsfactor Δ𝐷𝐹𝐸 naar Δ𝐶𝐹𝐵 is dus ook
9
12 = 0,75. De bijbehorende

oppervlaktevergrotingsfactor is (34)
2
= 9
16, dus de oppervlaktes verhouden zich als 9 :

16.

Opgave 9

Marian heeft van een vakantiefoto van 7 cm hoog en 10 cm breed een vergroting laten

maken. De vergroting is 24 cm breed.

a Hoe hoog wordt de vergroting? Geef je antwoord in mm nauwkeurig.

De lengtevergrotingsfactor is
24
7 , dus de hoogte van de vergroting is

24
7 ⋅ 10 ≈ 34,3 cm.

Op deze foto staat een vuurtoren. Op de vergroting is deze toren 15 cm hoog.

b Hoe hoog is deze toren op de originele vakantiefoto?

7
24 ⋅ 15 = 4,375 cm.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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Op de originele foto staat een reclamebord met een oppervlakte van 6 cm2.

c Welke oppervlakte heeft dit reclamebord op de vergroting? Geef je antwoord in mm2 nauw­

keurig.

(247 )
2
⋅ 6 ≈ 70,53 cm2.

Opgave 10

A B

C

D

E F

G
2

3

2

3

Bekijk de twee vierhoeken 𝐴𝐵𝐶𝐷 en 𝐸𝐹𝐶𝐺.

a Waarom zijn deze vierhoeken gelijkvormig?

Omdat ∠𝐴 = ∠𝐹𝐸𝐶 is 𝐸𝐹⁄⁄𝐴𝐵 en dus ∠𝐵 = ∠𝐸𝐹𝐶.

Omdat ∠𝐷 = ∠𝐸𝐺𝐶 is 𝐸𝐺⁄⁄𝐴𝐷 en dus ∠𝐷𝐴𝐶 = ∠𝐺𝐸𝐶.

Van beide vierhoeken zijn de hoeken gelijk.

Maar je moet ook de zijden nagaan, die moeten een vaste vergrotingsfactor hebben.

Dat volgt uit de gelijkvormigheid van de driehoeken 𝐴𝐵𝐶 en 𝐸𝐹𝐶 en de gelijkvormig­

heid van de driehoeken 𝐴𝐶𝐷 en 𝐸𝐶𝐺.

b Hoe verhouden zich de oppervlaktes van beide vierhoeken?

De lengtevergrotingsfactor van vierhoek 𝐴𝐵𝐶𝐷 naar vierhoek 𝐸𝐹𝐶𝐺 is 0,5. Dus de

oppervlaktes verhouden zich als 4 : 1.

Opgave 11

In Madurodam is een deel van Nederland op schaal 1 : 25 nagebouwd.

a De Dom in Utrecht is in Madurodam 448 cm hoog. Hoe groot is de toren in werkelijkheid?

448 ⋅ 25 = 11200 cm, dus 112 m.

b De oppervlakte van Paleistuin Het Loo is 1,1 ha. Hoe groot zou dit dan in Madurodam zijn?

11000⁄252 = 17,6 m2.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&repo=m4a2015
https://nl.wikipedia.org/wiki/Madurodam
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Opgave 12

A

B

C

D

P

Q

R

De ruit 𝐴𝐵𝐶𝐷 heeft zijden van 6 cm en twee hoeken van 60∘.
De ruit 𝑃𝑄𝑅𝐷 is gelijkvormig met 𝐴𝐵𝐶𝐷 en hun oppervlaktes ver­

houden zich als 3 : 4.

Bereken de lengte van 𝐵𝑄.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

De oppervlaktevergrotingsfactor van ruit𝐴𝐵𝐶𝐷 naar ruit𝑃𝑄𝑅𝐷

is
3
4, dus de lengtevergrotingsfactor is √34.

Δ𝐴𝐵𝐶 is een gelijkzijdige driehoek met zijden van 6 cm. Het

midden van 𝐴𝐶 is punt 𝑀 en met de stelling van Pythagoras

kun je berekenen dat 𝐵𝑀 = 3√3. En dus is 𝐵𝐷 = 6√3 en

𝑄𝐷 = √34 ⋅ 6√3 = 9. Dus is 𝐵𝑄 = 6√3 − 9.

Toepassen

A B

C
D

E F

GH
Met lengtevergroting en oppervlaktevergroting heb je ook in ruim­

telijke figuren te maken. Neem bijvoorbeeld deze kubus met ribben

van 4 cm. De oppervlakte van deze kubus (en van elke ruimtelij­

ke figuur) is de totale oppervlakte van alle grensvlakken samen.

Bij deze kubus is dat de oppervlakte van zes gelijke vierkanten met

afmetingen van 4 bij 4 cm.

Als de lengte van de ribben 3 keer zo groot wordt, wordt de opper­

vlakte 32 = 9 keer zo groot. Dat kun je eenvoudig zelf nagaan.

Opgave 13: Kubus vergroten

Je ziet hierboven een kubus met ribben van 4 cm.

a Bereken de oppervlakte van deze kubus.

6 ⋅ 4 ⋅ 4 = 96 cm2.

b Laat zien, dat een kubus waarvan de ribben 3 keer zo groot zijn ook inderdaad een 9 keer

zo grote oppervlakte heeft.

6 ⋅ 12 ⋅ 12 = 864 cm2.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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c Laat zien, dat een kubus waarvan de ribben 𝑘 keer zo groot zijn ook inderdaad een 𝑘2 keer

zo grote oppervlakte heeft.

6 ⋅ 4𝑘 ⋅ 4𝑘 = 96𝑘2 cm2.

Opgave 14: Verfblikken

Verfblikken zijn er in allerlei maten. In deze opgave ga je uit

van een wiskundig model van een verfblik: een cilinder met

een cirkel als bodem en een cirkel als deksel. Je houdt geen

rekening met de dikte van het blik.

a Bereken de oppervlakte van een verfblik met een hoogte van

14 cm en een straal van 8 cm.

De mantel van de cilinder is een gebogen rechthoek. Die rechthoek heeft een lengte

die gelijk is aan de omtrek van de grondcirkel. De oppervlakte ervan is dus 2𝜋 ⋅8 ⋅14 =
224𝜋 ≈ 704 cm2.

De bodem en het deksel zijn cirkels met een oppervlakte van 𝜋 ⋅ 82 = 64𝜋 ≈ 201 cm2.

De oppervlakte van het verfblik is dus ongeveer 1106 cm2.

b Bereken de oppervlakte van een verfblik waarvan zowel de hoogte als de diameter 2 keer

zo groot is.

De oppervlakte wordt dan 4 keer zo groot, dus ongeveer 4424 cm2.

c Als je de straal van een blik verdubbelt en de hoogte halveert, blijft de oppervlakte van het

blik dan hetzelfde? Licht je antwoord toe.

Nee, de cilindermantel heeft wel een even grote oppervlakte, maar de bodem en het

deksel niet, die worden 4 keer zo groot.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me15&repo=m4a2015
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2.6 Totaalbeeld

Samenvatten

In dit onderwerp heb je leren werken met gelijkvormigheid en congruentie. Je hebt gezien

wanneer twee figuren congruent en wanneer ze gelijkvormig zijn. Met behulp van gelijk­

vormige driehoeken kun je (soms samen met de stelling van Pythagoras) berekeningen uit­

voeren in figuren in het platte vlak. Met behulp van congruentie kun je veel eigenschappen

van driehoeken en andere vlakke figuren onderzoeken en bewijzen. Je hebt ook enigszins

kennis gemaakt met het bewijzen in de meetkunde. Je zult dit in de bovenbouw vooral bij

wiskunde B en D veel tegenkomen.

De onderstaande opgaven zijn bedoeld om overzicht over het onderwerpVlakkemeetkun­

de te krijgen. Dit betreft de onderdelen 1, 2, 3, 4 en 5 van dit onderwerp. Het is nuttig om

er een eigen samenvatting bij te maken. De opgaven hieronder zijn bedoeld om je daarbij

te helpen.

Begrippen

� congruentie — overeenkomstige hoeken — overeenkomstige zijden

— vergrotingsfactor — verhoudingstabel;

� congruentie — gelijkvormigheid;

� middelloodlijn — bissectrice (deellijn) — zwaartelijn — hoogtelijn — omgeschreven

en ingeschreven cirkel — gelijkbenige driehoek — gelijkzijdige driehoek — definitie,

stelling, bewijs;

� regelmatige veelhoeken — omgeschreven cirkel;

� gelijkvormige figuren — lengtevergrotingsfactor — oppervlaktevergrotingsfactor.

Activiteiten

� de begrippen gelijkvormig en congruent;

� herkennen wanneer driehoeken congruent of gelijkvormig zijn en behulp daarvan

berekeningen in driehoeken uitvoeren;

� bijzondere lijnen in driehoeken en eigenschappen van driehoeken en deze bijzonde­

re lijnen bewijzen — de stelling van Thales bewijzen;

� rekenen in vierhoeken, vijfhoeken, etc, met behulp van congruentie en gelijkvormig­

heid;

� werken met de lengtevergrotingsfactor en de bijbehorende oppervlaktevergrotings­

factor.
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Opgave 1

Je ziet hier vijf vierhoeken op een rooster.

A

BC

D

E F

G

H

K

L M

N

P

Q

RS

T

UV

W

Welke van deze vierhoeken zijn congruent? Welke zijn gelijkvormig? Licht je antwoorden

toe.

Congruent zijn de vierhoeken 𝐴𝐵𝐶𝐷 en 𝑃𝑆𝑅𝑄. Door ‘hokjes tellen’ kun je nagaan dat

de overeenkomstige zijden en de overeenkomstige hoeken gelijk zijn.

Gelijkvormig zijn de vierhoeken 𝐴𝐵𝐶𝐷 en 𝑀𝑁𝐾𝐿. Door ‘hokjes tellen’ kun je nagaan

dat de overeenkomstige hoeken gelijk zijn en de overeenkomstige zijden met een vast

vergrotingsfactor worden vermenigvuldigt. Die factor is 1,5 als je uitgaan van vierhoek

𝐴𝐵𝐶𝐷.

Opgave 2

A B

C

D

E

9

10

4

Bekijk de figuur hiernaast.

a Welke twee driehoeken zijn gelijkvormig en waarom?

Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐴𝐸𝐷 omdat ∠𝐵 = ∠𝐸 (Z-hoeken) en ∠𝐵𝐴𝐶 =
∠𝐸𝐴𝐷 (X-hoeken).

b Welke zijde van Δ𝐴𝐸𝐷 kun je berekenen? Laat zien, hoe je die zijde berekent.

Zijde 𝐸𝐷.

Maak eventueel een verhoudingstabel van de overeenkomstige zijden. De vergrotings­

factor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝐴𝐸𝐷 is 0,4. Dus 𝐸𝐷 = 0,4 ⋅ 𝐵𝐶 = 0,4 ⋅ 9 = 3,6.

Opgave 3

A B

C

D E
6 3

10

Bekijk de figuur hiernaast.

a Welke twee driehoeken zijn gelijkvormig en waarom?

Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐷𝐸𝐶 omdat ∠𝐴 = ∠𝐸𝐷𝐶 (gegeven) en ∠𝐶 = ∠𝐶
(gemeenschappelijke hoek).

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me16&repo=m4a2015
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b Welke zijde van Δ𝐷𝐸𝐶 kun je berekenen? Laat zien, hoe je die zijde berekent.

Zijde 𝐸𝐶.

Maak eventueel een verhoudingstabel. De vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝐷𝐸𝐶 is

0,6. Neem 𝐸𝐶 = 𝑥, dan is 𝑥 = 0,6(𝑥 + 3), dus 𝐸𝐶 = 𝑥 = 4,5.

Opgave 4

A B

C

D

10

24

Hier zie je een rechthoekige driehoek 𝐴𝐵𝐶 met daarin de hoogtelijn

𝐵𝐷.

a Welke gelijkvormige driehoeken zie je in deze figuur?

Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐵𝐷𝐶 ∼ Δ𝐴𝐷𝐵.

b Waarom weet je van Δ𝐴𝐵𝐶 eigenlijk alle drie de zijden?

Met de stelling van Pythagoras kun je berekenen dat 𝐴𝐶 = 26.

c Bereken de lengte van 𝐵𝐷. Geef een duidelijke uitwerking en het antwoord in twee deci­

malen nauwkeurig.

Gebruik bijvoorbeeld Δ𝐴𝐵𝐶 ∼ Δ𝐵𝐷𝐶 en maak een verhoudingstabel van de overeen­

komstige zijden. De vergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐶 naar Δ𝐵𝐷𝐶 is
10
26, dus 𝐵𝐷 = 10

26⋅𝐴𝐵 =
10
26 ⋅ 24 =

120
13 ≈ 9.23.

Opgave 5

Een gelijkbenige driehoek is een driehoek waarvan twee zijden even lang zijn.

Bewijs dat elke gelijkbenige driehoek twee even lange hoogtelijnen heeft.

Teken een gelijkbenige Δ𝐴𝐵𝐶 met 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 en drie hoogtelijnen 𝐶𝐷, 𝐴𝐸 en 𝐵𝐹.

Bewijs nu eerst dat uit de gelijkbenigheid volgt dat Δ𝐴𝐷𝐶 ≅ Δ𝐵𝐷𝐶 (ZZR) en dat daar­

om ∠𝐴 = ∠𝐵.

Bewijs vervolgens dat Δ𝐴𝐵𝐸 ≅ Δ𝐵𝐴𝐹 (ZHH) en dat daarom 𝐴𝐸 = 𝐵𝐹.

Geef bij de bewijzen duidelijk aan welke zijden en welke hoeken gelijk zijn.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me16&repo=m4a2015
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Opgave 6

Van elke driehoek kun je een omgeschreven en een ingeschreven cirkel construeren.

Maak een overzicht van hoe dat in zijn werk gaat.

Als je niet meer weet hoe dit gaat, bestudeer dan het betreffende onderdeel nog eens.

Vergelijk je figuren met die van je medeleerlingen of laat ze bij twijfel controleren door

je docent.

Opgave 7

Construeer een regelmatige vijfhoek met zijden van 4 cm. Licht je constructie toe.

De hoekensom van zo'n vijfhoek is 3 ⋅ 180 = 540∘, dus elke hoek ervan is 108∘.

Begin met een zijde van 4 cm en zet daarop aan beide uiteinden een hoek van 108∘.
Pas op de benen van die hoek 4 cm af en zet op de uiteinden weer opnieuw hoeken

van 108∘ af.

Opgave 8

A B

C

D

10

24

Hier zie je een rechthoekige driehoek 𝐴𝐵𝐶 met daarin de hoogtelijn

𝐵𝐷.

Hoe verhouden zich de oppervlaktes van de driehoeken 𝐴𝐵𝐷 en

𝐵𝐶𝐷?

Δ𝐴𝐵𝐷 ∼ Δ𝐵𝐶𝐷 en de lengtevergrotingsfactor van Δ𝐴𝐵𝐷 naar Δ𝐵𝐶𝐷 is
10
24 =

5
12.

De bijbehorende oppervlaktevergrotingsfactor is ( 512)
2
= 25
144.

Beide oppervlaktes verhouden zich daarom als 144 : 25.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me16&repo=m4a2015
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Toepassen

Je ziet hier een Jacobsstaf, een oud instrument om de hoog­

te of de breedte van een bouwwerk te bepalen, maar ook de

hoek van de zon ten opzichte van de horizon. Hiermee kun je

op zee de breedtegraad vaststellen waarop je je bevindt. De

jacobsstaf is de voorloper van de sextant.

Hij bestaat uit een lat met daarop een schaalverdeling die je

vlak onder je oog kon houden. Loodrecht daarop kun je een

andere lat (soms meerdere latten) verschuiven. Je houdt de schaalverdeling horizontaal en

kijkt langs de bovenkant van die loodrechte lat. Je verschuift hem tot je het hoogste punt

van het bouwwerk nog precies ziet. Nu kun je op de schaalverdeling de horizontale afstand

tot je oog aflezen.

0 10 20 30 40 50 60 8070 90 100 110 120 130

horizontaal

bovenkant voorwerp

oog

30 cm

Opgave 9: Hoogte meten met de Jacobsstaf

Je kunt hierboven nalezen wat een Jacobsstaf is.

Stel je voor dat je met zo'n Jacobsstaf de hoogte wilt bepalen van een kerktoren. Je gaat dan

ongeveer 100 m van die toren af staan en houdt de Jacobsstaf op ooghoogte horizontaal

tegen je gezicht. Je verschuift de verticale lat totdat je langs de bovenkant nog net de

torenspits kunt zien. Je ziet in de figuur dat die verticale lat 30 cm boven de horizontale lat

uitsteekt.

a Maak een schets van de situatie.

Doen.

b Je leest op de schaalverdeling af dat de verticale lat bij 65 cm staat. Bereken nu de hoogte

van de toren als jouw ooghoogte 1,70 m boven de grond is.

100
0,65 ⋅ 0,30 + 1,70 ≈ 47,9 m.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me16&repo=m4a2015
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Opgave 10: Practicum Jacobsstaf

Je kunt zelf een Jacobsstaf maken en dan de hoogte van allerlei voorwerpen in jouw buurt

bepalen.

a Maak een bouwtekening van een Jacobsstaf.

Bijvoorbeeld via Wikipedia (NL).

Of google naar afbeeldingen.

b Bepaal met behulp van jouw eigen Jacobsstaf de hoogte van enkele objecten in jouw om­

geving.

Eigen antwoord.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-me16&repo=m4a2015
https://nl.wikipedia.org/wiki/Jakobsstaf
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3.1 Basishandelingen

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2

Verkennen

Opgave V1

Je hebt twee cilindervormige kaarsen. De éne kaars is blauw en 27 cm lang, de andere is

geel en 17 cm lang. De blauwe kaars wordt 4,5 cm per uur korter en de gele kaars wordt

elk uur 2 cm korter.

a Welke kaars is eerder opgebrand? Hoe lang duurt het dan nog voordat ook de andere is

opgebrand?

De blauwe kaars brandt op in 6 uur en de gelige kaars in 8,5 uur. De blauwe kaars is

eerder op. Het verschil is 2,5 uur.

Je steekt de kaarsen tegelijkertijd aan.

b Op welk tijdstip zijn beide kaarsen even lang?

Noem het aantal branduren 𝑡, dan moet 27 − 4,5𝑡 = 17 − 2𝑡. Deze vergelijking kun je

oplossen, bijvoorbeeld met behulp van grafieken. Je vindt in dit geval 𝑡 = 4.

Dus na 4 uur branden zijn beide vergelijkingen even lang.

c Hoe lang is de gele kaars langer dan de blauwe?

4,5 uur.

Theorie

Opgave 1

Bekijk de Uitleg.

a Waaraan zie je dat de kaarsen opbranden? Welke kaars brandt het snelst op en hoe zie je

dat aan de grafiek?

Beide grafieken lopen naar beneden als de tijd 𝑡 toeneemt. De grafiek van de blauwe

kaars loopt het steilst naar beneden, dus die brandt het snelst op.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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b Hoe zie je aan de formules welke kaars het snelst opbrandt?

Aan de coëfficiënt van 𝑡.

c Hoe lang zijn deze kaarsen op het moment van aansteken?

De groene kaars is dan 20 cm en de blauwe 30 cm.

d Geef de coördinaten van het nulpunt van de blauwe grafiek. Welke vergelijking hoort hierbij?

Laat zien hoe je met deze vergelijking het antwoord kunt controleren.

Het nulpunt van de blauwe grafiek is (4,0). Hierbij hoort vergelijking 30 − 7,5𝑡 = 0. Ga

na dat de vergelijking waar wordt als je 𝑡 = 4 invult.

e Hoeveel tijd zit er tussen het moment waarop de blauwe kaars is opgebrand en het moment

waarop de groene kaars is opgebrand?

1 uur.

Opgave 2

Bekijk de Uitleg.

a Hoe lang is de groene kaars na 1 uur? En de blauwe kaars?

Je kunt deze waarden berekenen door 𝑡 = 1 in beide formules in te vullen. Je vindt voor

de hoogte van de groene kaars 16 cm en voor die van de blauwe kaars 22,5 cm.

b Hoe groot is het verschil in lengte op 𝑡 = 1? En welke kaars is dan het langst?

6,5 cm, de blauwe is dan het langst.

c Bepaal met de grafieken op welk tijdstip het verschil tussen de lengtes van beide kaarsen

0 is. Wat betekent dit?

Ongeveer op 𝑡 = 2,85. Ze zijn dan even lang.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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d Hoe zou je dit tijdstip met behulp van de vergelijking in de uitleg kunnen controleren? Waar­

om klopt dit niet precies?

Door 𝑡 = 2,85 in te vullen. Het klopt dan niet precies omdat het exacte tijdstip ergens

tussen 2,85 en 2,86 in ligt.

e Hoe zou je een nauwkeuriger tijdstip kunnen vinden?

Door inklemmen, of door de vergelijking exact op te lossen.

Opgave 3

Bekijk Voorbeeld 1 en werk met de applet.

a Waarom zijn de kosten per kopie voor de leerling constant? Welke formule hoort daar bij?

Elke leerling betaalt hetzelfde bedrag per kopie. Dus de formule is 𝑘 = 0,15 als 𝑘 de

kosten per kopie in euro zijn.

b Waarom zijn de kosten per kopie voor de school niet constant?

Omdat de vaste kosten voor de maandelijkse huur van het apparaat moeten worden

verdeeld over het aantal kopieën per maand en dat aantal kan variëren.

c Bereken de kosten per kopie voor de school als er 1000 kopieën worden gemaakt. Hoeveel

zijn deze kosten bij 2000 kopieën? En bij 3000 kopieën?

Als 𝑎 = 1000 dan is 𝑘 = 0,212 cent.

Als 𝑎 = 2000 dan is 𝑘 = 0,137 cent.

Als 𝑎 = 3000 dan is 𝑘 = 0,112 cent.

d Welke formule beschrijft dus de kosten per kopie voor de school?

𝑘 = 0,06 + 152
𝑎

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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e Onderzoek bij welk aantal kopieën de kosten per kopie onder de 15 cent komen. Probeer

dit met de applet tot op de kopie nauwkeurig te bepalen. Welk probleem kom je tegen?

Dat lukt niet met de applet. De applet is te onnauwkeurig om dit tot op de kopie te

kunnen berekenen, bij een hele reeks van waarden komt is 0,15 uit.

Opgave 4

Bekijk Voorbeeld 1 en werk met de applet.

a In hoeveel decimalen nauwkeurig kun je de kosten per kopie aflezen?

In drie decimalen.

b Onderzoek opnieuw bij welk aantal kopieën de kosten onder de 15 cent komen. Probeer dit

met de applet tot op de kopie nauwkeurig te bepalen. Hoeveel antwoorden zijn er nu nog

mogelijk?

Er zijn nog 19 antwoorden mogelijk, de waarden 1680, 1681, ..., 1698.

c Hoe kun je nu bepalen welke van deze antwoorden het juiste is?

Door een tabel te maken waarin je de kosten met meer decimalen berekent.

d Laat zien hoe dit met een tabel door inklemmen kan.

Je maakt eerst een tabel van duizendtallen voor het aantal kopieën. Daarmee beslis

je dat je verder zoekt tussen 1000 en 2000. Daartussen maak je een tabel met hon­

derdtallen en je beslist dat je verder zoekt tussen 1900 en 2000. Dan een tabel met

tientallen, enzovoorts.

Opgave 5

Bekijk de oplossing die in Voorbeeld 2 wordt gegeven.

a Waarom past de gegeven vergelijking bij het gestelde probleem?

Voor de school zijn de kosten per kopie 0,06 plus de maandelijkse kosten gedeeld door

het aantal kopieën. Voor een leerling zijn de kosten per kopie 0,15 euro. Als deze be­

dragen gelijk zijn komt de school uit de kosten.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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b Bij een vergelijking moeten de linkerkant en de rechterkant van het isgelijkteken dezelfde

waarde hebben. Leg uit hoe hieruit volgt dat
152
𝑎 = 0,09.

Aan beide zijden (balansmethode) 0,06 aftrekken.

c En hoe is hieruit afgeleid dat 𝑎 = 152
0,09?

Door te vergelijken met
6
2 = 3 geeft 2 = 6

3. Dat heet analogierekenen.

d Komt je antwoord overeen met het voorgaande voorbeeld? Vanaf hoeveel kopieën gaat de

school verdienen?

Ja, vanaf 1689 kopieën per maand.

Opgave 6

Los nu de volgende vergelijkingen op met behulp van analogierekenen:

a
600
𝑥 = 0,05

𝑥 = 600
0,05 = 1200

b 20 + 40
𝑔 = 23

Eerst maak je hiervan (balansmethode)
40
𝑔 = 3 en dan (analogierekenen) 𝑔 = 40

3 .

c
200−𝑥
20 = 0,4

Eerst (analogierekenen) 200 − 𝑥 = 20 ⋅ 0,4 = 8 en vervolgens 𝑥 = 192.

d
20

200−𝑥 = 0,4

Eerst (analogierekenen) 200 − 𝑥 = 20
0,4 = 50 en dus 𝑥 = 150.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&repo=m4a2015
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Verwerken

Opgave 7

De tarieven voor drinkwater verschillen nogal per regio:

• Regio A: € 78,00 per jaar en 1,30 euro per m3.

• Regio B: € 60,00 per jaar en 1,66 euro per m3.

De bedragen zijn inclusief belastingen.

a Stel een formule op voor de jaarlijkse kosten voor water in regio A.

𝐾 = 78+ 1,30𝑎

b Doe hetzelfde voor regio B.

𝐾 = 60+ 1,66𝑎

c Bij welk aantal kubieke meter is men in regio A duurder uit dan in regio B? En bij welk aantal

is juist regio B duurder?

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1>

78 + 1,30𝑎 = 60 + 1,66𝑎 oplossen, bijvoorbeeld met behulp van grafieken en tabellen.

Je vindt 𝑎 = 50.

Regio A is duurder bij minder dan 50 m3 en regio B is juist duurder bij meer dan 50 m3.

d De familie Geurts verbruikt gemiddeld 125 m3 water per jaar en woont in regio A. Zijn ze

goedkoper of duurder uit dan wanneer ze in regio B zouden wonen?

In regio A zijn hun kosten dan 𝐾 = 78+ 1,30 ⋅ 125 = 240,50 euro.

In regio B zijn hun kosten dan 𝐾 = 60+ 1,66 ⋅ 125 = 267,50 euro.

Ze zijn goedkoper uit.

Opgave 8

Los de volgende vergelijkingen op in twee decimalen nauwkeurig:

a 𝑥3 = 6 − 𝑥

Gebruik grafieken en tabellen. Je vindt 𝑥 ≈ 1,63.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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b
750
2𝑥+1 = 300

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

Analogierekenen werkt nu goed: 2𝑥 + 1 = 750
300 = 2,5 en dus is 𝑥 = 0,75.

c 2𝑥 = 12

Gebruik grafieken en tabellen. Je vindt 𝑥 ≈ 3,58.

d 2 − 1
𝑥 = 0,5

Dit gaat ook door slim rekenen:
1
𝑥 = 1,5 en dus 𝑥 = 1

1,5 =
2
3.

Opgave 9

Bekijk hoe je de vergelijkingen in de voorgaande opgave hebt opgelost.

In welke gevallen kon je het analogierekenen toepassen?

Bij b en d.

Opgave 10

Een winkel huurt een kopieerapparaat speciaal voor haar klanten. Dit kost maandelijks 180
euro en het maken van een kopie met dit apparaat kost de winkelier 6,5 cent. De klan­

ten betalen 10 cent per kopie. De winkelier wil weten hoeveel kopieën er moeten worden

gemaakt wil hij er niet bij inschieten.

a Welke vergelijking kun je nu opstellen om het probleem op te lossen?

Neem 𝑎 voor het aantal kopiën per maand en bijvoorbeeld 𝐾 voor de totale kosten per

maand. Je vindt dan 180 + 0,065𝑎 = 0,10𝑎.

b De winkelier schat dat hij vanaf 6000 kopieën per maand uit de kosten komt. Klopt dit met

de vergelijking die je hebt gevonden?

Ja, zijn inkomsten zijn dan 600 en de kosten 570 euro. Maar waarschijnlijk komt hij al

bij een kleiner aantal kopieën uit de kosten.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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c Kun je een nauwkeuriger oplossing vinden met behulp van de vergelijking?

Ja, je vindt 𝑥 ≈ 5143.

Opgave 11

De afstand Apeldoorn - Deventer is via de snelweg 16 km. Hoe sneller je rijdt, hoe korter je

over die 16 km doet. Onderweg gebruik je 5 minuten om brandstof te tanken. Je doet over

deze rit 14 minuten, hoeveel is de gemiddelde snelheid?

Dit kun je met een vergelijking oplossen:
16
𝑣 + 5

60 =
14
60 als 𝑣 de snelheid in km/uur is.

Dit geeft:
16
𝑣 = 9

60 = 0,15 en dus 𝑣 = 16
0,15 ≈ 107 km/uur.

Toepassen

In gevallen van vergelijkingen met exponentiële groei is op dit moment het inklemmen nog

onvermijdelijk.

De NOS liet op 15 november 2022 deze grafiek over de groei van de wereldbevolking zien.

In 1999 bereikte de bevolking de 6 miljard, in 2011 de 7 miljard mensen. Toen nam de

wereldbevolking nog toen met 1,3% per jaar.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&repo=m4a2015


REKENEN EN ALGEBRA � VERGELIJKINGEN � BASISHANDELINGEN

154 WIKKEN EN WEGEN MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE

Opgave 12: Wereldbevolking

Bekijk het verhaal van het verloop van de wereldbevolking hierboven.

a Controleer de toename van 1,3% per jaar met de gegevens voor 1999 en 2011.

In 1999 waren er ongeveer 6 mld mensen en in 2011 ongeveer 7 mld. Als de groei van

1,3% per jaar klopt, dan moet 6 ⋅ 1,01312 ≈ 7 en dat klopt wel ongeveer.

b Ga na of de wereldbevolking met dit groeipercentage in november 2022 de 8 miljard zou

halen.

Kun je iets zeggen over het groeipercentage op dit moment?

7⋅1,01310 ≈ 7,97 en 7⋅1,01311 ≈ 8,07mld, dus dat zijn gelukt met dit groeipercentage,

maar wel wat eerder dan november. Kennelijk is het groeipercentage iets minder

geworden.

c Maak jij nog mee dat de 10 miljardste mens op Aarde mag worden begroet?

Om te weten op welk moment de 10 mld wordt bereikt kun je bijvoorbeeld oplossen:

7 ⋅ 1,013𝑡 = 10. Met inklemmen vind je 𝑡 ≈ 27,6 jaar en dat zou je dus best kunnen

meemaken.

Maar als het groeipercentage minder wordt, kan het ook nog wel even duren.

d Welke onderbouwde kritiek kun je op deze berekeningen hebben?

Om te beginnen weet niemand precies hoeveel mensen er op Aarde wonen (in veel

gebieden zijn gebrekkige bevolkingsgegevens voor handen). En ten tweede is het erg

onzeker of de groei zo zal doorgaan (er moeten dan voldoende bestaansmiddelen voor­

handen zijn).

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re21&repo=m4a2015
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3.2 Terugrekenen

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2

Verkennen

Opgave V1

Laat een medeleerling een begingetal in gedachten nemen zonder het je te vertellen. Laat

hem nu de volgende berekeningen doen:

• Doe het begingetal maal 2. Onthoud de uitkomst.

• Tel bij de uitkomst 6 op. Onthoud het resultaat.

• Haal van het resultaat van de vorige berekening 12 af. Onthoud weer het resultaat.

• Deel het resultaat door 6.

Als je nu het eindresultaat te horen krijgt, weet je zijn begingetal?

a Hoe kun je het begingetal vinden als je het eindresultaat van deze berekeningen hoort?

Het begingetal is altijd 1 minder dan het eindresultaat.

b Leg uit hoe dit werkt.

Noem het begingetal 𝑥.

Je medeleerling maakt daarvan:

𝑥 → 2𝑥 → 2𝑥+ 6 → 6𝑥+ 18 → 6𝑥+ 6 → 𝑥+ 1.

Opgave V2

Gegeven is de vergelijking 2𝑥 + 5 = 11.

a Je ziet hier een bijpassend rekenschema. Maak er een terugrekenschema bij.

x 2x 2x + 5 2x + 5

11

Zie figuur.

/ 2x 2x − 5 2x + 5

11

b Gebruik dit terugrekenschema om de vergelijking op te lossen.

𝑥 = (11 − 5) ⁄2 = 3.



REKENEN EN ALGEBRA � VERGELIJKINGEN � TERUGREKENEN

156 WIKKEN EN WEGEN MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE

c Maak zelf een rekenschema en een terugrekenschema bij 2(𝑥 + 5) = 11 en los zo deze

vergelijking op.

Je vindt door terugrekenen: 𝑥 = 11⁄2 − 5 = 0,5.

Theorie

Opgave 1

Bekijk in de Uitleg het rekenschema voor de vergelijking 3𝑥 + 5 = 20.

a Waarom is 𝑥 →
+5 

... →
×3 
20 geen juist rekenschema?

Omdat vermenigvuldigen voor optellen gaat.

b Bij welke vergelijking is dit wel een juist rekenschema? Welke oplossing heeft die vergelij­

king?

3(𝑥 + 5) = 20 met oplossing 𝑥 = 20⁄3 − 5 = 123.

c Waarom heeft het bij de vergelijking 3𝑥+5 = 2𝑥 geen zin om een rekenschema te maken?

Omdat hier de variabele 𝑥 aan beide zijden van het antwoord voorkomt.

d Waarom heeft het bij de vergelijking 𝑥+ 1
𝑥 = 2 geen zin om een rekenschema maken?

Een rekenschema maken heeft alleen zin als je op de variabele achtereenvolgens be­

werkingen met getallen uitvoert, want alleen dan kun je terugrekenen. Bij deze verge­

lijking moet je de variabele twee keer invoeren.

Opgave 2

Je wilt de vergelijking 2(𝑥 − 5) + 3 = 16 oplossen.

a Doe dit met behulp van terugrekenen en zonder eerst de haakjes uit te werken.

𝑥 = (16 − 3) ⁄2 + 5 = 11,5

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re22&repo=m4a2015
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b Je kunt ook eerst de haakjes uitwerken en dan terugrekenen. Laat zien dat je dan hetzelfde

antwoord krijgt.

Haakjes uitwerken geeft 2𝑥 − 10 + 3 = 16 en dus 2𝑥 − 7 = 16.

De oplossing wordt in dit geval 𝑥 = (16 + 7) ⁄2 = 11,5.

Opgave 3

Je wilt de vergelijking 0,5(𝑥 − 1)2 = 8 oplossen.

a Maak hierbij een passend rekenschema.

𝑥 →
−1
... →→→→→→

(...)2

... →→→→→
×0,5

8

b Bij het maken van een terugrekenschema moet je vanuit een kwadraat terugrekenen. Hoe

doe je dat? En waar moet je dan om denken?

Dat doe je door worteltrekken. En je krijgt twee mogelijke antwoorden.

c Los de vergelijking op met behulp van terugrekenen.

Maak een terugrekenschema. Je vindt 𝑥 = √8⁄0,5 + 1 = 5 en/of 𝑥 = -√8⁄0,5 + 1 = -3.

Opgave 4

Gegeven is de vergelijking 3𝑥2 + 2 = 17.

a Maak bij deze vergelijking een rekenschema.

𝑥 →
...2
... →

×3
... →

+2
17

b Hieronder zie je een terugrekenschema dat iemand bij deze vergelijking heeft gemaakt.

Wat is er fout aan? Maak zelf het juiste terugrekenschema.

17 →
−2 

... →
√... 

... →
⁄3 
𝑥

De laatste twee stappen zijn verwisseld. Het juiste terugrekenschema is:

17 →
−2
... →

⁄3
... →

√...
𝑥

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re22&repo=m4a2015
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c Schrijf nu de oplossing van deze vergelijking op.

𝑥 = ±√17−23 = ±√5

Opgave 5

Gegeven is de vergelijking 3(𝑥2 + 2) = 15.

a Maak bij deze vergelijking een rekenschema.

𝑥 →
...2
... →

+2
... →

×3
15

b Maak een terugrekenschema.

15 →
⁄3
... →

−2
... →

√...
𝑥

c Schrijf nu de oplossing van deze vergelijking op.

𝑥 = ±√173 − 2 = ±√3

Opgave 6

Bekijk de vergelijking 𝑥2 + 8𝑥 = 10.

a Waarom kun je deze vergelijking zo niet oplossen met behulp van terugrekenen?

De onbekende 𝑥 komt aan de linkerzijde van het isgelijkteken op twee plaatsen voor

en zou voor een rekenschema twee keer moeten worden ingevoerd. Er is dan geen

terugrekenschema te maken.

b Door een kwadraat af te splitsen kun je deze vergelijking schrijven als (𝑥 + 4)2 = 26. Laat

dat zien.

Gebruik 𝑥2 + 8𝑥 = (𝑥 + 4)2 − 16. Maak er eventueel een tekening bij van een vierkant

van 𝑥+ 4 bij 𝑥+ 4 dat je op de goede manier verdeelt.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re22&repo=m4a2015
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c Door de vergelijking te herleiden naar de vorm bij b kun je hem wel oplossen door terugre­

kenen. Laat zien hoe en geef de oplossing.

Maak een rekenschema en een terugrekenschema. De oplossing wordt 𝑥 = -4 ± √26.

Opgave 7

Bekijk de vergelijking 0,5𝑥3 + 2 = 8 uit Voorbeeld 2.

a Maak bij deze vergelijking een rekenschema.

𝑥 →
...3
... →→→→→

×0,5
... →

+2
8

b Maak een bijpassend terugrekenschema en schrijf de oplossing op.

Terugrekenschema: 8 →
−2
... →→→→

⁄0,5
... →

3√...
𝑥.

Oplossing: 𝑥 = 3√8−20,5 =
3√12.

Opgave 8

Bekijk de vergelijking √2𝑥 − 3 = 5 uit Voorbeeld 2.

a Maak bij deze vergelijking een rekenschema.

𝑥 →
×2
... →

−3
... →

√...
5

b Maak een bijpassend terugrekenschema en schrijf de oplossing op.

Terugrekenschema: 5 →
...2
... →

+3
... →

⁄2
𝑥.

Oplossing: 𝑥 = 52+3
2 = 14.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re22&repo=m4a2015
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Opgave 9

De vergelijking 0,5𝑥3+2𝑥 = 8 uit Voorbeeld 2 kun je niet oplossen met behulp van terug­

rekenen.

a Vul deze tabel voor 𝑦 = 0,5𝑥3 + 2𝑥 in.

𝑥 -2 -1 0 1 2 3

𝑦

𝑥 -2 -1 0 1 2 3

𝑦 -8 -2,5 0 2,5 8 19,5

b Kun je nu uit de tabel de oplossing van deze vergelijking aflezen?

Dat lijkt wel zo. Namelijk als 𝑥 = 2 komt er aan de linkerzijde van de vergelijking 8 uit

en dat is hetzelfde als het getal aan de rechterzijde.

Je mag echter alleen concluderen dat 𝑥 = 2 een waarde van de oplossing is. Of dit

de complete oplossing is weet je nog niet, misschien zijn er wel meer 𝑥-waarden die

voldoen.

Verwerken

Opgave 10

Los de volgende vergelijkingen op met behulp van terugrekenen. Schrijf de antwoorden van

de vergelijking exact op. Niet afronden dus!

a 5(𝑥 − 3) = -3

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1. Maak zelf als je dat nodig vindt eerst een reken­

schema en dan een terugrekenschema.

𝑥 = -3
5 + 3 = 2,4

b 2(𝑥 − 3)2 = 50

𝑥 = ±√502 + 3 geeft 𝑥 = -2 en/of 𝑥 = 8.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re22&repo=m4a2015
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c -0,2(-0,2𝑥 − 0,2) = -0,2

𝑥 = (-0,2
-0,2 + 0,2) ⁄-0,2 = -6

d 2(𝑥 − 5)3 = 31,25

𝑥 = 3√31,252 + 5 = 7,5

Opgave 11

Los de volgende vergelijkingen op. Kies zelf de handigste manier van werken.

a 4√𝑥 − 2 = 2

Bekijk eventueel eerst in Voorbeeld 2 wanneer je kunt terugrekenen.

𝑥 = (24)
2
+ 2 = 2,25

b 4√𝑥 − 2 = 2

𝑥 = (2+24 )
2
= 1

c
2

𝑥2−1 = 1

Analogierekenen geeft: 𝑥2 − 1 = 2.

Hieruit volgt door terugrekenen: 𝑥 = ±√3.

d √(𝑥 + 2)2 − 1 = 0

𝑥 = -1 en/of 𝑥 = -3

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re22&repo=m4a2015
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Opgave 12

Janet lost de vergelijking 2(𝑥 − 1)2 = 50 zo op:

• Rekenschema: 𝑥 →
−1 

... →→→→→→
(...)2 

... →
×2 
50

• Terugrekenschema: 50 →
⁄2 
... →

√... 
... →

+1 
𝑥

Dus het antwoord is 𝑥 = 6. Bij controle blijkt dit antwoord ook te kloppen.

Leg uit wat er fout gaat en verbeter haar uitwerking.

Ze vergeet dat er bij terugrekenen vanuit een kwadraat twee mogelijkheden zijn. Het

tweede deel van de oplossing is 𝑥 = -√50/2 + 1 = -4. Controleer dat ook dit antwoord

klopt door het in de vergelijking in te vullen.

Opgave 13

Het Empire State Building is 381m hoog vanaf de begane grond tot

het topje van het gebouw. Iemand laat vanuit een raam op 371 m

hoogte een steentje naar beneden vallen. De hoogte ℎ in m boven

de grond van dit steentje is afhankelijk van de valtijd 𝑡 in seconden.

Er geldt (als er geen luchtweerstand zou zijn): ℎ = 371 − 4,9𝑡2.

Op 𝑡 = 0 wordt het steentje losgelaten.

a Na hoeveel seconden landt het steentje op de grond? Geef je ant­

woord in twee decimalen nauwkeurig.

Los op 371 − 4,9𝑡2 = 0. Je vindt 𝑡 ≈ 8,70 seconden.

Voor de snelheid van het steentje geldt 𝑣 = 9,8𝑡, met 𝑣 in m/s.

b Met welke snelheid landt dit steentje? Geef het antwoord in km/uur in één decimaal nauw­

keurig.

𝑣 ≈ 85,27 m/s en dat is ongeveer 307,0 km/uur.
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Opgave 14

Een vierkant papiertje van 10 bij 10 cm wordt tot een rechthoek gemaakt door er een vier­

kantje uit te knippen en het dan diagonaal door te knippen. Zie figuur.

De oppervlakte van de rechthoek is 60 cm2. Hoe groot moet het uitgeknipte vierkantje zijn?

Geef je antwoord in mm nauwkeurig.

Als je de zijden van dit vierkantje 𝑥 noemt, geldt: 100−𝑥2 = 60. En dit geeft 𝑥 = √40 ≈
6,3 cm. (De negatieve waarde in de oplossing van de vergelijking vervalt.)

Het vierkantje dat je uitknipt moet ongeveer 6,3 bij 6,3 cm zijn.

Toepassen

Getallenraadsels zijn altijd weer aardig. Hier zie je er ééntje:

Bedenk een getal zonder het me te vertellen. Vermenigvuldig het getal met 4. Tel bij het

antwoord 20 op. Trek van de uitkomst twee keer het getal waarmee je begon af. Neem nu

de helft van wat je hebt gevonden. Als je me de uitkomst vertelt, weet ik je begingetal.

De vraag is natuurlijk: Hoe kan dat?

Opgave 15: Getallenraadsels (1)

a Kies een aantal van die geheime getallen. Wat is telkens de uitkomst van het getallenraad­

sel?

10 meer dan het geheime getal.

b Neem 𝑔 voor het geheime getal. Wat is dan de uitkomst van het getallenraadsel?

Je doet (𝑔 ⋅ 4 + 20 − 2 ⋅ 𝑔)/2 = (2𝑔 + 20)/2 = 𝑔+ 10.

Dus 𝑢 = 𝑔+ 10.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re22&repo=m4a2015
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c Hoe kun je dus gemakkelijk het getal raden?

Het getal is 𝑔 = 𝑢− 10.

Opgave 16: Getallenraadsels (2)

Neem een getal in gedachten en tel er 2 bij op. Vermenigvuldig de uitkomst met 4 en deel

dan door 2. Haal nu twee maal jouw getal er weer van af. De uitkomst is altijd 4.

a Laat met een rekenschema zien hoe dat komt.

Rekenschema: 𝑔→
+2
...→

×4
...→

⁄2
... →→→→→

−2𝑔
(𝑔 + 2) ⋅ 4/2 − 2𝑔 = 2𝑔+ 4 − 2𝑔 = 4.

b Maak zelf zo'n getallenraadsel.

Eigen antwoord.

Opgave 17: Getallenraadsels (3)

Mascha wil graag weten wanneer haar vriendin Jodka jarig is. Ze geeft haar het volgende

raadsel op:

Schrijf het nummer op van de maand waarin je jarig bent, maar laat het me niet zien.

Vermenigvuldig dit getal met 5. Tel er 6 bij op en vermenigvuldig het resultaat met 4. Tel

er 1 bij op en vermenigvuldig de uitkomst met 5. Tel daar tenslotte het nummer van de

dag bij waarop je jarig bent en trek er nog 125 van af. Als je mij nu de einduitkomst vertelt,

weet ik op welke datum je jarig bent.

Laat met een rekenschema zien hoe dat komt.

Als je jarig bent in maand 𝑚 en op dag 𝑑, dan gebeurt er dit:

𝑚→ 5𝑚→ 5𝑚+6 → 20𝑚+24 → 20𝑚+25 → 100𝑚+125 → 100𝑚+125+𝑑 → 100𝑚+𝑑

Ben je bijvoorbeeld op 19 december jarig, dan komt er zo 1219 uit. De eerste twee

cijfers geven de maand weer en de laatste twee de dag.
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3.3 De balansmethode

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2Voorbeeld 3

Verkennen

Opgave V1

De titel van dit onderdeel is balansmethode.

a Wat is een balans? Wat is het verschil met een weegschaal?

Een balans is een apparaat om een gewicht te meten door twee schalen in evenwicht te

brengen. Je legt het gewicht op de linker schaal en maakt evenwicht door op de rechter

schaal voldoende standaardgewichten te plaatsen. Door te kijken hoeveel standaard­

gewichten er nodig zijn bepaal je het gewicht van dat voorwerp.

Een weegschaal hoeft niet over twee schaaltjes te beschikken, maar kan ook werken

met een veer die wordt ingedrukt.

b Wat heeft dit te maken met vergelijkingen?

Als je bij een vergelijking aan de linkerzijde en de rechterzijde van het isgelijkteken

hetzelfde optelt, aftrekt dan blijft het evenwicht bewaard. Hetzelfde geldt voor links

en rechts met hetzelfde (uitgezonderd het getal 0) vermenigvuldigen of door hetzelfde

delen.

Opgave V2

Stel je eens voor dat je een aantal blikjes voor je hebt liggen met een onbekend gewicht

𝑔. Je geeft een vriend van jou twee blikjes en 21 losse gewichtjes van 1 gram. Zelf pak je

zes blikjes en 5 losse gewichtjes van 1 gram. Als je dit op een balans legt, merk je dat die

evenwicht is.

Hoe kun je nu te weten komen hoeveel gram een blikje weegt?

Links ligt 2𝑔 + 21 gram.

Rechts ligt 6𝑔 + 5 gram.

Er geldt dus 2𝑔 + 21 = 6𝑔+ 5.

Dit los je op door aan beide zijden 2 blikjes weg te halen. Je krijgt 21 = 4𝑔+5. Dan haal

je een beide zijden 5 gram weg: 16 = 4𝑔. Dus 𝑔 = 16⁄4 = 4.
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Theorie

Opgave 1

Bekijk de Uitleg. Je ziet een balans in evenwicht.

a Op welke schaal liggen jouw blikjes en gewichten?

Op de rechter schaal.

b Bekijk de uitwerking. Wat betekent de eerste stap voor de weegschaal?

Je haalt links en rechts 5 gram weg.

c Bekijk de uitwerking. Wat betekent de tweede stap voor de weegschaal?

Je haalt links en rechts 2𝑔 gram weg.

d Waarom wordt in de laatste stap 16 door 4 gedeeld en niet 4 door 16?

Omdat 4 blikjes samen 16 gram wegen.

Opgave 2

Nu heeft je vriend 6 blikjes en 2 losse gewichtjes van 1 gram. Zelf heb je één blikje en 12
losse gewichtjes van 1 gram.

Breng nu zelf het oplossen in beeld.

Dat gaat zo:

6𝑔 + 2 = 𝑔+ 12
6𝑔 = 𝑔+ 10
5𝑔 = 10
𝑔 = 10⁄5 = 2

beide zijden −2

beide zijden −𝑔

beide zijden ⁄5
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Opgave 3

De balansmethode kun je ook toepassen als het niet over gewichten en een echte balans

gaat. Je kunt altijd links en rechts van het isgelijkteken hetzelfde optellen en aftrekken en

met hetzelfde (behalve 0) vermenigvuldigen of door hetzelfde (behalve 0) delen.

Los de volgende vergelijkingen op.

a 5𝑔 + 6 = 3𝑔+ 9

Dat gaat zo:

5𝑔 + 6 = 3𝑔+ 9
5𝑔 = 3𝑔+ 3
2𝑔 = 3
𝑔 = 3⁄2 = 1,5

beide zijden −6

beide zijden −3𝑔

beide zijden ⁄2

b 5𝑔 + 6 = 8𝑔− 18

Dat gaat zo:

5𝑔 + 6 = 8𝑔− 18
5𝑔 = 8𝑔− 24

-3𝑔 = -24
𝑔 = -24⁄-3 = 8

beide zijden −6

beide zijden −8𝑔

beide zijden ⁄-3

c -2,5𝑔 + 14 = 8𝑔− 19

Dat gaat zo:

-2,5𝑔 + 14 = 8𝑔− 19
-2,5𝑔 = 8𝑔− 33

-10,5𝑔 = -33
𝑔 = -33⁄-10,5 = 22

7

beide zijden −14

beide zijden −8𝑔

beide zijden ⁄-10,5

d -2,5𝑔 − 19 = 8𝑔− 14

Dat gaat zo:

-2,5𝑔 − 19 = 8𝑔− 14
-2,5𝑔 = 8𝑔+ 5

-10,5𝑔 = 5
𝑔 = 5⁄-10,5 = -

10
21

beide zijden +19

beide zijden −8𝑔

beide zijden ⁄-10,5
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Opgave 4

Bekijk in Voorbeeld 1 de oplossing van de gegeven vergelijking.

a Waarom wordt er niet gebruik gemaakt van terugrekenen?

Omdat de onbekende 𝑥 zowel links als rechts van het isgelijkteken voorkomt.

b Waarom wordt er in de eerste stap met 6 vermenigvuldigd?

Je wilt alle breuken in één klap laten verdwijnen. Je vermenigvuldigt daarom met het

KGV van 2, 3 en 6, de noemers van de breuken.

c Vul de gevonden oplossing in het linkerdeel van de vergelijking in en bereken het antwoord.

Doe dit ook bij het rechterdeel van de vergelijking. Wat valt je op?

In beide gevallen komt er hetzelfde uit, namelijk
23
62. (Je moet met breuken rekenen,

anders kun je de antwoorden nooit eerlijk vergelijken.)

d Hoe kun je in het algemeen je oplossing controleren?

Door alle gevonden waarden voor de variabele links en rechts van het isgelijkteken te

substitueren. Je moet dan twee keer dezelfde uitkomst krijgen.

Opgave 5

Los de volgende vergelijkingen algebraïsch op:

a 7𝑥 − 15 = 4𝑥− 3

Dat gaat zo:

7𝑥 − 15 = 4𝑥− 3
7𝑥 = 4𝑥+ 12
3𝑥 = 12
𝑥 = 12⁄3 = 4

beide zijden +15

beide zijden −4𝑥

beide zijden ⁄3

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015
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b 0,7 − 0,2𝑥 = 1 − 0,6𝑥

Dat gaat zo:

0,7 − 0,2𝑥 = 1 − 0,6𝑥
7 − 2𝑥 = 10 − 6𝑥
7 + 4𝑥 = 10

4𝑥 = 3
𝑥 = 3⁄4 = 0,75

beide zijden ×10

beide zijden +6𝑥

beide zijden −7𝑥

beide zijden ⁄4

c
1
5𝑥 + 2 = 0,3𝑥 − 3

Dat gaat zo:

1
5𝑥 + 2 = 0,3𝑥 − 3

2𝑥 + 20 = 3𝑥− 30
2𝑥 = 3𝑥− 50
-𝑥 = -50
𝑥 = -50⁄-1 = 50

beide zijden ×10

beide zijden −20

beide zijden −3𝑥

beide zijden ⁄31

d
1
3𝑥 − 1 =

𝑥+4
5

Dat gaat zo:

1
3𝑥 − 1 = 𝑥+4

5
5𝑥 − 15 = 3𝑥+ 12

5𝑥 = 3𝑥+ 27
2𝑥 = 27
𝑥 = 27⁄2 = 13,5

beide zijden ×15

beide zijden +15

beide zijden −3𝑥

beide zijden ⁄2

Opgave 6

Bekijk in Voorbeeld 2 de gegeven vergelijking.

a Werk de haakjes uit en los zo eerst zelf de vergelijking algebraïsch op zonder naar de op­

lossing te kijken.

Doen.
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https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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b Controleer je antwoord door substitutie.

Doen.

c Vergelijk je manier van oplossen met die in het voorbeeld. Heb je precies hetzelfde gedaan?

Je hoeft niet precies hetzelfde te hebben gedaan om toch een goede oplossing te heb­

ben.

Opgave 7

Los de volgende vergelijkingen algebraïsch op:

a 5(𝑥 + 2) = 2𝑥 + 15

Dat gaat zo:

5(𝑥 + 2) = 2𝑥 + 15
5𝑥 + 10 = 2𝑥− 15

5𝑥 = 2𝑥+ 5
3𝑥 = 5
𝑥 = 5⁄3 = 5

3

haakjes uitwerken

beide zijden −10

beide zijden −2𝑥

beide zijden ⁄31

b
𝑥−3
4 = 𝑥−5

2

Dat gaat zo:

𝑥−3
4 = 𝑥−5

2
𝑥 − 3 = 2(𝑥 − 5)
𝑥 − 3 = 2𝑥− 10

𝑥 = 2𝑥− 7
-𝑥 = -7
𝑥 = -7⁄-1 = 7

beide zijden ×4

haakjes uitwerken

beide zijden +3

beide zijden −2𝑥

beide zijden ⁄-1

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015
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c
2
5𝑥 + 1 =

1
3(𝑥 + 5)

Dat gaat zo:

2
5𝑥 + 1 = 1

3(𝑥 + 5)

6𝑥 + 15 = 5(𝑥 + 5)
6𝑥 + 15 = 5𝑥+ 25

6𝑥 = 5𝑥+ 10
𝑥 = 10

beide zijden ×15

haakjes uitwerken

beide zijden −15

beide zijden −5𝑥

d 1 − 2
3𝑝 =

1
7(2 − 𝑝)

Dat gaat zo:

1 − 2
3𝑝 = 1

7(2 − 𝑝)

21 − 14𝑝 = 3(2 − 𝑝)
21 − 14𝑝 = 6 − 3𝑝

21 = 6 + 11𝑝
15 = 11𝑝
𝑝 = 15⁄11 = 15

11

beide zijden ×21

haakjes uitwerken

beide zijden +14𝑝

beide zijden −6𝑥

beide zijden ⁄11

e 𝑥− 1
4(𝑥 + 3) +

3
4 = 0

Dat gaat zo:

𝑥− 1
4(𝑥 + 3) +

3
4 = 0

4𝑥 − (𝑥 + 3) + 3 = 0
3𝑥 = 0
𝑥 = 0⁄3 = 0

beide zijden ×4

haakjes uitwerken en samennemen

beide zijden ⁄3

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015
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Opgave 8

Bij het oplossen van vergelijkingen kun je bijzondere gevallen tegenkomen. Soms heeft een

vergelijking helemaal geen oplossing en soms heeft hij juist oneindig veel oplossingen. In dat

laatste geval kun je voor de onbekende elk denkbare getal invullen, altijd krijg je aan beide

zijden van het isgelijkteken hetzelfde. Hier tref je een paar voorbeelden van vergelijkingen

aan waar je dit tegenkomt. Probeer ze algebraïsch op te lossen.

a 2(𝑥 + 4) = 𝑥 − (4 − 𝑥)

Eerst haakjes uitwerken geeft 2𝑥 + 8 = 𝑥− 4 + 𝑥 en dus 2𝑥 + 8 = 2𝑥 − 4. Als je nu aan

beide zijden 2𝑥 aftrekt, dan vind je 8 = -4 en dat klopt niet. Deze vergelijking heeft

geen oplossingen.

b 2(𝑥 − 2) = 𝑥 − (4 − 𝑥)

Eerst haakjes uitwerken geeft 2𝑥−4 = 𝑥−4+𝑥 en dus 2𝑥−4 = 2𝑥−4. Nu staat aan beide

zijden precies hetzelfde. Welke getal je nu voor 𝑥 kiest, altijd krijg je links en rechts van

het isgelijkteken hetzelfde. Deze vergelijking heeft oneindig veel oplossingen: elk reëel

getal is oplossing van deze vergelijking.

Opgave 9

Bekijk in Voorbeeld 3 de gegeven vergelijking.

a Los eerst zelf de vergelijking algebraïsch op zonder naar de oplossing te kijken.

Doen.

b Heb je gewerkt met terugrekenen of met de balansmethode? Als je hebt gewerkt met te­

rugrekenen bekijk dan de oplossing die in het voorbeeld wordt gegeven nog eens goed.

Eigen antwoord.

c Bij de stap ‘terugrekenen vanuit een kwadraat (beide zijden worteltrekken)’ is meer aan de

hand dan gewoon de balansmethode toepassen. Waar moet je rekening mee houden?

Dat er bij terugrekenen vanuit een kwadraat vaak twee waarden mogelijk zijn.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=3
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d Controleer je oplossing door substitutie.

Bijvoorbeeld 𝑥 = 3+√120 geeft: 0,5(3 + √120 − 3)
2
−10 = 0,5√120

2
−10 = 0,5 ⋅120−

10 = 50.

Opgave 10

Los de volgende vergelijkingen algebraïsch op:

a 5(𝑥 + 10)2 + 50 = 70

Dat gaat zo:

5(𝑥 + 10)2 + 50 = 70
5(𝑥 + 10)2 = 20
(𝑥 + 10)2 = 4

𝑥 + 10 = ±√4 = ±2
𝑥 = ±2− 10

beide zijden −50

beide zijden ⁄5

terugrekenen vanuit een kwadraat

beide zijden −10

De oplossing is daarom 𝑥 = -12 en/of 𝑥 = -8.

b 10 − 𝑥2 = 3𝑥2

Dat gaat zo:

10 − 𝑥2 = 3𝑥2

10 = 4𝑥2

𝑥2 = 2,5
𝑥 = ±√2,5

beide zijden +𝑥2

beide zijden ⁄4

terugrekenen vanuit een kwadraat

c (𝑥 − 1)2 = 𝑥2

Een manier is:

(𝑥 − 1)2 = 𝑥2

𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 𝑥2

-2𝑥 + 1 = 0
-2𝑥 = 1
𝑥 = -0,5

haakjes uitwerken

beide zijden −𝑥2

beide zijden −1

beide zijden ⁄-2

Maar je kunt ook anders te werk gaan:

Eerst worteltrekken aan beide zijden geeft 𝑥 − 1 = 𝑥 en/of 𝑥 − 1 = -𝑥. De eerste ver­

gelijking heeft geen oplossingen. De tweede vergelijking kun je gemakkelijk met de

balansmethode oplossen. Ga na dat je zo hetzelfde vindt.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015
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Verwerken

Opgave 11

Los de volgende vergelijkingen algebraïsch op. Geef exacte antwoorden en controleer ze

door substitutie.

a 3𝑥 − 7 = -𝑥+ 10

Bekijk eventueel eerst de Uitleg en Voorbeeld 1.

Je krijgt 4𝑥 = 17 en dus 𝑥 = 17
4 .

b 5𝑥 − 4 = 3(5 − 𝑥)

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

Haakjes wegwerken geeft 5𝑥 − 4 = 15 − 3𝑥 en daaruit volgt 8𝑥 = 19 en 𝑥 = 19
8 .

c 0,2𝑥 + 10 = 310

Terugrekenen geeft 𝑥 = 1500.

d 4(5 − 3
4𝑥) + 5𝑥 = -𝑥+ 10

Haakjes uitwerken geeft 20 + 2𝑥 = -𝑥+ 10 zodat 3𝑥 = -10 en 𝑥 = -
10
3 .

e 5𝑥 − (3 − 2𝑥) = 11

Haakjes uitwerken geeft 7𝑥 − 3 = 11 en 𝑥 = 2.

f
5−𝑥
3 = -

1
2(𝑥 + 6)

Eerst links en recht met 6 vermenigvuldigen geeft 10 − 2𝑥 = -3(𝑥 + 6), dus 10 − 2𝑥 =
3𝑥+ 18. Hieruit volgt -5𝑥 = 8 en 𝑥 = -1,6.

g 6 − 2(𝑥 − 5)2 = 2

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 3.

Je vindt (𝑥 − 5)2 = 2 en dus 𝑥 = 5 ± √2.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=3
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h (𝑥 − 5)2 = 5 + 𝑥2

Haakjes uitwerken geeft 𝑥2 − 10𝑥 + 25 = 5 + 𝑥2 en dus 10𝑥 = 20 en 𝑥 = 2.

Opgave 12

Los de volgende vergelijkingen algebraïsch op. In een aantal gevallen zul je op bijzondere

situaties stuiten. Leg uit wat er dan aan de hand is.

a 1 − (𝑥 − 3) = 2(3𝑥 − 7)

Haakjes uitwerken geeft 4 − 𝑥 = 6𝑥− 14 en dus 7𝑥 = 18 en 𝑥 = 18
7 .

b 2𝑥 − 4 = 2(1 + 𝑥)

Haakjes uitwerken geeft 2𝑥−4 = 2+2𝑥 en daaruit volgt -4 = 2. Deze vergelijking heeft

geen oplossing.

c
3𝑥−5
2 = 0,25(2𝑥 − 10) + 𝑥

Beide zijden met 4 vermenigvuldigen geeft 6𝑥 − 10 = 6𝑥 − 10. Nu kun je voor 𝑥 elk

reëel getal invullen.

d 6 + 2(𝑥 − 2)2 = 4

Terugrekenen geeft (𝑥 − 2)2 = -1. Omdat -1 van geen enkel getal het kwadraat kan zijn

heeft deze vergelijking geen oplossingen.

e 6 − 2(𝑥 − 2)2 = 4

Terugrekenen geeft (𝑥 − 2)2 = 1 en dus 𝑥 = 2±1. Dus de oplossing is 𝑥 = 1 en/of 𝑥 = 3.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015
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Opgave 13

Oefen het oplossen van vergelijkingen met de balansmethode via het Practicum.

Je oefent jezelf met behulp van AlgebraKIT. Blijf oefenen tot je vrijwel geen fouten meer

maakt.

Oefen jezelf met AlgebraKIT. Daarin kun je ook de antwoorden bekijken en uitleg uit­

klappen.

Opgave 14

In rechthoekige driehoeken geldt de stelling van Pythagoras. Soms

zijn alle drie de zijden van een rechthoekige driehoek gehele getallen.

Zo is er bijvoorbeeld een rechthoekige driehoek met een rechthoeks­

zijde van 5 cm waarvan de twee andere zijden opeenvolgende gehele

getallen zijn.

a Laat zien dat dit klopt voor de rechthoekige driehoek die hiernaast is getekend.

52 + 122 = 132

De vraag is nu of dit de enige rechthoekige driehoek is met een rechthoekszijde van 5
waarvan de andere twee zijden opeenvolgende gehele getallen zijn. Om dit uit te zoeken

kun je met onbekende zijden en een vergelijking werken.

b Waarom kun je de lengtes van de twee onbekende zijden 𝑥 en 𝑥 + 1 noemen? Welke van

beide is de hypothenusa van de driehoek?

Omdat het twee opeenvolgende gehele getallen moeten zijn. De éne is onbekend, bij­

voorbeeld 𝑥 en de andere moet dan precies 1 meer zijn. De zijde met lengte 𝑥 + 1 is

de hypothenusa, want de langste zijde.

c Aan welke vergelijking moet 𝑥 voldoen?

𝑥2 + 52 = (𝑥 + 1)2

d Laat zien dat deze vergelijking alleen 𝑥 = 12 als oplossing heeft.

Haakjes uitwerken geeft 𝑥2+25 = 𝑥2+2𝑥+1 en dus 2𝑥+1 = 25. Inderdaad is daarvan

𝑥 = 12 de enige oplossing.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=extra
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Toepassen

A
p
p
le
t

Hier zie je hoe een brede weg zich splitst in twee smallere.

Om de mogelijkheid te hebben telkens precies één van die

drie wegen af te sluiten, worden drie draaibare hekken ge­

plaatst. De af te sluiten openingen zijn 4 m, 3 m en 2,5 m.

Met de rode punten kunnen de hekken worden gedraaid.

Ga na, dat dan telkens één weg kan worden afgesloten. Dit

komt omdat de breedtes van de hekken goed zijn berekend.

Daarbij kun je een vergelijking gebruiken...

Opgave 15: Hekkenprobleem

Bekijk het hekkenprobleem in Toepassen.

Gebruik de animatie om na te gaan dat elke weg is af te sluiten.

a Probeer eerst maar eens of je het gestelde probleem zelf kunt oplossen. Misschien kun je

het wel zonder een vergelijking...

Eigen antwoord.

b Stel nu bij het hekkenprobleem een passende vergelijking op.

Je kunt dit op verschilende manieren doen. Neem bijvoorbeeld voor de lengte van het

grootste hek 𝑥. Het middelste hek heeft dan lengte 4−𝑥. En het kleinste hek is 2,5−𝑥.

Deze twee hekken zijn samen 3 m, dus 4 − 𝑥+ 2,5 − 𝑥 = 3.

c Los je vergelijking en daarmee het probleem op.

4 − 𝑥+ 2,5 − 𝑥 = 3 geeft 6,5 − 2𝑥 = 3. Daaruit vind je 𝑥 = 1,75 m.

De hekken zijn 1,75 m, 2,25 m en 0,75 m. (Het middelste hek moet uiteindelijk het

grootst zijn.)

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015
https://math4all.pragma-pod.nl/resources/geogebra/hekkenprobleem.html
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Opgave 16: Leeftijdenprobleem

Joop en Myrthe zijn samen 91 jaar oud. Toen Joop even oud was als Myrthe nu is, was Myrthe

26 jaar.

Hoe oud zijn beiden nu?

Stel Joop's leeftijd nu op 𝑥 jaar, dan is Myrthe nu 91 − 𝑥. Toen Joop 91 − 𝑥 was, was

Myrthe 26 jaar.

Hun leeftijdsverschil is niet veranderd: 𝑥− (91 − 𝑥) = 91 − 𝑥− 26.

Dit geeft 𝑥 = 52.

Dus Joop is 52 en Myrthe is 39 jaar oud.

Opgave 17: Gebroken mast

De vlaggenmast 𝐴𝑇 is 10 m hoog. Bij een hevige storm is deze

mast geknakt. De top van de mast rust nu op de grond, 3 m van

het punt 𝐴. Het onderste deel van de mast staat nog loodrecht op

de grond. Zie de figuur hiernaast.

Op welke hoogte zit het breekpunt 𝐵?

Stel 𝐴𝐵 = 𝑥.

Dan is 𝐵𝑃 = 𝐵𝑇 = 10 − 𝑥.

Even Pythagoras opgraven: 32 + 𝑥2 = (10 − 𝑥)2.

Dit geeft 100 − 20𝑥 = 9 en dus 𝑥 = 91⁄20 = 4,55. Punt 𝐵 zit

4,55 m boven de grond.

Practicum

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het oplossen van vergelijkingen met de balans­

methode (of door terugrekenen). Je kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt

elke opgave zelf op papier.

Met ‘Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met krijg je een nieuwe opgave.

AlgebraKIT

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re23&repo=m4a2015&repo=m4a2015&item=extra
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3.4 Ontbinden in factoren

Uitleg 1Uitleg 2Theorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2Voorbeeld 3

Verkennen

Opgave V1

20 m

16 m

x m

x m

Hiernaast zie je een plaatje van een zwembad en een tegel­

pad getekend. De afmetingen van dit zwembad zijn 20 bij 16
meter. Het tegelpad is 𝑥 meter breed.

a Ga na dat de lengte van het zwembadterrein nu 20+2𝑥meter

is.

Doen.

b Hoeveel is dan de breedte?

16 + 2𝑥 meter.

c Welke formule vind je zo voor de oppervlakte 𝐴 van het hele zwembadterrein?

𝐴 = (20 + 2𝑥) (16 + 2𝑥) meter.

Het zwembadterrein heeft een totale oppervlakte van 480 m2. Hoe breed is het tegelpad?

d Welke vergelijking hoort er bij deze vraag?

(20 + 2𝑥) (16 + 2𝑥) = 480

e Hoe los je die vergelijking op?

Wellicht kun je dit nog niet algebraïsch, maar je zou met inklemmen kunnen werken.

En misschien kom je er met kwadraat afsplitsen uit...

De bruikbare oplossing is 𝑥 = 2.
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Opgave V2

Vul op de stippeltjes een getal in:

a 2 ⋅ ... = 0

2 ⋅ 0 = 0

b ... ⋅ 6 = 0

0 ⋅ 6 = 0

c ... ⋅ ... = 0

0 ⋅ 0 = 0

d ... ⋅ 0 = 0

Bijvoorbeeld 123456,789 ⋅ 0 = 0. (Elk getal kan worden ingevuld.)

e Wat weet je van twee getallen waarvan het product 0 is?

Je weet dan dat minstens één van deze getallen 0 is.

Theorie

Opgave 1

Bekijk in Uitleg 1 hoe je met ontbinden in factoren de vergelijking 3𝑥2 + 18𝑥 = 0 oplost.

a Leg uit hoe de ontbinding in zijn werk gaat.

3𝑥2 + 18𝑥 heeft 3𝑥 als ggd.

Daar kun je beide termen door delen en zo kun je schrijven: 3𝑥2 + 18𝑥 = 3𝑥 ⋅ (𝑥 + 6).

b Hoe kun je de ontbinding controleren?

Door in 3𝑥 ⋅ (𝑥 + 6) de haakjes weer uit te werken.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=1
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c Waarom helpt de ontbinding bij het oplossen van de vergelijking?

Als een product van twee getallen 0 is, dan is minstens één van die twee getallen 0.

Dus als 3𝑥 ⋅ (𝑥 + 6) = 0 dan moet 3𝑥 = 0 en/of 𝑥+6 = 0. En die twee vergelijkingen kun

je uit het hoofd oplossen!

d Los nu zelf de vergelijking 4𝑥2 − 12𝑥 = 0 op door ontbinden in factoren.

4𝑥2 − 12𝑥 = 4𝑥 ⋅ (𝑥 − 3), dus de vergelijking wordt 4𝑥 ⋅ (𝑥 − 3) = 0.

Dit betekent 4𝑥 = 0 ∨ 𝑥− 3 = 0 en de oplossing wordt 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 3.

e Je hebt nu twee getallen gevonden die de vergelijking bij d waar zouden moeten maken.

Laat door invullen zien dat dit ook inderdaad zo is.

Doen.

Opgave 2

Los de volgende vergelijkingen op.

a 𝑥2 + 4𝑥 = 0

Het is een tweeterm. De ggd van 𝑥2 en 4𝑥 is 𝑥. Dit kun je buiten haakjes halen. Je krijgt

𝑥 ⋅ (𝑥 + 4) = 0.

Dus 𝑥 = 0 ∨ 𝑥+ 4 = 0. De oplossing is 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = -4.

b 3𝑏 − 9𝑏2 = 0

Ontbinden geeft: 3𝑏(1 − 3𝑏) = 0.

Dus 3𝑏 = 0 ∨ 1 − 3𝑏 = 0.

Oplossing: 𝑏 = 0 ∨ 𝑏 = 1
3.

c 𝑐(-2𝑐 − 4) = 0

Geen haakjes wegwerken! Maak gebruik van de ontbinding!

Dus 𝑐 = 0 ∨ -2𝑐 − 4 = 0.

Oplossingen 𝑐 = 0 ∨ 𝑐 = -2.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&repo=m4a2015
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d 𝑑2 − 1
10𝑑 = 0

Ontbinden geeft 𝑑(𝑑 − 1
10) = 0.

Dus 𝑑 = 0∨𝑑− 1
10 = 0.

Oplossingen 𝑑 = 0∨𝑑 = 1
10.

Opgave 3

Bekijk Uitleg 2. Je wilt de drieterm 𝑥2 + 5𝑥 + 6 in factoren ontbinden.

a Welke twee gehele getallen hebben als product 6 en zijn opgeteld samen gelijk aan 5?

De getallen 2 en 3.

b Welke tabel kun je nu maken om de ontbinding te vinden? Welke ontbinding vind je?

Je vindt 𝑥2 + 5𝑥 + 6 = (𝑥 + 2) (𝑥 + 3).

c Los hiermee de vergelijking 𝑥2 + 5𝑥 + 6 = 0 op.

Door het ontbinden in factoren wordt de vergelijking (𝑥 + 2) (𝑥 + 3) = 0. En dit geeft

𝑥+ 2 = 0 ∨ 𝑥+ 3 = 0 en dus 𝑥 = -2 ∨ 𝑥 = -3.

d Controleer je oplossing door substitutie.

Vul eerst bijvoorbeeld 𝑥 = -2 in en laat zien dat die waarde voor 𝑥 de vergelijking waar

maakt. Doe dit daarna voor 𝑥 = -3.

Opgave 4

Je wilt de vergelijking 𝑥2 + 27𝑥 + 72 = 0 oplossen.

a Welke ontbinding heeft de drieterm: 𝑥2 + 27𝑥 + 72?

𝑥2 + 27𝑥 + 72 = (𝑥 + 3)(𝑥 + 24)

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=2


REKENEN EN ALGEBRA � VERGELIJKINGEN � ONTBINDEN IN FACTOREN

WISKUNDE EERSTE FASE VWO WIKKEN EN WEGEN 183

b Hoe los je nu met behulp van die ontbinding de gegeven vergelijking op?

𝑥2 + 27𝑥 + 72 = (𝑥 + 3)(𝑥 + 24) = 0 geeft 𝑥+ 3 = 0 ∨ 𝑥+ 24 = 0.

En dus krijg je 𝑥 = -3 ∨ 𝑥 = -24.

c Controleer door invullen dat beide 𝑥-waarden die je als oplossing hebt gevonden ook inder­

daad de vergelijking waar maken.

Doen, let goed op de mintekens.

Opgave 5

Bekijk Voorbeeld 1.

a Leg uit waarom het belangrijk is om de vergelijking eerst op 0 te herleiden en dan de uit­

drukking aan de linkerzijde van het isgelijkteken te ontbinden.

De tweeterm 5𝑥2−25𝑥 wordt door ontbinden een product van de factoren 5𝑥 en 𝑥−5.

Als zo'n product gelijk is aan 0 dan betekent dit dat de vergelijking kan worden gesplitst

in twee eenvoudiger vergelijkingen: 5𝑥 = 0 en/of 𝑥− 5 = 0.

b Leg uit hoe deze vergelijkingen worden opgelost.

5𝑥 = 0 geeft 𝑥 = 0 als je beide zijden door 5 deelt.

𝑥− 5 = 0 geeft 𝑥 = 5 als je aan beide zijden 5 optelt.

Opgave 6

Je wilt de vergelijking 3𝑥2 = 5𝑥 oplossen.

a Je gaat de vergelijking eerst op 0 herleiden en dan de linkerzijde ontbinden. Wat krijg je

dan?

𝑥 ⋅ (3𝑥 − 5) = 0

b Leg uit hoe de vergelijking wordt opgelost.

Door splitsen krijg je nu 𝑥 = 0 ∨ 3𝑥− 5 = 0. En dit geeft 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 5
3.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&repo=m4a2015
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Opgave 7

Bekijk Voorbeeld 2. Neem nu de vergelijking 𝑥2 − 14𝑥 + 45 = 0.

a Laat zien hoe je nu de linkerzijde kunt ontbinden in factoren.

Nu levert het getallenpaar −5 en -9 als som -14 en als product 45 op. De ontbinding

wordt (𝑥 − 5)(𝑥 − 9).

b Laat zien hoe je nu verder deze vergelijking oplost.

(𝑥 − 5)(𝑥 − 9) = 0 geeft 𝑥− 5 = 0 ∨ 𝑥− 9 = 0 en dus 𝑥 = 5 ∨ 𝑥 = 9.

c Controleer of de gevonden oplossingen de vergelijking ook inderdaad waar maken.

Vul in 𝑥 = 5 en controleer of beide zijden gelijk worden. Doe daarna hetzelfde met

𝑥 = 9.

Opgave 8

Los de volgende vergelijkingen op:

a 𝑥2 + 12𝑥 − 45 = 0

De ontbinding levert nu op (𝑥 + 15)(𝑥 − 3) = 0.

Dus is 𝑥+ 15 = 0 ∨ 𝑥− 3 = 0 zodat 𝑥 = -15 ∨ 𝑥 = 3.

b 𝑥2 − 12𝑥 − 45 = 0

De ontbinding levert nu op (𝑥 − 15)(𝑥 + 3) = 0.

Dus is 𝑥− 15 = 0 ∨ 𝑥+ 3 = 0 zodat 𝑥 = 15 ∨ 𝑥 = -3.

Opgave 9

Beantwoord de volgende vragen.

a Leg uit wat het verschil is tussen een tweeterm en een drieterm. Geef bij elk een voorbeeld.

Een tweeterm is een optelling (of aftrekking) van twee termen. Bijvoorbeeld 𝑥2 + 3𝑥.

Een drieterm is een optelling (of aftrekking) van drie termen. Bijvoorbeeld 𝑥2−8𝑥+16.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&repo=m4a2015
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b Leg uit hoe je een tweeterm kunt ontbinden. Geef hierbij een voorbeeld.

Zoek de ggd op van beide termen. Haal deze buiten haakjes. Dan kan de tweeterm

worden geschreven als het product van twee factoren.

c Leg uit hoe een drieterm kan worden ontbonden. Geef hierbij een voorbeeld.

Je gebruikt de som­product­methode. Hiermee kun je een drieterm schrijven als het

product van twee factoren.

d Kun je een drieterm altijd ontbinden in factoren?

Nee. Bijvoorbeeld bij de drieterm 𝑥2 + 5𝑥 + 17 is geen getallenpaar te vinden met als

som 5 en product 27.

Opgave 10

Bekijk de vergelijking van Voorbeeld 3.

a Los eerst zelf deze vergelijking op zonder naar het antwoord te kijken.

Doen.

b Heb je in je oplossing dezelfde stappen in dezelfde volgorde gezet?

Eigen antwoord. Je kunt best een andere volgorde hebben.

c Los nu op dezelfde manier op: 5𝑥2 − 10𝑥 = 15.

5𝑥2−10𝑥−15 = 0 geeft 𝑥2−2𝑥−3 = 0 en (𝑥 − 3)(𝑥 + 1) = 0. Dus 𝑥−3 = 0∨𝑥+1 = 0
zodat 𝑥 = 3 ∨ 𝑥 = -1.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&repo=m4a2015
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Opgave 11

Los de volgende vergelijkingen op.

a 𝑎2 + 2𝑎 = 35

Op 0 herleiden en dan de som product methode gebruiken:

𝑎2+2𝑎−35 = 0 geeft (𝑎 − 5)(𝑎 + 7) = 0 en dus 𝑎−5 = 0∨𝑎+7 = 0 zodat 𝑎 = 5∨𝑎 = -7.

b (𝑏 − 2)(2𝑏 + 3) = 0

Maak gebruik van de ontbinding, dus 𝑏− 2 = 0 ∨ 2𝑏 + 3 = 0 zodat 𝑏 = 2 ∨ 𝑏 = -1,5.

c 𝑥2 − 15 = 2𝑥

Op 0 herleiden: 𝑥2 − 2𝑥 − 15 = 0.

Dit geeft (𝑥 + 3)(𝑥 − 5) = 0 en dus 𝑥+ 3 = 0 ∨ 𝑥− 5 = 0 zodat 𝑥 = -3 ∨ 𝑥 = 5.

d 3𝑥2 − 45 = -6𝑥

3𝑥2+6𝑥−45 = 0 geeft 𝑥2+2𝑥−15 = 0 en (𝑥 − 3)(𝑥 + 5) = 0 en dus 𝑥−3 = 0∨𝑥+5 = 0
zodat 𝑥 = 3 ∨ 𝑥 = -5.

Verwerken

Opgave 12

Los de volgende vergelijkingen, indien mogelijk, op met behulp van ontbinden in factoren.

a 3𝑥2 − 36𝑥 = 0

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

3𝑥(𝑥 − 12) = 0
𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 12

b 𝑥2 = 𝑥

𝑥2 − 𝑥 = 0
𝑥(𝑥 − 1) = 0
𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 1

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&repo=m4a2015
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c 𝑐2 + 2𝑐 = 35

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2 en.

𝑐2 + 2𝑐 − 35 = 0
(𝑐 + 7)(𝑐 − 5) = 0
𝑐 = -7 ∨ 𝑐 = 5

d 𝑘2 − 9 = 7

Kortste manier: 𝑘2 = 16 geeft 𝑘 = 4 ∨ 𝑘 = -4.

Via ontbinden: 𝑘2 = 16 geeft 𝑘2 + 0𝑘 − 16 = (𝑘 − 4)(𝑘 + 4) = 0 en dus 𝑘 = 4 ∨ 𝑘 = -4.

e 2𝑥2 − 4𝑥 − 16 = 0

2𝑥2 − 4𝑥 − 16 = 0
𝑥2 − 2𝑥 − 8 = 0
(𝑥 − 4)(𝑥 + 2) = 0
𝑥 = 4 ∨ 𝑥 = -2

f 2𝑥2 − 4𝑥 − 17 = 0

2𝑥2 − 4𝑥 − 17 = 0
𝑥2 − 2𝑥 − 8,5 = 0
Dit kun je niet oplossen met ontbinden in factoren, maar wel met behulp van kwadraat

afsplitsen:

𝑥2 − 2𝑥 − 8,5 = (𝑥 − 1)2 − 1 − 8,5 = 0 geeft (𝑥 − 1)2 = 9,5 en dus 𝑥 = 1 ± √9,5.

Opgave 13

Een boer wil een rechthoekig stuk grond afzetten van 1200 m2. De breedte is 10 meter

korter dan de lengte.

Hoe lang en hoe breed wordt het stuk grond?

Stel de lengte is 𝑥 meter dan wordt de breedte 𝑥− 10 meter.

De oppervlakte van het land is dan 𝑥(𝑥 − 10) = 1200 m2.

Die vergelijking ga je oplossen: 𝑥2 − 10𝑥 = 1200 geeft 𝑥2 − 10𝑥 − 1200 = 0 en dus

(𝑥 − 40)(𝑥 + 30) = 0 zodat 𝑥 = 40 ∨ 𝑥 = -30.

Afstanden kunnen alleen positief zijn dus alleen 𝑥 = 40 voldoet.

De lengte van het stuk grond wordt dan 40 meter en de breedte 30 meter.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&repo=m4a2015
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Opgave 14

Los de volgende vergelijkingen algebraïsch op. Kies zelf de handigste methode.

a (𝑥 − 5) (2𝑥 − 6) = 0

Er is al sprake van een product van twee factoren waar 0 uit komt en dus kun je meteen

splitsen: 𝑥− 5 = 0 ∨ 2𝑥− 6 = 0. De oplossing is 𝑥 = 5 ∨ 𝑥 = 3.

b (𝑥 − 5) (2𝑥 − 6) = 30

Nu is er geen sprake van een product van twee factoren waar 0 uit komt en dus maar

eerst haakjes uitwerken en op 0 herleiden: 2𝑥2 − 16𝑥 = 0. Nu kun je ontbinden. De

oplossing is 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 8.

c 2(𝑥 − 3)2 = 8𝑥

Haakjes wegwerken geeft 2𝑥2 − 12𝑥 + 18 = 8𝑥 en daaruit volgt 𝑥2 − 10𝑥 + 9 = 0. Dit

kun je ontbinden in factoren en dan vind je (𝑥 − 9) (𝑥 − 1) = 0 en dus 𝑥 = 9 ∨ 𝑥 = 1.

d 2(𝑥 − 3)2 = 18

Terugrekenen geeft 𝑥 = 3 ± 3 en dus 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 6.

Opgave 15

Oefen het oplossen van kwadratische vergelijkingen met ontbinden via het Practicum.

Je oefent jezelf met behulp van AlgebraKIT. Blijf oefenen tot je vrijwel geen fouten meer

maakt.

Oefen jezelf met AlgebraKIT. Daarin kun je ook de antwoorden bekijken en uitleg uit­

klappen.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&repo=m4a2015
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Opgave 16

Een vierkant heeft zijde 𝑥. Een rechthoek heeft zijden 5 − 𝑥 en 8 − 2𝑥. Voor welke waarde

van 𝑥 zijn de oppervlakten van het vierkant en de rechthoek even groot?

Oppervlakte vierkant is 𝑥2.

Oppervlakte rechthoek is (5 − 𝑥)(8 − 2𝑥).
En dus is: 𝑥2 = (5 − 𝑥)(8 − 2𝑥).
Haakjes wegwerken geeft: 𝑥2 = 40 − 10𝑥 − 8𝑥 + 2𝑥2 en op 0 herleiden levert op

𝑥2 − 18𝑥 + 40 = 0 Na ontbinden in factoren wordt dit (𝑥 − 20)(𝑥 + 2) = 0 en dus

𝑥 = 20 ∨ 𝑥 = -2.

Alleen 𝑥 = 20 voldoet.

Opgave 17

De formule 𝑦 = 𝑥2 + 𝑎𝑥− 14 is ontbonden als 𝑦 = (𝑥 − 7)(𝑥 + 𝑏). Bereken 𝑎 en 𝑏.

Je zoekt een getallenpaar met -14 als product. Eén van beide getallen is -7. -7⋅2 = -14;

dus de getallen zijn 2 en -7.

De ontbinding wordt dan 𝑦 = (𝑥 − 7)(𝑥 + 2). Dus 𝑏 = 2.

Haakjes wegwerken levert 𝑦 = 𝑥2 − 5𝑥− 14. Dus 𝑎 = -5

Toepassen

Hiernaast zie je weer een plaatje van een zwembad van 16 bij

20meter. Om de helft van het zwembad heen is een tegelpad aan­

gelegd. De breedte van dit tegelpad is 𝑥 cm. Een tegelzetter heeft

160 m2 aan tegels nodig gehad om het tegelpad aan te leggen.

Je kunt nu met behulp van ontbinden in factoren zelf uitrekenen

hoeveel de breedte van dit tegelpad bedraagt.

Opgave 18: Zwembadprobleem

Bekijk het zwembadprobleem in Toepassen.

Los dit probleem op met behulp van ontbinden in factoren.

Hierbij hoort de vergelijking (16 + 𝑥)(20 + 𝑥) = 160 + 16 ⋅ 20 = 480.

Haakjes uitwerken geeft 𝑥2 + 36𝑥 = 160 en dus 𝑥2 + 36𝑥 − 160 = 0.

Ontbinden geeft (𝑥 + 40)(𝑥 − 4) = 0 en dus 𝑥 = -40 ∨ 𝑥 = 4.

Het tegelpad wordt 4 m breed.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re24&repo=m4a2015
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Opgave 19: Landruil

Boer Harmsen heeft een groot vierkant stuk land. Aan de oostzijde van dit land wil het

waterschap een afwateringskanaal van 12 m breed aanleggen. Dit betekent dat de breedte

van deze sloot van het land van de boer afgaat. Hij wil daarvoor compensatie en krijgt aan

de zuidzijde van zijn land een extra strook van 16 m breedte toegewezen.

De boer is tevreden, zijn land is 40 m2 groter geworden.

Bereken hoe groot de oppervlakte van boer Harmsen's land nu geworden is.

Hierbij hoort de vergelijking (𝑥 − 12) (𝑥 + 16) = 𝑥2 + 40.

Haakjes uitwerken geeft 4𝑥 − 192 = 40 en dus 𝑥 = 58 m.

Het land heeft een oppervlakte van 3404 m2 gekregen.

Practicum

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het oplossen van vergelijkingen door ontbinden

in factoren. Je kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave zelf op

papier.

Met ‘Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met krijg je een nieuwe opgave.

AlgebraKIT
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3.5 Breuken in vergelijkingen

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2

Verkennen

Opgave V1

Je rijdt met de auto 30 km over de snelweg. Je hebt een constante (gemiddelde) snelheid.

Maar je moet onderweg wel even stoppen om te tanken en dat kost 5 minuten.

a Als je 30 km met 120 km/uur rijdt, hoe lang doe je daar dan over? Geef je antwoord in

minuten.

30⁄120 = 1
4 uur en dus 15minuten. Daar komt nog 5minuten bij voor het tanken, totaal

dus 20 minuten.

Noem de snelheid in km/uur 𝑣 en de reistijd in minuten 𝑡.

b Waarom is hier geen sprake van een omgekeerd evenredig verband?

Als de snelheid twee keer zo groot wordt, wordt de reistijd niet gehalveerd.

c Welke formule geeft het verband tussen 𝑡 en 𝑣 weer?

Een mogelijke formule is 𝑡 = 1800
𝑣 + 5.

d Welke vergelijking krijg je als je 𝑣 wilt berekenen voor 𝑡 = 25 minuten?

25 = 1800
𝑣 + 5.

e Probeer deze vergelijking op te lossen.

1800
𝑣 = 20 en dus (vergelijken met

6
2 = 3) 𝑣 = 1800

20 = 90 km/uur.
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Opgave V2

Je hebt als het goed is eerder geleerd hoe je twee breuken kunt optellen, aftrekken, verme­

nigvuldigen en delen. Neem nu de breuken
2
𝑥 en

1
2𝑥.

a Laat zien hoe je beide breuken optelt en de tweede breuk van de eerste aftrekt.

Optellen:
2
𝑥 +

1
2𝑥 =

4
2𝑥 +

1
2𝑥 =

5
2𝑥.

Aftrekken:
2
𝑥 −

1
2𝑥 =

4
2𝑥 −

1
2𝑥 =

3
2𝑥.

b Laat zien hoe je beide breuken vermenigvuldigt.

2
𝑥 ⋅

1
2𝑥 =

2
2𝑥2 =

1
𝑥2

c Laat zien hoe je de eerste breuk door de tweede deelt.

2
𝑥⁄

1
2𝑥 =

4
2𝑥⁄

1
2𝑥 = 4⁄1 = 4

Theorie

Opgave 1

Je rijdt 32 km met een vrijwel constante snelheid 𝑣 over de snelweg en je stopt onderweg

5 minuten om te tanken. Je totale reistijd is 25 minuten. Hoeveel bedraagt je snelheid?

a Welke vergelijking kun je hierbij opstellen?

1920
𝑣 + 5 = 25

b Los deze vergelijking algebraïsch op.

Gebruik het analogierekenen.

1920
𝑣 + 5 = 25
1920
𝑣 = 20

𝑣 = 1920
20 = 96

beide zijden −5

vergelijken met 6⁄2 = 3

Je rijdt dus 96 km/uur.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015
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Opgave 2

Voor het laten drukken van folders betaal je een vast bedrag van € 10,00 en daar bovenop

€ 0,04 per folder. De kosten per folder zijn daarom hoog als je maar weinig laat drukken.

Noem het aantal folders dat je wilt laten drukken 𝑎 en de kosten per folder 𝑘. Je wilt weten

voor welke waarde van 𝑎 de kosten per folder 6 cent bedragen.

a Welke vergelijking kun je hierbij opstellen?

0,04 + 10
𝑎 = 0,06

b Los deze vergelijking algebraïsch op.

Gebruik het analogierekenen.

0,04 + 10
𝑎 = 0,06
10
𝑎 = 0,02

𝑎 = 10
0,02 = 500

beide zijden −0,04

vergelijken met 6⁄2 = 3

Dus bij 500 folders bedragen de kosten € 0,06 per stuk.

Opgave 3

Bekijk hoe in Voorbeeld 1 een gebroken vergelijking wordt opgelost met de balansmetho­

de.

a Bij welke stap moet je rekening houden met het feit dat beide zijden van een vergelijking

met 0 vermenigvuldigen niet mag?

Bij de stap waar je met 𝑣 vermenigvuldigt. Maar gelukkig kun je hier rustig aannemen

dat de snelheden groter zijn dan 0.

b Waarom mag je beide zijden van een vergelijking niet met 0 vermenigvuldigen?

Omdat je dan altijd 0 = 0 overhoudt. En dan is er geen variabele meer over om uit te

rekenen, elke waarde voor de variabele voldoet hier aan.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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c Stel je nu voor dat je een afstand van 150 km aflegt met een constante snelheid en een

tussentijdse pauze van 12 minuten. Je doet er 1:40 uur over. Hoe snel rijd je?

Dat gaat zo:

9000
𝑣 + 12 = 100

9000
𝑣 = 88

9000 = 88𝑣
𝑣 = 9000

88 ≈ 102,3

beide zijden −12

beide zijden ⋅𝑣

beide zijden ⁄88

Je rijdt dus ongeveer 102,3 km/h.

Opgave 4

Los de volgende vergelijkingen algebraïsch op. Kies de handigste manier van werken.

a 12 − 1
𝑥 = 8

Met de balansmethode vind je
1
𝑥 = 4 en dus 4𝑥 = 1 zodat 𝑥 = 0,25.

b
50

2𝑥−3 = 10

Analogierekenen geeft 2𝑥 − 3 = 50⁄10 = 5 en dus 𝑥 = 4.

c
6
𝑥 + 𝑥 = 5

Eerst beide zijden met 𝑥 vermenigvuldigen (aanname 𝑥 ≠ 0) geeft 6 + 𝑥2 = 5𝑥 en dus

𝑥2 − 5𝑥 + 6 = 0. Dit kun je oplossen door ontbinden in factoren: (𝑥 − 2) (𝑥 − 3) = 0. Je

krijgt 𝑥 = 2 ∨ 𝑥 = 3. Controleer dat beide waarden aan de vergelijking voldoen.

d
2
𝑥 +

1
2𝑥 = 10

Eerst beide zijden met 2𝑥 vermenigvuldigen (aanname 𝑥 ≠ 0) geeft 5 = 20𝑥 en dus

𝑥 = 5⁄20 = 0,25. Controleer dat deze waarde aan de vergelijking voldoet.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015
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Opgave 5

Je wilt de vergelijking
𝑥2+9𝑥−10

𝑥−1 = 0 algebraïsch oplossen.

a Gebruik de balansmethode. Waarmee ga je beide zijden vermenigvuldigen? En waar moet

je dan om denken?

Je vermenigvuldigt links en rechts van het isgelijkteken met 𝑥−1 en dus moet 𝑥−1 ≠ 0
zodat 𝑥 ≠ 1.

b Los de vergelijking verder op.

Eerst beide zijden met 𝑥−1 vermenigvuldigen (aanname 𝑥 ≠ 1) geeft 𝑥2+9𝑥−10 = 0
en dus (𝑥 − 1) (𝑥 + 10) = 0. Je krijgt 𝑥 = 1 ∨ 𝑥 = −10. Controleer dat nu niet beide

waarden aan de vergelijking voldoen!

c Eén van beide waarden die je bij c hebt gevonden hoort nu niet bij de oplossing. Hoe komt

dat?

Wat je hebt gedaan mag alleen als 𝑥 ≠ 1. Vul je toch 𝑥 = 1 in de vergelijking in dan

deel je door 0 en dat mag niet. Voor 𝑥 = 1 heeft deze vergelijking geen betekenis.

Opgave 6

Bekijk hoe in Voorbeeld 2 een gebroken vergelijking wordt gebruikt om de gemiddelde

snelheid van twee wielrenners te berekenen.

a Ga na, dat de gegeven vergelijking bij het verhaal past.

Doen. Bij twijfel vraag je leraar.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015
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b Laat zien hoe de vergelijking stap voor stap met de balansmethode kan worden opgelost.

Dat gaat zo:

100
𝑣 + 1 = 100

𝑣−5
100(𝑣 − 5) + 𝑣(𝑣 − 5) = 100𝑣

𝑣2 − 5𝑣 − 500 = 0
(𝑣 − 25) (𝑣 + 20) = 0

𝑣 = 25 ∨ 𝑣 = -20

beide zijden ⋅𝑣(𝑣 − 5)

haakjes uitwerken en op 0 herleiden

ontbinden in factoren

splitsen en oplossing opschrijven

c Waarom voldoet maar één van beide gevonden waarden voor 𝑣?

Negatieve waarden voor 𝑣 hebben in dit geval geen betekenis.

Opgave 7

Twee automobilisten A en B rijden dezelfde afstand van 60 km met een constante snelheid.

B rijdt 20 km/h langzamer dan A, maar A moet onderweg tanken en heeft daar 6 minuten

voor nodig. Daardoor doen ze even lang over de gegeven afstand.

Hoe snel rijden ze?

De snelheid van A is bijvoorbeeld 𝑣, die van B is dan 𝑣 − 20 km/h.

Uit de tekst volgt:
60
𝑣 + 0,1 = 60

𝑣−20.

Links en rechts met 𝑣(𝑣 − 20), met 10 vermenigvuldigen en op 0 herleiden geeft 𝑣2 −
20𝑣−12000 = 0. En hieruit vind je met ontbinden in factoren dat 𝑣 = 120. En dan weet

je hun snelheden...

Verwerken

Opgave 8

Los de volgende vergelijkingen algebraïsch op.

a
200
𝑎 + 0,3 = 0,7

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

Analogierekenen:
200
𝑎 = 0,4 geeft 𝑎 = 200⁄0,4 = 500

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015
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b 𝑥− 8
𝑥 = 2

Beide zijden met 𝑥 vermenigvuldigen en op 0 herleiden geeft 𝑥2−2𝑥−8 = 0. Ontbinden

in factoren geeft 𝑥 = 4∨𝑥 = -2. Ga na dat beide waarden aan de vergelijking voldoen.

c 20 − 𝑝
𝑝−2 = 5

Beide zijden vermenigvuldigen met 𝑝 − 2 geeft 20(𝑝 − 2) − 𝑝 = 5(𝑝 − 2). Haakjes uit­

werken en herleiden en je vindt 𝑝 = 15
7 . Leuk om even te controleren dat je antwoord

voldoet.

d
600
𝑝2+4 = 50

Analogierekenen geeft 𝑝2 + 4 = 600⁄50 = 12. En dan vind je 𝑝 = ±√8.

e
3
𝑥 = 2 −

4
2𝑥

Beide zijden met 2𝑥 vermenigvuldigen geeft 6 = 4𝑥 − 4 en dus 𝑥 = 2,5.

f
3
𝑥 +

𝑥
3 =

10
3

Beide zijden met 3𝑥 vermenigvuldigen geeft 9+𝑥2 = 10𝑥. Op 0 herleiden en ontbinden

en je vindt 𝑥 = 1 ∨ 𝑥 = 9.

Opgave 9

Op veel scholen kunnen leerlingen kopieën maken. De kosten voor de school zijn:

• de huur en het onderhoud van de kopieermachine: € 240,00 per maand;

• de kosten per kopie: € 0,06;

Noem het aantal kopieën per maand 𝑎.

a Welke vergelijking kun je opstellen als de school maandelijks uit de kosten wil komen en

elke leerling € 0,10 per kopie betaalt?

240
𝑎 + 0,06 = 0,10

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015
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b Los deze vergelijking op.

240
𝑎 = 0,04 geeft 𝑎 = 240⁄0,04 = 6000

c Hoeveel kopieën moeten er maandelijks worden gemaakt als de school uit de kosten wil

komen?

Meer dan 6000 kopieën.

Opgave 10

Voor een gas in een afgesloten ruimte geldt de algemene gaswet. Het verband tussen de

druk 𝑝 in pascal, het volume 𝑉 in m3 en 𝑇 de temperatuur in kelvin is:

𝑝𝑉
𝑇 = 𝑐 waarin 𝑐 een constante is.

Omdat de temperatuur toeneemt met 80 kelvin, neemt de druk toe van 1,2 naar 1,5 pascal

bij een gelijkblijvend volume van 4 m3.

a Welke vergelijking kun je opstellen bij deze situatie?

1,2⋅4
𝑇 = 1,5⋅4

𝑇+80

b Los deze vergelijking op.

Vermenigvuldig beide zijden met 𝑇 en met 𝑇+ 80. Dit geeft 4,8(𝑇 + 80) = 6𝑇.

Dit geeft 𝑇 = 384⁄1,2 ≈ 320 kelvin.

Opgave 11

Iemand legt de 6 km van huis naar school altijd in dezelfde tijd af. Op een bepaalde dag

vertrekt hij door omstandigheden 4 minuten te laat van huis. Hij komt precies in dezelfde

tijd aan omdat hij 3 km/h sneller rijdt dan normaal.

Hoe hard rijdt hij normaal? Los dit probleem op met behulp van een vergelijking.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

Noem zijn normale snelheid 𝑣. Dan geldt (denk om het omrekenen naar uren):
6
𝑣 −

1
15 =

6
𝑣+3

Vermenigvuldigen met 15𝑣(𝑣 + 3) levert een vergelijking op die je kunt ontbinden. Je

vindt uiteindelijk 𝑣 = 15 (de tweede oplossing vervalt).

Conclusie: hij fietst normaal met 15 km/h.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015
https://nl.wikipedia.org/wiki/Algemene_gaswet
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Opgave 12

Als er elektrische stroom loopt door een weerstand geldt de wet van Ohm: 𝑉 = 𝐼 ⋅𝑅. Hierin

is 𝑉 het spanningsverschil in volt (V), 𝐼 de stroomsterkte in ampère (A) en 𝑅 de weerstand

in ohm (Ω).

a Bereken het spanningsverschil ingeval 𝐼 = 2 mA en 𝑅 = 1,5 MΩ.

𝑉 = 0,002 ⋅ 1,5 ⋅ 106 = 3000 volt.

Ga uit van een constant spanningsverschil over een bepaalde stroomdraad van 24 V. Bij

een stroomdraad waarvan de weerstand twee keer zo groot is wordt de stroomsterkte 10
mA kleiner.

b Hoeveel bedraagt de weerstand van deze stroomdraden?

Noem de weerstand van de eerste stroomdraad 𝑅, die van de tweede is dan 2𝑅.

Uit de tekst volgt dan
24
𝑅 − 10 = 24

2𝑅.

Dit geeft 𝑅 = 1,2 Ω.

Toepassen

In bijvoorbeeld een fototoestel of een verrekijker zitten lenzen. De standaardlens is een

sferische lens, dat is een lens waarvan beide kanten delen van een bol vormen. De lijn

door het midden 𝑀 van zo'n lens noem je de hoofdas. Lichtstralen die evenwijdig aan de

hoofdas op de lens vallen gaan na de lichtbreking allemaal door het brandpunt 𝐹 van de

lens. Lichtstralen die door het midden 𝑀 gaan worden niet gebroken. Deze eigenschappen

gelden alleen als de lens niet te dik en niet te groot is en als de beide boloppervlakken

dezelfde straal hebben. In de figuur hieronder is dat zo. Het voorwerp 𝐴𝐵 krijgt aan de

andere kant van een lens een beeld 𝐴′𝐵′.

M

N

F

A

B

A’

B’

f

v b

In deze figuur kun je met behulp van gelijkvormigheid de zogenaamde lenzenformule

afleiden:

1
𝑣 +

1
𝑏 =

1
𝑓

Hierin is 𝑣 de afstand van het voorwerp tot het midden van de lens (de voorwerpsafstand),

𝑏 de afstand van het beeld tot het midden van de lens (de beeldsafstand) en 𝑓 de afstand

van het brandpunt tot het midden van de lens (de brandpuntsafstand). Deze formule geldt

ook voor holle lenzen, en voor holle en bolle spiegels.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015


REKENEN EN ALGEBRA � VERGELIJKINGEN � BREUKEN IN VERGELIJKINGEN

200 WIKKEN EN WEGEN MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE

Opgave 13: De lenzenformule

Bekijk de lenzenformule in Toepassen. Als je de afstand 𝑣 van het voorwerp tot (het mid­

den van) de lens weet en de brandpuntsafstand 𝑓 van de lens is bekend, dan kun je de

beeldsafstand 𝑏 berekenen.

a Neem 𝑣 = 10 cm en 𝑓 = 4 cm. Welke (gebroken) vergelijking moet je oplossen om 𝑏 te

berekenen?

1
10 +

1
𝑏 =

1
4

b Hoe kun je van deze vergelijking in één klap een vergelijking zonder breuken maken?

Door beide zijden van het isgelijkteken te vermenigvuldigen met 20𝑏, het kgv van de

drie noemers.

c Los nu de vergelijking bij a op.

Door beide zijden van het isgelijkteken te vermenigvuldigen met 20𝑏, krijg je 2𝑏+20 =
5𝑏. En dit levert op: 𝑏 = 20

3 .

d Neem 𝑣 = 6 cm en 𝑓 = 4 cm en bereken de beeldsafstand.

𝑏 = 12

e Als je zo'n berekening veel moet uitvoeren, dan is het handig om de lenzenformule te her­

leiden tot de vorm 𝑏 = ... Laat zien hoe je dat kunt doen.

TIP: vermenigvuldig links en rechts met 𝑣𝑏𝑓.

Je vindt: 𝑏 = 𝑣𝑓
𝑣−𝑓.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015
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Opgave 14: Nog eens de lenzenformule

Gebruik de lenzenformule uit de voorgaande opgave.

Van een bepaalde lens is de brandpuntsafstand 3 cm. De beeldsafstand is 8 cm groter dan

de voorwerpsafstand.

Bereken de voorwerpsafstand.

Je moet oplossen:
1
𝑣 +

1
𝑣+8 =

1
3.

Dat doe je door links en rechts vermenigvuldigen met 3𝑣(𝑣 + 8). Dat geeft 3(𝑣 + 8) +
3𝑣 = 𝑣(𝑣 + 8) en dus 𝑣2 + 2𝑣 − 24 = 0. Dit geeft 𝑣 = 4 ∨ 𝑣 = -6.

De voorwerpsafstand is dus 4 cm.

Practicum

Met AlgebraKIT kun je oefenen met het oplossen van vergelijkingen met breuken. Je

kunt telkens een nieuwe opgave oproepen. Je maakt elke opgave zelf op papier.

Met ‘Toon uitwerking’ zie je het verder uitklapbare antwoord.

Met krijg je een nieuwe opgave.

AlgebraKIT

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re25&repo=m4a2015&repo=m4a2015&item=extra
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3.6 Totaalbeeld

Samenvatten

In dit onderwerp heb je meer technieken geleerd om vergelijkingen op te lossen. Het te­

rugrekenen en de balansmethode zijn de twee krachtigste daarvan. Deze twee technieken

kende je al uit voorgaande leerjaren, je oefent er mee in wat verdergaande situaties. Bij

kwadratische vergelijkingen is soms ontbinden in factoren handig. Je zult later nog meer

methoden leren voor het oplossen van kwadratische vergelijkingen. En ook valt er nog wel

meer de zeggen over vergelijkingen in het algemeen, maar dat gebeurt in een volgend

onderwerp.

De onderstaande opgaven zijn bedoeld om overzicht over het onderwerp Vergelijkingen

te krijgen. Dit betreft de onderdelen 1, 2, 3, 4 en 5 van dit onderwerp. Het is nuttig om er

een eigen samenvatting bij te maken. De opgaven hieronder zijn bedoeld om je daarbij te

helpen.

Begrippen

� vergelijking — oplossen van vergelijkingen — nulpunt;

� terugrekenen — rekenschema — terugrekenschema;

� balansmethode;

� ontbinden in factoren — buiten haakjes halen — som product methode — op 0 herlei­

den;

� gebroken vergelijking — analogierekenen.

Activiteiten

� het begrip vergelijking en een vergelijking grafisch oplossen;

� vergelijkingen algebraïsch oplossen door terugrekenen;

� vergelijkingen algebraïsch oplossen door de balansmethode te gebruiken;

� vergelijkingen algebraïsch oplossen door ontbinden in factoren;

� vergelijkingen waarin de onbekende in de noemer van een breuk voorkomt alge­

braïsch oplossen.
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Opgave 1

Bij een vergelijking vergelijk je twee formules met dezelfde invoer­

variabele met elkaar. Je probeert de waarde(n) voor die invoervari­

abele te vinden waarbij beide formules dezelfde uitkomst hebben.

Neem bijvoorbeeld de vergelijking 𝑥3 = 6 − 𝑥.

a Om welke twee formules gaat het hier? En wat is de invoervaria­

bele?

Om 𝑦1 = 𝑥3 en 𝑦2 = 6 − 𝑥. De invoervariabele is 𝑥.

b Je ziet hier de grafieken van beide formules. Hoe kun je met behulp

hiervan de oplossing van de gegeven vergelijking vinden?

Je schat eerst welke 𝑥-waarde het snijpunt van beide grafieken heeft, want in het snij­

punt hebben beide formules dezelfde uitkomst. Vervolgens ga je nauwkeurige tabellen

maken rond die 𝑥-waarde.

c Geef een oplossing in twee decimalen nauwkeurig.

Maak een inklemtabel. Je vindt 𝑥 ≈ 1,63.

d Welke twee grote nadelen heeft deze manier van oplossen van een vergelijking?

Je krijgt vaak geen exacte oplossing. En een nog veel groter nadeel is dat je vaak niet

zeker weet of je ook echt alle waarden hebt gevonden die bij de oplossing horen. Er

kunnen wel snijpunten zijn die in jouw figuur niet te zien zijn.

Opgave 2

Bij een vergelijking waarin de invoervariabele maar op één plaats voor komt kun je gebruik

maken van terugrekenen.

Neem bijvoorbeeld de vergelijking -0,01(𝑥 − 40)2 + 1,5 = 1.

a Om welke twee formules gaat het hier? Maak een schets van de bijbehorende grafieken.

Om 𝑦1 = -0,01(𝑥 − 40)2+1,5 en 𝑦2 = 1. Je schets is een bergparabool met top (40; 1,5)
en een lijn door (0,1) die evenwijdig is aan de 𝑥-as.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re26&repo=m4a2015
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b Waarom weet je in dit geval uit hoeveel waarden de oplossing van de vergelijking bestaat?

Een bergparabool met top (40; 1,5) en de lijn 𝑦2 = 1 hebben twee snijpunten.

c Los deze vergelijking exact op met behulp van terugrekenen.

Maak voor het overzicht een rekenschema en een terugrekenschema. De oplossing van

de vergelijking wordt 𝑥 = 40 ± √50.

d Kun je deze vergelijking ook oplossen door eerst de haakjes weg te werken?

Ja, dat kan. Maar het kost waarschijnlijk meer tijd en bovendien moet je daarna weer

een kwadraat afsplitsen dus weer haakjes laten ontstaan...

Opgave 3

Bij veel vergelijkingen komt de onbekende op meerdere plaatsen voor en dan wil je toewer­

ken naar 𝑥 = ... door termen bij elkaar te nemen als dat kan en/of de balansmethode te

gebruiken.

Neem bijvoorbeeld de vergelijking (𝑥 − 20) (𝑥 − 30) = 𝑥2 + 40.

a Waarom is bij zo'n vergelijking de eerste stap het wegwerken van de haakjes?

Omdat de onbekende zowel links als rechts van het isgelijkteken voorkomt.

b Los de vergelijking algebraïsch op.

Maak voor het overzicht uitgebreide uitwerking waarbij je bij elke stap omschrijft wat

je doet. De oplossing van de vergelijking wordt 𝑥 = 11,2.

Opgave 4

Bij sommige vergelijkingen kun je gebruik maken van ontbinden in factoren.

Neem bijvoorbeeld de vergelijking (𝑥 − 20) (𝑥 − 30) = 0.

a Waarom is bij zo'n vergelijking het wegwerken van de haakjes geen verstandige keuze?

Omdat de vergelijking al bestaat uit een product van twee factoren waar 0 uit komt.

En dan kun je de vergelijking direct splitsen in twee eenvoudiger vergelijkingen.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re26&repo=m4a2015
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b Los de vergelijking algebraïsch op.

De oplossing van de vergelijking wordt 𝑥 = 20 ∨ 𝑥 = 30.

Bekijk nu de vergelijking (𝑥 − 20) (𝑥 − 30) = 600.

c Waarom is bij zo'n vergelijking het wegwerken van de haakjes wel een verstandige keuze?

Omdat de vergelijking nu niet bestaat uit een product van twee factoren waar 0 uit

komt. En daarom kun je de vergelijking niet nu direct splitsen in twee eenvoudiger

vergelijkingen.

d Los de vergelijking algebraïsch op.

Na wegwerken van de haakjes en het gebruiken van de balansmethode vind je 𝑥2 −
50𝑥 = 0. Deze vergelijking kun je dan weer oplossen door ontbinden in factoren of door

een kwadraat af te splitsen.

De oplossing van de vergelijking wordt 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 50.

Opgave 5

Bij sommige vergelijkingen kun je gebruik maken van ontbinden in factoren. Soms gebruik

je daarbij de som­product­methode.

Neem bijvoorbeeld de vergelijking (𝑥 − 20) (𝑥 − 30) = 300 − 𝑥2.

Los de vergelijking algebraïsch op.

Schrijf ook nu een uitgebreide uitwerking als voorbeeld voor jezelf op. Begin met haak­

jes wegwerken en op 0 herleiden. Daarna moet je ontbinden met de som­product­me­

thode (of een kwadraat afsplitsen).

De oplossing van de vergelijking wordt 𝑥 = 10 ∨ 𝑥 = 15.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re26&repo=m4a2015
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Opgave 6

Vergelijkingen waarin de onbekende voorkomt in de noemer van een breuk noem je wel

gebroken vergelijkingen. De beste strategie is dan om zo snel mogelijk alle breuken weg te

werken.

Neem bijvoorbeeld de vergelijking
4
𝑥 + 𝑥 = 6 − 𝑥.

a Hoe kun je hier meteen alle breuken wegwerken?

Door aan beide zijden van het isgelijkteken met 𝑥 te vermenigvuldigen. LET OP: Dat

mag alleen zolang 𝑥 ≠ 0.

b Los de vergelijking algebraïsch op.

Na de vermenigvuldiging met 𝑥 krijg je 4 + 𝑥2 = 6𝑥 − 𝑥2. Dit kun je verder oplossen

door op 0 herleiden en ontbinden.

De oplossing van de vergelijking wordt 𝑥 = 1 ∨ 𝑥 = 2.

c Waarom moet je nog wel even kijken of alle waarden van je oplossing ook voldoen?

Bij het vermenigvuldigen heb je aangenomen dat 𝑥 ≠ 0. Je moet nog wel even nagaan

dat je beide oplossingen hieraan voldoen. En dat is hier ook zo.

Toepassen

Waarschijnlijk ben je al eens eerder een opgave, een vraagstuk, een puzzel, tegengekomen

waarvan je niet meteen de oplossing wist. Je moet dan gaan zoeken naar een manier om

het probleem op te lossen. Je zoekt een probleemaanpak. En daarbij heb je soms kennis

op allerlei terreinen nodig.

Bij de onderstaande problemen heb je behalve kennis op het gebied van vergelijkingen op­

lossen ook meetkundige kennis nodig. Denk aan gelijkvormigheid en de stelling van Pytha­

goras.

Hier kun je meer lezen over probleemaanpak.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re26&repo=m4a2015
https://www.math4all.nl/pagina/Probleemaanpak
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Opgave 7: Omgeschreven cirkel

Van een gelijkbenige driehoek is de basis 60 en zijn de twee benen elk 50 cm. Er gaat een

cirkel door de drie hoekpunten van deze driehoek.

Bereken de straal van deze cirkel.

Maak een schets van de situatie: een driehoek 𝐴𝐵𝐶 met 𝐴𝐵 = 60 en 𝐶𝐴 en 𝐶𝐵
beide 50. Bedenk dat het middelpunt 𝑀 van de bedoelde omgeschreven cirkel op de

hoogtelijn 𝐶𝐷 ligt. Bereken de lengte van 𝐶𝐷.

Als je nu 𝑀𝐶 =𝑀𝐵 =𝑀𝐴 = 𝑥 kiest, dan geldt 𝑥2 = (40 − 𝑥)2+900 en dus 𝑥 = 31,25.

Opgave 8: Stadsmuur in het Oude China

Een vraagstuk van de oude Chinese geleerde Liu Hui (ongeveer 220 - ongeveer 280).

Veel steden in het Oude China waren omgeven door vier stadsmuren die een vierkant vor­

men. De Noordelijke muur bijvoorbeeld kijkt uit op het Noorden en loopt precies Oost­West.

Er is een poort in het midden van elke zijde van dit vierkant. Twintig passen in de Noorde­

lijke richting buiten de Noordelijke poort bevindt zich een boom. Als je de stad vanuit de

Zuidelijke poort verlaat en je loopt 14 passen naar het Zuiden en 1775 passen naar het

Westen, kun je die boom net zien.

Hoe lang is elk van de vier stadsmuren van deze stad?

B

PQ

N

Z

H

1775

14

20

x

Maak een schets van de situatie en kies voor de onbekende lengte van de stadsmuur

de variabele 𝑥. Ga vervolgens op zoek naar gelijkvormige driehoeken.

Het midden van de Noordelijk poort is punt𝑁, dat van de Zuidelijke poort𝑍. Bij𝐵 staat

de boom, je loopt eerst naar 𝑃 en dan naar 𝑄. De afmetingen vind je in de figuur, de

lengte en de breedte van de stad noem je 𝑥.

Omdat Δ𝐵𝑁𝐻 gelijkvormig is met Δ𝐵𝑃𝑄 is:

20
1
2𝑥

= 20+𝑥+14
1775

En daaruit volgt: 𝑥2 + 34𝑥 = 71000.

Deze vergelijking is met behulp van kwadraat afsplitsen of ontbinden op te lossen. Je

vindt: 𝑥 = 250 (de andere waarde vervalt).

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re26&repo=m4a2015
https://www.math4all.nl/informatie/liuhui
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Opgave 9: Orhan­Teerenstra logo

Dit is het lijnsymmetrische logo van transportbedrijf Orhan­

Teerenstra. De twee lijnstukken die de T vormen zijn elk 6 dm

lang en staan loodrecht op elkaar. Het logo wordt gemaakt

van dunne stalen buizen en aan de gevel van hun bedrijfs­

pand opgehangen.

Hoe groot moet de straal van de cirkel worden die de letter

O voorstelt?

Maak een schets van de situatie en kies voor de straal van de cirkel de variabele 𝑥. Ga

vervolgens op zoek naar een rechthoekige driehoek.

x

3

M

AC
B

D

x

3

Δ𝑀𝐴𝐶 is rechthoekig met ∠𝐶 = 90∘. Verder is 𝑀𝐶 = 6−𝑥. En dus geldt:

(6 − 𝑥)2 + 32 = 𝑥2

En daaruit volgt: 𝑥 = 3,75 dm.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re26&repo=m4a2015
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Begrippen

� recht evenredig verband — evenredigheidsconstante — hellingsgetal — richtingscoëfficiënt;

� lineaire functie — parameter;

� vergelijking van een lijn door twee gegeven punten — evenwijdige lijnen;

� snijpunten en nulpunten bij grafieken van lineaire functies.

Activiteiten

� een recht evenredig verband en de evenredigheidsconstante herkennen en er grafieken

bij tekenen;

� een lineaire functie en de richtingscoëfficiënt herkennen en er grafieken bij tekenen;

� een formule opstellen bij een lijn door twee gegeven punten;

� snijpunten en nulpunten bij grafieken van lineaire functies berekenen en interpreteren.
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4.1 Recht evenredig

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2

Verkennen

Opgave V1

In Denemarken wordt als betaalmiddel de Deense Kroon (DKK) gebruikt. Een

Deense Kroon is ongeveer € 0,13 waard.

a Je wilt iets kopen van € 29,00. In jouw portemonnee zitten 350 Deense Kronen.

Heb je genoeg?

350 × 0,13 = 45,50 euro, dus je hebt genoeg.

b Hoeveel Deense Kronen hou je over of kom je tekort?

Je houdt € 16,50 over en dat is 16,50⁄0,13 = 126,92 DKK.

c Als iets in Denemarken twee keer zo duur wordt, is dat omgerekend in euro dan ook zo?

Ja.

d Schrijf een formule op die het verband aangeeft tussen de kosten in euro (𝐸) en die in

Deense Kronen (𝐷).

Bijvoorbeeld 𝐸 = 0,13𝐷 of 𝐷 = 1
0,13𝐸.

Theorie

Opgave 1

Bekijk de Uitleg.

a Hoe groot is de opbrengst als de winkelier 1250 LegoBasic doosjes heeft verkocht?

1250 × 8,99 = 11237,50 euro.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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b Hoeveel LegoBasic doosjes heeft de winkelier verkocht als de dagopbrengst hiervan

€ 332,63 is?

332,63⁄8,99 = 37 LegoBasic doosjes.

c Laat met een voorbeeld zien dat 𝑅 verdubbelt als 𝑎 verdubbelt.

Eigen antwoord.

d Als 𝑎 drie keer zo groot wordt, wat gebeurt er dan met 𝑅? Laat dit zien met een berekening.

Die wordt ook drie keer zo groot, want 8,99 ⋅ 3𝑎 = 3 ⋅ 8,99𝑎.

e Hier zijn 𝑅 en 𝑎 recht evenredig. Teken een bijpassende grafiek.

Maak een tabel. De grafiek gaat door (0,0) en onder andere (100,899).

f Hoe kun je aan de grafiek zien dat het hier om een recht evenredig verband gaat?

De grafiek is een rechte lijn door (0,0), de oorsprong van het assenstelsel.

Opgave 2

Een kopie maken met een kopieermachine kost € 0,125 per velletje.

a Hoeveel ben je kwijt als je in een jaar tijd 1750 kopieën maakt?

1750 × 0,125 = 218,75 euro.

b Met welke formule kun je de kosten 𝐾 in euro afhankelijk van het aantal kopieën 𝑎 weerge­

ven?

𝐾 = 0,125𝑎

c Zijn deze twee variabelen recht evenredig met elkaar? Waarom?

Ja, als 𝑎 verdubbelt, verdubbelt ook 𝐾.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&repo=m4a2015
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d Maak een tabel en teken de grafiek bij deze formule.

Doen. De grafiek gaat door (0,0) en onder andere (100; 12,5).

Opgave 3

Bekijk Voorbeeld 1 en werk met de applet.

a Stel de juiste waarde van 𝑎 in en maak de grafiek van 𝑦1 = 2𝑥.

Doen.

b Waarom weet je zeker dat de grafiek van 𝑦1 = 2𝑥 door (0,0) gaat?

Als je 𝑥 = 0 invult in 𝑦1 = 2𝑥 krijg je 𝑦 = 0.

c De formule 𝑦2 = 2𝑥+3 beschrijft geen recht evenredig verband. Laat met een getallenvoor­

beeld zien dat een verdubbeling van de waarde van 𝑥 geen verdubbeling van de waarde

van 𝑦 oplevert bij deze formule.

Bijvoorbeeld 𝑥 = 10 geeft 𝑦 = 23.

Het dubbele van deze 𝑥-waarde, dus 𝑥 = 20, geeft 𝑦 = 43 en dat is niet het dubbele

van 23.

d Teken de grafieken van 𝑦1 = 2𝑥 en 𝑦2 = 2𝑥+ 3 in één figuur.

Doen, maak eventueel eerst tabellen.

e Van welk soort verband is er sprake bij de grafiek van 𝑦2 = 2𝑥+ 3?

Een lineair verband.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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Opgave 4

Welke van de volgende formules beschrijven een recht evenredig verband? Licht je ant­

woord toe en geef in dat geval de evenredigheidsconstante. (Lees eventueel eerst in de

Theorie na wat je daaronder verstaat.)

• 𝑦1 = 𝑥
• 𝑦2 = −0,5𝑥
• 𝑦3 = −𝑥+ 1
• 𝑦4 = 1⁄𝑥
• 𝑦5 = 𝑥2

• 𝑦6 = 0

Je moet nagaan of de formule de vorm 𝑦 = 𝑎 ⋅ 𝑥 heeft. Dat is het geval bij 𝑦1 (met

evenredigheidsconstante 1), 𝑦2 (met evenredigheidsconstante −0,5) en 𝑦6 (met even­

redigheidsconstante 0).

Opgave 5

Bekijk Voorbeeld 2.

a Welke twee variabelen zijn hier recht evenredig met elkaar? En waarom?

De variabelen 𝑡 en 𝑠. Want als de geschaatste afstand 𝑠 twee keer zo groot wordt,

wordt de tijdsduur 𝑡 dat ook, want de schaatser schaatst met een constante snelheid.

Je kunt de formule ook vinden door uit te gaan van 𝑡 = 𝑎 ⋅ 𝑠 en dan 𝑎 uit te rekenen door de

gegeven waarden van 𝑡 en 𝑠 in te vullen.

b Laat zien dat je daarmee op dezelfde formule uit komt.

14 = 𝑎 ⋅ 5 geeft 𝑎 = 14⁄5 = 2,8.

Leeuwarden en Sneek liggen 26,4 kilometer uit elkaar.

c Hoe lang doet de schaatser over deze tocht?

𝑡 = 2,8 ⋅ 24,6 = 68,88 minuten, dus 1 uur, 8 minuten en 52,8 seconden.

d Hoe lang duurt het voordat de schaatser de Elfstedentocht (200 km) heeft afgelegd als zijn

gemiddelde snelheid gelijk is aan de constante snelheid tussen Leeuwarden en Sneek?

𝑡 = 2,8 ⋅ 200 = 560 minuten, dus 9 uur en 20 minuten.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=theory
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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Opgave 6

Bekijk Voorbeeld 2 nog eens. Je kunt ook een formule maken van de vorm 𝑠 = 𝑎 ⋅ 𝑡.

a Waarom stelt nu de evenredigheidsconstante 𝑎 de snelheid voor? In welke eenheden?

𝑎 is dan het aantal km dat er per minuut wordt afgelegd, dus 𝑎 is de snelheid in

km/minuut.

b Bereken nu opnieuw de waarde van 𝑎. Hoe ziet de formule er nu uit?

5 = 𝑎 ⋅ 14 geeft 𝑎 = 5⁄14 = 5
14.

De formule wordt dan 𝑠 = 5
14𝑡.

Je kunt de formule die je in deze opgave hebt gevonden ook afleiden uit die van de vorige

opgave.

c Laat zien hoe dat gaat.

𝑡 = 2,8 ⋅ 𝑠 kun je aan beide zijden delen door 2,8. Je krijgt dan 𝑠 =
𝑡⁄2.8 = 1

2.8𝑡 =
10
28𝑡 =

5
14𝑡.

Verwerken

Opgave 7

In Zwitserland wordt met de Zwitserse Frank (SFr) betaald.

De omrekenkoers is op zeker moment: 1 SFr = 0,83 euro.

a Je bent in Zwitserland op vakantie en je koopt een souvenir

voor SFr.34,50. Hoeveel euro kost dit souvenir?

34,50 × 0,83 = 28,635, dus € 28,64.

b Met welke formule kun je omrekenen van SFr naar euro? Noem het aantal SFr 𝑧 en het

aantal euro 𝑒.

𝑒 = 0,83 ⋅ 𝑧

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&repo=m4a2015
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c Als een ander souvenir anderhalf keer zo duur is in SFr, hoeveel keer zo duur is het dan in

euro?

Ook anderhalf keer.

Voordat je op vakantie ging heb je waarschijnlijk Zwitserse Franks gekocht bij een bank in

Nederland. Die bank rekent voor de aankoop van SFr nog € 5,00 aan kosten. Wel gebruiken

ze dezelfde wisselkoers.

d Hoeveel kosten je SFr.250,00?

250 × 0,83 + 5,00 = 212,50 euro.

e Is bij een aankoop van SFr in de situatie beschreven bij d het aantal euro dat je betaalt recht

evenredig met het aantal gekochte SFr? Licht je antwoord toe.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

Nee, de aankoopkosten komen er nog bij en die veranderen niet als je meer SFr koopt.

Opgave 8

De variabele 𝑦 is recht evenredig met de variabele 𝑥. De bijbehorende evenredigheidscon­

stante is 5,8.

a Welke formule beschrijft het verloop van 𝑦 afhankelijk van 𝑥?

𝑦 = 5,8𝑥

b Hoe ziet de grafiek van 𝑦 afhankelijk van 𝑥 er uit?

Een rechte lijn door 𝑂(0,0) en onder andere het punt (10,58).

c Als 𝑥 tien keer zo groot wordt, dan geldt dit ook voor 𝑦. Toon dit aan.

5,8 ⋅ 10𝑥 = 58𝑥 = 10 ⋅ 5,8𝑥 = 10𝑦

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1


FUNCTIES EN GRAFIEKEN � LINEAIRE VERBANDEN � RECHT EVENREDIG

218 HOE HOGER, DES TE KOUDER MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE

Opgave 9

Van een cirkel is de omtrek 𝑃 recht evenredig met de diameter 𝑑. De bijbehorende even­

redigheidsconstante is π genoemd.

a Welke formule geldt dus voor de omtrek van een cirkel?

𝑃 = 𝜋 ⋅ 𝑑

b Is de omtrek van een cirkel ook recht evenredig met de straal 𝑟? Welke formule geldt er

voor 𝑃 afhankelijk van 𝑟?

Ja, want de straal is de helft van de diameter, dus kun je de formule bij a herleiden tot:

𝑃 = 𝜋 ⋅ 𝑑 = 𝜋 ⋅ 2𝑟 = 2𝜋 ⋅ 𝑟.

c Is de oppervlakte 𝐴 van een cirkel ook recht evenredig met de diameter? Licht je antwoord

toe.

Nee, voor de oppervlakte van een cirkel geldt 𝐴 = 𝜋 ⋅ 𝑟2 = 𝜋 ⋅ (12𝑑)
2
= 1
4𝜋𝑑

2. En die

formule hoort bij een kwadratisch verband. Als de diameter van een cirkel twee keer

zo groot wordt, wordt de oppervlakte vier keer zo groot.

Opgave 10

Alexandra rijdt op haar fiets van haar huis naar dat van haar oma, een afstand van 25 km.

Ze rijdt in een rustig tempo van 12 km/uur.

a Waarom is Alexandra's afstand 𝑎1 in km tot haar eigen huis recht evenredig met haar reistijd

𝑡 in uur? Geef een bijpassende formule.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

Omdat als 𝑡 = 0 die afstand 0 is en bovendien elk uur de afstand met een vast getal

(12) wordt vermenigvuldigd.

Formule: 𝑎1 = 12 ⋅ 𝑡.

b Waarom is Alexandra's afstand 𝑎2 in km tot haar oma's huis niet recht evenredig met haar

reistijd 𝑡 in uur? Geef ook nu een bijpassende formule.

Omdat als 𝑡 = 0 de afstand tot haar oma's huis niet 0 is.

Formule: 𝑎2 = 25 − 12 ⋅ 𝑡.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&repo=m4a2015
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c Bereken hoeveel minuten Alexandra over die 25 km doet.

25
12 = 2

1
12 is 2 uur en

1
12 ⋅ 60 = 5 minuten.

Opgave 11

In welke van de volgende situaties is 𝑦 recht evenredig met 𝑥? Stel in dat geval een pas­

sende formule op.

a De grafiek van 𝑦 afhankelijk van 𝑥 is een rechte lijn door de oorsprong en door (12,39).

Recht evenredig verband met formule 𝑦 = 39
12𝑥 = 3,25𝑥.

b De grafiek van 𝑦 afhankelijk van 𝑥 is een rechte lijn door de punten (4,12) en (12,39).

Geen recht evenredig verband, want het door 3 delen van 𝑥 levert niet éénderde van

𝑦 op.

c De grafiek van 𝑦 afhankelijk van 𝑥 is een rechte lijn door de punten (10,-6) en (15,-9).

Recht evenredig verband met formule 𝑦 = −0,6𝑥.

d De bijbehorende formule heeft de vorm 𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑐 en gaat door het punt (10; 0,5).

Geen recht evenredig verband, als 𝑥 twee keer zo groot wordt, wordt 𝑦 juist twee keer

zo klein.

e De bijbehorende formule heeft de vorm
𝑦
𝑥 = 𝑐 en gaat door het punt (10; 0,5).

Recht evenredig verband met formule 𝑦 = 0,05𝑥.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&repo=m4a2015
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Toepassen

Naast de temperatuurschaal van Celsius (die wij meestal wordt gebruiken) bestaan er nog

andere temperatuurschalen, waaronder:

• De temperatuurschaal van Fahrenheit (die nog gebruikt wordt in de V.S.).

Je krijgt het aantal graden Fahrenheit door het aantal graden Celsius te delen door 10,

de uitkomst te vermenigvuldigen met 18 en vervolgens nog 32 erbij te tellen.

• De temperatuurschaal van Réamur.

Je krijgt het aantal graden Réamur door het aantal graden Celsius te delen door 10 en

dan te vermenigvuldigen met 8.

Opgave 12: Celsius, Fahrenheit, Réamur

Hierboven worden drie verschillende temperatuurschalen beschreven.

De temperatuur in graden Celsius noem je𝑇𝐶, die in graden Fahrenheit𝑇𝐹 en die in graden

Réamur 𝑇𝑅.

a Leid uit de tekst een omrekenformule af van 𝑇𝐶 naar 𝑇𝐹.

𝑇𝐹 = 9
5 ⋅ 𝑇𝐶 + 32

b Leid ook een omrekenformule af van 𝑇𝐹 naar 𝑇𝐶.

𝑇𝐶 = 5
9 ⋅ (𝑇𝐹 − 32)

c Leid uit de tekst een omrekenformule af van 𝑇𝐶 naar 𝑇𝑅.

𝑇𝑅 = 0,8 ⋅ 𝑇𝐶

d Leid uit de tekst een omrekenformule af van 𝑇𝑅 naar 𝑇𝐶.

𝑇𝐶 = 1,25 ⋅ 𝑇𝑅

e Welke van deze drie temperatuurschalen zijn recht evenredig?

Die van Réamur en Celsius.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr11&repo=m4a2015
https://nl.wikipedia.org/wiki/Temperatuurschaal
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4.2 Lineaire functies

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2Voorbeeld 3

Verkennen

Opgave V1

In het deel van de atmosfeer waarin het menselijk leven plaats vindt daalt de luchttempe­

ratuur elke km dat je hoger komt gemiddeld met ongeveer 6,5 °C. Onder bepaalde weers­

omstandigheden kan met de formule 𝑇 = 25−0,0065ℎ temperatuur 𝑇 in graden celsius op

een hoogte van ℎmeter worden berekend. Dat is handig voor bijvoorbeeld bergbeklimmers,

dan weten ze welke temperaturen ze tijdens de klim kunnen verwachten.

a Hoe ziet de grafiek van 𝑇 afhankelijk van ℎ er uit?

De grafiek is een rechte lijn door (0,25) en bijvoorbeeld (1000;18,5).

b Is er sprake van een recht evenredig verband tussen 𝑇 en ℎ? Waarom?

Nee, want als de hoogte twee keer zo groot wordt, wordt de temperatuur niet twee

keer zo klein.

c Bereken de temperatuur op 7500 meter hoogte.

𝑇 = 25 − 0,0065 ⋅ 7500 = -23,75

d Op welke hoogte komt de temperatuur voor het eerst onder het vriespunt?

Als 25−0,0065ℎ = 0 en dit levert op ℎ = 25⁄0,0065 ≈ 3846. Dus ergens tussen de 3840

en 3850 m hoogte.
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Opgave V2

Bij de GroenWinkel zijn de thuja’s in de aanbieding voor € 4 en de

jeneverbessen voor € 5. Een klant wil voor een heg struiken kopen

en heeft daar € 150 voor begroot. Hoe kan de GroenWinkel hem

van dienst zijn?

a Hoeveel thuja's levert de Groenwinkel als de klant 10 jeneverbes­

sen koopt?

(150 − 10 ⋅ 5) ⁄4 = 25 thuja's.

b Als het aantal jeneverbessen 𝑗 en het aantal thuja's 𝑡 is, welke formule kun je dan opschrij­

ven voor de beschreven situatie?

5𝑗 + 4𝑡 = 150

c Is de bijbehorende grafiek een rechte lijn? Hoe kun je dat aan de formule zien?

Over deze vragen gaat dit onderdeel eigenlijk. Als je ze nu al kunt beantwoorden zul

je er snel doorheen kunnen, anders moet je rustig verder werken. Overigens kan hier

nooit van een rechte lijn sprake zijn omdat er geen halve thuja's en jeneverbessen

worden verkocht. De grafiek bestaat eigenlijk alleen uit losse punten.

Theorie

Opgave 1

Bekijk de Uitleg.

a Leg uit hoe je bij de formule 𝑦 = 1
3𝑥 + 1 snel een grafiek kunt tekenen.

Je berekent eerst het punt op de 𝑦-as door 𝑥 = 0 in te vullen. Je tekent dan het punt

(0,1) en vervolgens zet je het volgende punt bij 𝑥 = 1 op 𝑦 = 113 (dus
1
3 hoger dan het

vorige punt) en zo ga je door. Het punt bij 𝑥 = 1 komt dan precies 3 × 1
3 = 1 hoger te

liggen dan je beginpunt. Enzovoorts...

b Teken snel een grafiek bij de formule 𝑦 = -0,25𝑥 + 4. Welke richtingscoëfficiënt heeft deze

rechte lijn?

De grafiek is een rechte lijn door (0,4) en (4,3). De richtingscoëfficiënt is -0,25.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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c Teken snel een grafiek bij de formule 𝑦 = 4𝑥 − 6. Welke richtingscoëfficiënt heeft deze

rechte lijn?

De grafiek is een rechte lijn door (0,-6) en (1,2). De richtingscoëfficiënt is 4.

d Teken snel een grafiek bij de formule 𝑦 = 5−𝑥. Welke richtingscoëfficiënt heeft deze rechte

lijn?

De grafiek is een rechte lijn door (0,5) en (1,4). De richtingscoëfficiënt is -1.

e Hoe kun je aan de richtingscoëfficiënt zien of de grafiek daalt of stijgt?

De grafiek stijgt als de richtingscoëfficiënt positief is en daalt als hij negatief is.

f Hoe ziet de grafiek er uit als de richtingscoëfficiënt 0 is? Geef een voorbeeld van een formule

waarin dit zo is.

De grafiek is dan een rechte lijn evenwijdig aan de 𝑥-as. Bijvoorbeeld 𝑦 = 4 is een

formule waarbij de richtingscoëfficiënt 0 is.

Opgave 2

Je ziet in de Uitleg ook de formule 2𝑥 + 3𝑦 = 6.

a Laat zien hoe je deze formule kunt herleiden tot 𝑦 = -
2
3𝑥 + 2.

Eerst beide zijden −2𝑥 en je krijgt 3𝑦 = -2𝑥 + 6. Vervolgens beide zijden door 3 delen

en klaar...

b Teken snel een grafiek bij deze formule.

De grafiek is een rechte lijn door (0,2) en (3,0).

c Herleid de formule 3𝑥 + 4𝑦 = 6 tot 𝑦 een lineaire functie is van 𝑥.

𝑦 = -0,75𝑥 + 1,5

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=explanation&num=
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d Teken snel een grafiek bij de formule uit c. Welke richtingscoëfficiënt heeft deze rechte lijn?

De grafiek is een rechte lijn door (0; 1,5) en (2,0). De richtingscoëfficiënt is -0,75.

e Bereken de richtingscoëfficiënt van de rechte lijn die hoort bij de formule 𝑥− 2𝑦 = 10.

Schrijf eerst 𝑦 als functie van 𝑥: 𝑦 = 0,5𝑥 − 5. De richtingscoëfficiënt is 0,5.

Opgave 3

Bekijk Voorbeeld 1 en werk met de applet.

a Stel de juiste waarde van 𝑎 en 𝑏 in en maak de grafiek van 𝑦 = 2𝑥+ 1.

Doen.

b Waarom weet je zeker dat de grafiek van 𝑦 = 2𝑥+ 1 door (0,1) gaat?

Als je 𝑥 = 0 invult in de formule krijg je 𝑦 = 1.

c Het punt (100,201) ligt op deze lijn. Ga dat na en bereken met behulp van de richtingscoëf­

ficiënt van de lijn het punt dat hoort bij 𝑥 = 101.

Als je 𝑥 = 100 invult in de formule krijg je 𝑦 = 201. Ga je naar 𝑥 = 101, dan neemt de

𝑦-waarde met 2 toe en die wordt dus 𝑦 = 203.

Opgave 4

Teken de grafieken van de volgende lineaire functies. Controleer je antwoorden met behulp

van de applet.

• 𝑦1 = 𝑥− 3
• 𝑦2 = -0,5𝑥
• 𝑦3 = -𝑥+ 1
• 𝑦4 = 5 − 2𝑥
• 𝑦5 = 3

Doen. Let op: eerst zelf tekenen en achteraf pas controleren!

Eventueel kun je dit samen met een medeleerling nog meer oefenen door elkaar line­

aire functies op te geven.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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Opgave 5

Schrijf de volgende formules zo, dat 𝑦 een functie is van 𝑥. In welke gevallen is er sprake

van een lineaire functie? Schrijf dan het hellingsgetal van de bijbehorende rechte lijn op.

a 𝑥+𝑦 = 1

Dit wordt 𝑦 = -𝑥+1. Het is een lineaire functie en het hellingsgetal van de bijbehorende

rechte lijn is -1.

b 2𝑥 − 3𝑦 = −2

Dit wordt 𝑦 = 2
3𝑥+

2
3. Het is een lineaire functie en het hellingsgetal van de bijbehorende

rechte lijn is
2
3.

c 𝑥 ⋅ 𝑦 = 6

Dit wordt 𝑦 = 6⁄𝑥. Het is geen lineaire functie.

d 𝑦⁄𝑥 = 1

Dit wordt 𝑦 = 𝑥. Het is een lineaire functie en het hellingsgetal van de bijbehorende

rechte lijn is 1, maar er is wel een bijzonderheid: in de gegeven formule mag je 𝑥 = 0
niet invullen. De grafiek is dus een rechte lijn met een opening bij 𝑥 = 0.

Opgave 6

Laat zien, dat elke formule van de vorm 𝑝𝑥+𝑞𝑦 = 𝑟 kan worden herleid tot een vorm waarin

𝑦 een lineaire functie is van 𝑥. Bepaal de richtingscoëfficiënt van de bijbehorende rechte

lijn.

Eerst aan beide zijden 𝑝𝑥 aftrekken en je vindt 𝑞𝑦 = -𝑝𝑥 + 𝑟. Nu beide zijden delen

door 𝑞 en je krijgt de gewenste vorm: 𝑦 = -
𝑝
𝑞𝑥 +

𝑟
𝑞. (Je ziet dat 𝑞 ≠ 0 moet zijn.)

De richtingscoëfficiënt van de bijbehorende rechte lijn is -
𝑝
𝑞.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
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Opgave 7

In de vorige opgave heb je de formule 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 = 𝑟 herleid tot een lineaire functie van de

vorm 𝑦 = .... Dit lukt alleen als 𝑞 ≠ 0.

a Waarom is dat zo?

Omdat je moet delen door 𝑞 en delen door 0 mag niet.

b Neem 𝑝 = 1, 𝑞 = 0 en 𝑟 = 2. Welke formule krijg je? Welke punten in het assenstelsel

voldoen aan deze formule?

𝑥 = 2
Alle punten met 𝑥-waarde 2 voldoen aan deze formule. Dat zijn bijvoorbeeld (2,0), (2,1),
(2,100), (2,-40) en dergelijke.

c Leg uit waarom bij een formule zoals 𝑥 = 5,2 een verticale lijn hoort. En waarom is hier geen

sprake van een lineaire functie?

Alle punten van de vorm (5,2;𝑦) voldoen aan deze formule. Die punten liggen op een

verticale lijn.

Omdat de formule niet in de vorm 𝑦 = ... kan worden geschreven is er geen sprake van

een functie.

d Leg uit waarom bij een formule zoals 𝑦 = 5,2 een horizontale lijn hoort. En waarom is hier

wel sprake van een lineaire functie?

Alle punten van de vorm (𝑥; 5,2) voldoen aan deze formule. Die punten liggen op een

horizontale lijn.

Omdat de formule de vorm 𝑦 = ... heeft is dit wel een lineaire functie.

Opgave 8

Gegeven zijn de lineaire functies 𝑦 = 𝑎𝑥+ 6.

Voor welke waarde van de parameter 𝑎 gaat de grafiek door het punt (3,5)?

Vul 𝑥 = 3 en 𝑦 = 5 in de gegeven formule in. Je vindt: 5 = 𝑎 ⋅ 3 + 6.

Dit levert op: 3𝑎 = 1 en dus 𝑎 = 1
3.

Met de applet in het Voorbeeld 3 kun je de waarde van 𝑎 benaderen.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=3
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Opgave 9

De punten 𝐴(2,5), 𝐵(6,5), 𝐶(6,8) en 𝐷(2,8) vormen een rechthoek. De functies 𝑦 = 𝑎𝑥+1
hebben als grafiek een rechte lijn.

Voor welke waarden van de parameter 𝑎 gaat de grafiek door een zijde en/of een hoekpunt

van rechthoek 𝐴𝐵𝐶𝐷?

Alle rechte lijnen bij de formule 𝑦 = 𝑎𝑥 + 1 gaan door het punt (0,1). Het variëren van

𝑎 betekent dat de lijn gaat draaien om dit punt.

De lijn heeft dan één met de rechthoek gemeen als hij door 𝐵 of door 𝐷 gaat. De

coördinaten van die punten invullen en de formule geeft: 𝑎 = 0,2 en 𝑎 = 3,5. Voor alle

waarden van 𝑎 vanaf 0,2 en tot en met 3,5 geldt dat de grafiek minstens één punt met

de rechthoek gemeen heeft. Antwoord: 0,2 ≤ 𝑎 ≤ 3,5.

Verwerken

Opgave 10

Vier lineaire functies zijn gegeven door 𝑦1 = 2𝑥 + 1, 𝑦2 = -2𝑥 + 1, 𝑦3 = 2𝑥 + 5 en 𝑦4 =
-0,5𝑥 + 5.

a Teken de vier bijbehorende rechte lijnen in één assenstelsel.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

De rechte lijn bij 𝑦1 gaat door (0,1) en (1,3).
De rechte lijn bij 𝑦2 gaat door (0,1) en (1, -1).
De rechte lijn bij 𝑦1 gaat door (0,5) en (1,7).
De rechte lijn bij 𝑦1 gaat door (0,5) en (2,4).

b Bij welke van deze lineaire functies hoort een rechte lijn die evenwijdig loopt met die van

𝑦1 = 2𝑥+ 1? Hoe kun je dat aan de formule zien?

Dat geldt voor 𝑦3 = 2𝑥 + 5. Aan de formules zie je dit omdat de richtingscoëfficiënten

gelijk zijn, allebei 2.

c Wat valt op aan de twee lijnen die horen bij 𝑦3 en 𝑦4?

Die twee lijnen staan loodrecht op elkaar.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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Opgave 11

In mijnen geldt als vuistregel dat de temperatuur 0,025 °C

stijgt voor elke meter die je in de mijn afdaalt. Op een be­

paald moment is de buitentemperatuur bij de ingang van een

mijnschacht 20 °C.

a Welke temperatuur verwacht je dan op een diepte van

300 meter?

20 + 300 ⋅ 0,025 = 27,5 °C.

b Stel bij de buitentemperatuur van 20 °C een formule op voor 𝑇 (de temperatuur in de mijn

in °C) afhankelijk van 𝑑 (de diepte in meters).

𝑇 = 20 + 0,025𝑑

c Een mijnwerker meet op dat moment een temperatuur van 34,3 °C. Hoe diep zit hij?

20 + 0,025𝑑 = 34,3 betekent 0,025𝑑 = 14,3 en dus 𝑑 = 572 m. Hij zal dus ongeveer

572 m diep zitten.

Op een ander tijdstip meet een mijnwerker die op 684 meter diepte zit een temperatuur

37,8 °C.

d Hoeveel bedraagt op dat tijdstip de buitentemperatuur?

𝑏+ 0,025 ⋅ 684 = 37,8 geeft 𝑏 = 20,7 °C.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
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Opgave 12

Bij de lijnen 𝑙, 𝑚 en 𝑛 horen de formules:

• bij 𝑙: 4𝑥 + 6𝑦 = 21;

• bij 𝑚: 𝑥− 7𝑦− 70 = 0;

• bij 𝑛: 5𝑥 − 4𝑦+ 25 = 75.

Bereken van elk van deze lijnen de richtingscoëfficiënt en teken ze in één assenstelsel.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

Je schrijft deze drie lijnen zo, dat 𝑦 een lineaire functie is van 𝑥:

• bij 𝑙: 𝑦 = -
2
3𝑥 + 3

1
2, dus de r.c. is -

2
3;

• bij 𝑚: 𝑦 = 1
7𝑥 − 10, dus de r.c. is

1
7;

• bij 𝑛: 𝑦 = -1,25𝑥 + 12,5, dus de r.c. is -1,25.

Nu kun je de grafieken wel tekenen...

Opgave 13

Een kaars met een lengte van 40 cm brandt elk uur nadat hij is aangestoken 0,125 cm op.

De lengte 𝐿 (in cm) van deze kaars hangt af van de brandtijd 𝑡 (in uur).

a Welke formule geldt voor 𝐿 afhankelijk van 𝑡? Waarom is hier sprake van een lineaire func­

tie?

𝐿 = 40 − 0,125𝑡 is een lineaire functie van 𝑡. Dat dit zo is, komt door de aanname dat

de kaars elk uur 0,125 uur opbrandt.

b Welke vergelijking hoort er bij de vraag: “Na hoeveel uur is de kaars opgebrand?”?

40 − 0,125𝑡 = 0

c Los deze vergelijking op en geef antwoord op de bij b gestelde vraag.

Je vindt 𝑡 = 320 uur, dus na 320 uur is deze kaars op.

Opgave 14

Door de formule 𝑦 = 2𝑥+ 𝑏 is een hele serie lineaire functies gegeven.

a Als 𝑏 = 5 krijg je één van die functies. Teken de bijbehorende grafiek.

De grafiek is een rechte lijn door (0,5) en (2,9).

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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b Voor welke waarde van de parameter 𝑏 gaat de grafiek door het punt (7,12)?

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 3.

2 ⋅ 7 + 𝑏 = 12 geeft 𝑏 = -2.

c Voor welke waarde van de parameter 𝑏 is (12,0) het snijpunt van de grafiek met de 𝑥-as?

2 ⋅ 12 + 𝑏 = 0 geeft 𝑏 = -24.

Opgave 15

Door de formule 𝑦 = 𝑎𝑥+ 10 is een hele serie lineaire functies gegeven.

a Door welk punt gaan alle grafieken van deze functies?

Door (0,10).

b Voor welke waarde van de parameter 𝑎 gaat de grafiek door het punt (7,12)?

𝑎 ⋅ 7 + 10 = 12 geeft 𝑎 = 2
7.

c Voor welke waarde van de parameter 𝑎 is zo'n functie evenwijdig met de lijn die hoort bij

de formule 𝑥+ 2𝑦 = 4?

De formule 𝑥 + 2𝑦 = 4 kun je herleiden tot 𝑦 = -0,5𝑥 + 2. Alleen als 𝑎 = -0,5 zijn beide

lijnen evenwijdig.

Toepassen

Ieder huishouden verbruikt energie. Meestal betreft dat gas

en elektra. De prijs daarvoor hangt natuurlijk af van de le­

verancier en bestaat uit twee gedeelten: een prijs voor het

verbruik en een vaste leveringsprijs, die het vastrecht wordt

genoemd. In huis heb je meters die het verbruik registreren.

Hiernaast zie je een elektriciteitsmeter.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=3
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Bij een bepaalde energieleverancier betaal je bijvoorbeeld:

• voor het verbruik van gas:

een vastrecht van € 45,00 per jaar en daar boven op € 0,38 per verbruikte m3

• voor het verbruik van elektriciteit:

een vastrecht van € 52,00 per jaar en daar boven op € 0,07 per verbruikte kWh (kilo­

Wattuur)

Opgave 16: Energieverbruik

Hierboven vind je enkele gegevens over de kosten voor het energieverbruik van huishou­

dens.

a Een gemiddeld vierpersoons huishouden verbruikt ongeveer 1950 m3 gas per jaar. Hoeveel

moeten ze daarvoor bij deze leverancier betalen?

45 + 1950 ⋅ 0,38 = 756 euro.

b Een gemiddeld vierpersoons huishouden verbruikt ongeveer 4800 kWh elektriciteit per jaar.

Hoeveel moeten ze daarvoor bij deze leverancier betalen?

52 + 4800 ⋅ 0,07 = 388 euro.

c Leid uit de tekst een formule af voor de kosten 𝐾𝑔 per jaar afhankelijk van het aantal

verbruikte m3 gas 𝑔. Leid ook een formule af voor de kosten 𝐾𝑒 per jaar afhankelijk van

het aantal verbruikte kWh elektriciteit 𝑒.

𝐾𝑔 = 45 + 0,38𝑔 en 𝐾𝑒 = 52 + 0,07𝑒

Jordi woont op een studentenkamer en verbruikt jaarlijks ongeveer 430m3 gas en 1100 kWh

elektriciteit. Zijn vriendin Amira heeft een eigen appartement en verbruikt jaarlijks ongeveer

680m3 gas en 1600 kWh elektriciteit. Jordi trekt bij Amira in. Hun gezamenlijk verbruik is nu

ongeveer 760 m3 gas en 1840 kWh elektriciteit. Ze zijn allebei bij deze energieleverancier.

d Zijn ze nu goedkoper uit?

Jordi alleen is € 337,40 per jaar kwijt en Amira alleen is € 467,40 per jaar kwijt. Samen

zijn ze € 514,60 per jaar aan energiekosten kwijt. Ze besparen dus € 290,20 per jaar.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
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Opgave 17: Waterverbruik

Bij een bepaalde waterleidingmaatschappij betaal je € 1,20 per kubieke meter water. Daar­

naast betaal je ook een bedrag voor vaste lasten zoals administratie en onderhoud van de

leidingen. Die vaste lasten bedragen bij deze maatschappij € 40,00 per jaar.

a Je verbruikt per jaar 𝑎 m3 water. Waarom zijn de kosten voor het waterverbruik exclusief de

vaste lasten recht evenredig met 𝑎?

Als je de vaste lasten niet meetelt, dan betaal je bij een twee keer zo groot verbruik

ook twee keer zoveel.

b Welke formule geldt voor de totale jaarlijkse kosten voor het waterverbruik 𝐾 inclusief de

vaste lasten?

𝐾 = 40+ 1,20𝑎

c Iemand moet over 2010 voor het waterverbruik € 810,40 betalen. Hoeveel m3 water heeft

hij dat jaar verbruikt.

Los de bijbehorende vergelijking op. Je vindt een waterverbruik van 642 m3.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr12&repo=m4a2015
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4.3 Het hellingsgetal

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2Voorbeeld 3

Verkennen

Opgave V1

In de gemeente Overdal wordt maximaal 48 weken per jaar

het huisvuil opgehaald. In elke zwarte vuilcontainer zit een

chip die er voor zorgt dat elke leging geregistreerd wordt. De

gemeente stuurt dan op het eind van het jaar een rekening.

Als je iedere week de zwarte container laat legen moet je na

een jaar € 381,60 betalen. Hiernaast zie je een grafiek waarin

de kosten zijn uitgezet tegen het aantal weken.

a Bij de grafiek hoort een formule van de vorm 𝐾 = 𝑎⋅𝑥 waarin

𝑎 een constante is. Waarom is dat?

De grafiek is een rechte lijn door (0,0) en door

(48; 381,60). Er is daarom sprake van een recht evenredig verband.

b Bereken de waarde van de evenredigheidsconstante 𝑎 die bij deze grafiek past.

Dit kun je bijvoorbeeld doen door 𝑥 = 48 en 𝐾 = 381,60 in te vullen in de formule. Je

vindt 𝑎 = 7,95

Opgave V2

In de gemeente Vijfhouten worden de kosten voor het ophalen van de zwarte vuilcontai­

ners anders berekend. Elk gezin betaalt per jaar € 103,20 plus een vast bedrag voor elke

geleegde zwarte container. Als je iedere week de container laat legen moet je na een jaar,

net als in Overdal, € 381,60 betalen.

a Teken de grafiek van de jaarlijkse kosten 𝐾 in euro afhankelijk van het aantal weken 𝑥 dat

de zwarte container wordt geleegd.
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b De grafiek is een rechte lijn, dus er hoort een formule bij van de vorm 𝐾 = 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏. Welke

waarde heeft 𝑏.

𝑏 = 103,20

c Hoe kun je de waarde van de richtingscoëfficiënt 𝑎 bepalen?

Je vindt (als je weet hoe) dat 𝑎 = 5,80. Bekijk verder de.

Theorie

Opgave 1

In de Uitleg zie je hoe je het hellingsgetal berekent als je van een rechte lijn twee punten

weet.

In een andere gemeente wordt hetzelfde systeem gehanteerd als in de gemeente Vijfhou­

ten, alleen met andere bedragen. Daar betaalt de familie Arends in 2011 € 277,50 en daar­

voor hebben ze de zwarte container 34 keer laten legen. Hun buren hebben nog twee op­

groeiende kinderen en moesten hun zwarte container 42 keer laten legen. Zij betaalden dat

jaar € 327,50.

a Hoeveel keer extra werd de zwarte container van de buren geleegd?

42 − 34 = 8 keer.

b Hoeveel moesten de buren meer betalen?

327,50 − 277,50 = 50 euro.

c Hoeveel kost in deze gemeente dus het legen van de zwarte container per keer?

50 − 8 = 6,25 euro.

Ook in deze gemeente geldt een formule van de vorm 𝐾 = 𝑎𝑥+ 𝑏.

d Welke waarde heeft de richtingscoëfficiënt 𝑎?

𝑎 = 6,25

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&repo=m4a2015
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e Door welke twee punten gaat de rechte lijn die bij deze formule hoort? Hoe kun je vanuit

die twee punten in één keer de richtingscoëfficiënt berekenen?

(34; 277,50) en (42; 327,50).
Hieruit vind je 𝑎 = 327,50−277,50

42−34 = 50
8 = 6,25.

f Je hebt nu gevonden dat de formule er uit ziet als 𝐾 = 6,25𝑥 + 𝑏. Hoe vind je de waarde

van 𝑏?

Eén van de twee punten waar de grafiek door gaat is (34; 277,50). Dus je kunt 𝑥 = 34
en 𝑦 = 277,50 in de formule invullen. Dan krijg je 277,50 = 6,25 ⋅ 34+𝑏, zodat 𝑏 = 65.

Opgave 2

De grafiek van een rechte lijn gaat door 𝐴(3,5) en 𝐵(7,11). De bijbehorende formule heeft

de vorm 𝑦 = 𝑎𝑥+ 𝑏.

a Hoeveel neemt de waarde van 𝑥 toe tussen beide punten?

7 − 3 = 4

b Hoeveel neemt de waarde van 𝑦 toe tussen beide punten?

11 − 5 = 6 euro.

c Hoeveel neemt de waarde van 𝑦 toe als 𝑥 met 1 wordt verhoogd?

Met 6⁄4 = 1,5.

Je hebt de waarde van de richtingscoëfficiënt 𝑎 berekend.

d Hoe ziet de formule er nu uit?

𝑦 = 1,5𝑥 + 𝑏

e Bereken de waarde van 𝑏.

Eén van de twee punten waar de grafiek door gaat is (3,5). Dus je kunt 𝑥 = 3 en 𝑦 = 5
in de formule invullen. Dan krijg je 5 = 1,5 ⋅ 3 + 𝑏, zodat 𝑏 = 0,5.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&repo=m4a2015
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f Schrijf tenslotte de complete formule op die bij deze lijn past.

𝑦 = 1,5𝑥 + 0,5.

g Kun je je antwoord nog controleren?

Ja, op verschillende manieren. Bijvoorbeeld door na te gaan dat het andere punt (7,11)
ook aan de formule voldoet. En ook door de bekijken of de rechte lijn door deze twee

punten wel door (0; 0,5) gaat.

Opgave 3

Bekijk Voorbeeld 1 en werk met de applet.

a Stel zelf de vergelijking op van de lijn door de punten𝐴(0,1) en 𝐵(1,4) zonder het antwoord

bij het voorbeeld te bekijken.

Vergelijk jouw antwoord met het voorbeeld.

b Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴(0,5) en 𝐵(1,3).

Je vindt 𝑦 = -2𝑥 + 5.

c Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴(0,-2) en 𝐵(1,0).

Je vindt 𝑦 = 2𝑥− 2.

d Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴(1,2) en 𝐵(2,4).

Je vindt 𝑦 = 2𝑥.

e Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴(1,2) en 𝐵(2,5).

Je vindt 𝑦 = 3𝑥− 1.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=1
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f Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴(3,6) en 𝐵(4,1).

Je vindt 𝑦 = -5𝑥 + 21.

Opgave 4

1

y

x1O

l

m

n

p

q

Bekijk de rechte lijnen in de grafiek hiernaast. Elke rechte lijn

is de grafiek van een lineaire functie.

Geef de bijbehorende formules.

Zoek op elke lijn twee punten waarvan de 𝑥-waarden 1
verschillen. Je kunt dan het hellingsgetal aflezen door

vast te stellen hoeveel hun 𝑦-waarden verschillen.

𝑙 : 𝑦 = 𝑥+ 2
𝑚 : 𝑦 = -2𝑥 + 2
𝑛 : 𝑦 = -3𝑥 + 7
𝑝 : 𝑦 = 4
𝑞 : 𝑦 = -0,5𝑥 + 2,5

Opgave 5

Bekijk Voorbeeld 2 en werk met de applet.

a Stel zelf de vergelijking op van de lijn door de punten𝐴(1,2) en 𝐵(4,4) zonder het antwoord

bij het voorbeeld te bekijken.

Het hellingsgetal is 𝑎 = 4−2
4−1 =

2
3.

De juiste waarde van 𝑏 bereken je door in de formule 𝑦 = 2
3𝑥+𝑏 bijvoorbeeld 𝑥 = 1 en

𝑦 = 2 (de coördinaten van punt 𝐴) in te vullen. Maar je kunt dit ook doen door met het

hellingsgetal steeds door te tellen tot je op de verticale as uitkomt.

b Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴(1,2) en 𝐵(5,7).

Het hellingsgetal is 𝑎 = 7−2
5−1 =

5
4 = 1,25.

𝑏 bereken je door één van beide punten in te vullen in 𝑦 = 1,25𝑥 + 𝑏.

Je vindt 𝑦 = 1,25𝑥 + 0,75.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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c Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴(-2,6) en 𝐵(1,0).

Je vindt 𝑦 = -2𝑥 + 2.

d Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴(-2,6) en 𝐵(4,3).

Je vindt 𝑦 = -0,5𝑥 + 5.

e Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴(-3,-3) en 𝐵(4,1).

Je vindt 𝑦 = 4
7𝑥 − 1

4
7.

f Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴(2,0) en 𝐵(0,3).

Je vindt 𝑦 = -
2
3𝑥 + 3.

Opgave 6

Bij een lineaire functie hoort bij 𝑥 = -3 de uitkomst -40 en bij 𝑥 = 2 de uitkomst 10.

Stel de bijbehorende formule op.

Het hellingsgetal is 𝑎 = 10−-40
2−-3 = 10, dus de formule heeft de vorm 𝑦 = 10𝑥 + 𝑏.

Vul nu de coördinaten van (bijvoorbeeld) punt (2,10) in en je vindt 𝑏 = -10.

De gezochte formule wordt 𝑦 = 10𝑥 − 10.

Opgave 7

Bij het Practicum kun je telkens twee nieuwe lijnen maken door de vier gegeven punten

te verplaatsen. Je ziet dan van beide lijnen de formule. Je kunt jezelf of elkaar oefenen door

die na te rekenen. Je kunt ook lijnen met een gegeven formule maken door de punten op

de juiste plek te zetten.

a Oefen met een medeleerling.

Doen.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&repo=m4a2015
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b Als je punten 𝐴 recht onder punt 𝐵(4,4) zet, is de lijn door beide punten evenwijdig aan de

𝑦-as. Welke formule hoort er bij zo'n lijn? Kun je dat verklaren?

Je vindt dan de formule 𝑥 = 4 omdat de lijn bestaat uit alle punten met een 𝑥-waarde

van 4.

Bij zo'n soort lijn hoort geen lineaire functie, want je kunt in deze gevallen geen hel­

lingsgetal berekenen.

c Bij welke lijnen horen formules van de vorm 𝑦 = 𝑏? Kun je dat verklaren?

Dan krijg je lijnen evenwijdig aan de 𝑥-as omdat het hellingsgetal dan 0 is.

Opgave 8

Lijn 𝑘 gaat door het punt (2,24) en is evenwijdig met de lijn 𝑙. Bij lijn 𝑙 hoort de formule

𝑦 = -𝑥.

Welke formule hoort bij lijn 𝑘?

De formule bij lijn 𝑘 heeft de vorm𝑦 = -𝑥+𝑏. Coördinaten van het punt waar 𝑘 doorheen

gaat invullen geeft 24 = -2 + 𝑏, dus 𝑏 = 26.

De gevraagde formule is 𝑦 = -𝑥+ 26.

Opgave 9

Lijn 𝑘 gaat door het punt (-3,20) en is evenwijdig met de lijn 𝑙 door de punten (4,5) en

(12,15).

Welke formule hoort bij lijn 𝑘?

Het hellingsgetal van lijn 𝑙 is 𝑎 = 15−5
12−4 = 1,25.

Lijn 𝑘 heeft dezelfde richtingscoëfficiënt, dus de formule bij lijn 𝑘 heeft de vorm 𝑦 =
1,25𝑥 + 𝑏. Coördinaten van het punt waar 𝑘 doorheen gaat invullen geeft 20 = 1,25 ⋅
-3 + 𝑏, dus 𝑏 = 23,75.

De gevraagde formule is 𝑦 = 1,25𝑥 + 23,75.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&repo=m4a2015
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Verwerken

Opgave 10

De Chinese munteenheid is de yuan. Je weet wel dat er iets meer dan acht yuan in een

euro gaan, maar de precieze koers schommelt nogal. Bovendien rekent een bank in China

als je euro's inwisselt voor yuan waarschijnlijk nog bepaalde omrekenkosten. Op zekere dag

betaal je in Beijing voor 100 yuan € 85,00 en later betaal je voor 50 yuan € 43,75. Ga er

van uit dat de wisselkoers niet is veranderd intussen.

a Hoeveel euro kost elke yuan?

85−43,75
100−50 = 0,825

b Hoeveel bankkosten betaal je elke keer als je yuan koopt?

€ 2,50

Het bedrag 𝐸 in euro dat je betaalt voor 𝑌 yuan kun je met een lineaire formule berekenen.

Ga uit van een constante wisselkoers.

c Stel die formule op.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

𝐸 = 0,825𝑌+ 2,50

d Hoeveel kosten je 250 yuan?

250 × 0,825 + 2,50 = 208,75 euro.

Opgave 11

Stel in de volgende gevallen een formule op bij de beschreven lijn.

a De lijn heeft een hellingsgetal van 4 en gaat door het punt (0,6).

𝑦 = 4𝑥+ 6

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&repo=m4a2015
https://nl.wikipedia.org/wiki/Chinese_renminbi
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b De lijn gaat door de punten 𝐴(0,31) en 𝐵(2,15).

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2.

𝑦 = -8𝑥 + 31

c De lijn gaat door de punten 𝐴(6,2) en 𝐵(12,-1).

𝑦 = -0,5𝑥 + 5

d De lijn gaat door de punten 𝐴(0,10) en 𝐵(7,0).

𝑦 = -
10
7 𝑥 + 10

Opgave 12

Gegeven is de formule 6𝑥 − 2𝑦 = 15.

a Laat zien dat 𝑦 een lineaire functie is van 𝑥.

Je kunt de formule herleiden tot 𝑦 = 3𝑥− 7,5.

Er is een andere lineaire functie waarvan de grafiek door het punt (4,0) gaat en evenwijdig

loopt met die van 6𝑥 − 2𝑦 = 15.

b Stel van deze lineaire functie een formule op.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 3.

𝑦 = 3𝑥− 12

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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Opgave 13

tijdstip 𝑡 in uur 0 3 5 9

lengte 𝐿 in cm 43 38,5 35,5 25,5

Deze tabel laat zien hoe een kaars opbrandt. Op een

aantal tijdstippen is de lengte van de kaars gemeten

in halve cm nauwkeurig. Teken je hierbij een grafiek

dan lijken de punten op een rechte lijn te liggen. Het

lijkt er daarom op dat 𝐿 een lineaire functie is van 𝑡. Maar hoe weet je dat zeker?

a Neem aan dat𝐿 een lineaire functie is van 𝑡 en stel met behulp van de eerste twee gegevens

uit de tabel een daarbij passende formule op.

Je vindt 𝐿 = -1,5𝑡 + 43.

b Ga na, dat ook de andere twee gegevens in de tabel aan de gevonden formule voldoen.

Substitueer zowel 𝑡 = 5 en 𝐿 = 35,5 als 𝑡 = 9 en 𝐿 = 25,5 in de formule. In beide

gevallen krijg je ware uitdrukkingen.

c Waarom kun je nu wel zeggen dat de gegevens in de tabel bij een lineaire functie horen,

maar kun je nog steeds niet zeggen dat 𝐿 een lineaire functie is van 𝑡?

Omdat je geen andere gegevens hebt weet je niet zeker wat er verder tussentijds ge­

beurt. En dus ook niet of de kaars voortdurend gelijkmatig opbrandt.

Opgave 14

In een binnenvaartschip wordt grind gestort. Bij een lading van 200 ton is de diepgang

2,25 m en bij een lading van 600 ton is de diepgang 3,75 m. Bij een diepgang van 5,25 m

is het schip volgeladen.

De diepgang 𝐷 van dit schip in m is een lineaire functie van het gewicht van de lading 𝐿 in

ton.

a Stel een daarbij passende formule op.

Het hellingsgetal is
3,75−2,25
600−200 = 0,00375.

Je vindt 𝐷 = 0,00375𝐿+ 1,50.

b Welke diepgang heeft het lege schip?

𝐿 = 0 geeft 𝐷 = 1,50 m.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr13&repo=m4a2015


FUNCTIES EN GRAFIEKEN � LINEAIRE VERBANDEN � HET HELLINGSGETAL

WISKUNDE EERSTE FASE VWO HOE HOGER, DES TE KOUDER 243

Het schip moet door een vaargeul met een diepte van 5 m. Voor de veiligheid moet er

minstens 1 m water onder het schip overblijven.

c Hoeveel ton grind mag dit schip maximaal laden? Rond je antwoord af op gehele tonnen.

Je kunt bijvoorbeeld de vergelijking 0,00375𝐿 + 1,50 = 4 oplossen. Er kan maximaal

666 ton grind in.

Toepassen

Een belangrijke toepassing van formules bij lijnen is de vlakke

meetkunde. Je vat dan een lijn niet zozeer op als de grafiek van

een lineaire functie, maar als meetkundig object. En je spreekt niet

van een formule bij een lijn, maar van de vergelijking van een

lijn. In dat geval moet je ook een gelijke schaalverdeling op beide

coördinaatassen hebben!

In de meetkunde kun je de vorm 𝑦 = 𝑎𝑥+𝑏 wel gebruiken voor de

vergelijking van een lijn in een 𝑂𝑥𝑦-assenstelsel, maar op die ma­

nier kun je geen lijnen evenwijdig aan de 𝑦-as beschrijven. Daarom

wordt vaak de vorm 𝑎𝑥+𝑏𝑦 = 𝑐 gebruikt. Denk er om dat in deze laatste vergelijking 𝑎 niet

de richtingscoëfficiënt van de lijn is!

Wat je in deze paragraaf hebt geleerd is het opstellen van een vergelijking van een lijn door

twee gegeven punten. Daarmee kun je bijvoorbeeld nagaan of drie punten op een rechte

lijn liggen, of lijnen evenwijdig zijn, of lijnen loodrecht op elkaar staan.

Opgave 15: Drie punten op één lijn

Hierboven kun je lezen wat de vergelijking van een lijn is.

Je wilt onderzoeken of de drie punten 𝑂(0,0), 𝐴(30,12) en 𝐵(50,19) op één lijn liggen.

a Stel een vergelijking op van de lijn door 𝑂 en 𝐴.

𝑦 = 0,4𝑥

b Onderzoek nu of 𝐵 op deze lijn ligt.

Nee, want 19 ≠ 0,4 ⋅ 50.
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c Onderzoek of de punten 𝐴, 𝐵 en 𝐶(90,33) op één lijn liggen.

Stel eerst een vergelijking op van een lijn door bijvoorbeeld 𝐴 en 𝐵. Ga vervolgens na

of 𝐶 aan die vergelijking voldoet. Dit blijkt te kloppen dus ja, deze punten liggen op

één lijn.

Opgave 16: Lijnen door punten op de assen

Als van een lijn het snijpunt met de 𝑥-as en het snijpunt met de 𝑦-as bekend zijn, kun je

snel een vergelijking opstellen.

Neem de lijn door 𝐴(3,0) en 𝐵(0,2).

a Stel een vergelijking op van de lijn door 𝐴 en 𝐵.

𝑦 = -
2
3𝑥 + 2

b Laat zien dat deze vergelijking te schrijven is als
𝑥
3 +

𝑦
2 = 1.

𝑦 = -
2
3𝑥 + 2 wordt 2𝑥 + 3𝑦 = 6 en

𝑥
3 +

𝑦
2 = 1.

Neem nu aan dat de lijn door 𝐴(𝑎,0) en 𝐵(0,𝑏) met zowel 𝑎 als 𝑏 ongelijk aan 0.

c Laat zien dat de vergelijking van deze lijn te schrijven is als
𝑥
𝑎 +

𝑦
𝑏 = 1.

Nu moet je met letters rekenen. Eerst krijg je 𝑦 = -
𝑏
𝑎𝑥 + 𝑏. En dit kun je dan herleiden

tot de juiste vorm.

d Van welke lijnen kun je niet een formule zoals die in c opstellen?

Van lijnen door de oorsprong. En ook niet van lijnen evenwijdig aan de assen, want 𝑎
en 𝑏 mogen beide niet 0 zijn.
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Opgave 17: Evenwijdige en loodrechte lijnen

Je weet dat lijnen met dezelfde richtingscoëfficiënt evenwijdig zijn. Dat betekent dat je kunt

nagaan of een figuur een parallellogram is door hem in een assenstelsel te plaatsen en na

te gaan of er bij de lijnen door de hoekpunten sprake is van gelijke richtingscoëfficiënten.

Neem bijvoorbeeld vierhoek 𝐴𝐵𝐶𝐷 met 𝐴(10,20), 𝐵(16,23), 𝐶(12,30) en 𝐷(18,53).

a Laat met behulp van richtingscoëfficiënten zien dat de zijden 𝐴𝐵 en 𝐶𝐷 evenwijdig zijn.

De richtingscoëfficiënt van 𝐴𝐵 is 0,5 en die van 𝐶𝐷 ook.

b Om aan te tonen dat deze vierhoek een parallellogram is, moet je nu laten zien dat ook het

andere paar zijden evenwijdig is. Laat zien hoe je dat doet.

De richtingscoëfficiënt van 𝐴𝐶 is 5 en die van 𝐵𝐷 ook.

Stel je nu eens voor dat je in een 𝑂𝑥𝑦-assenstelsel een lijn hebt met richtingscoëfficiënt 3
die door 𝐴(0,2) gaat.

c Welke vergelijking heeft deze lijn? Waarom gaat hij ook door het punt 𝐵(1,5)?

Vergelijking 𝑦 = 3𝑥 + 2. Het punt (1,5) volgt uit het gegeven punt 𝐴 omdat bij een

toename van 𝑥 met 1 de 𝑦-waarde precies met de richtingscoëfficiënt toeneemt.

d Pas een draaiing toe met centrum 𝑂 en draaihoek 90∘. Teken de beeldpunten van 𝐴 en 𝐵
en teken de lijn door die beeldpunten.

Doen. De beeldpunten worden 𝐴′(-2,0) en 𝐵′(-5,1).

e Welke richtingscoëfficiënt heeft de lijn door beide beeldpunten?

-
1
3
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Stel je voor dat je in een 𝑂𝑥𝑦-assenstelsel een lijn hebt met richtingscoëfficiënt 𝑝 die door

𝐴(0,𝑞) gaat.

f Welke vergelijking heeft deze lijn? Waarom gaat hij ook door het punt 𝐵(1,𝑝 + 𝑞)?

Vergelijking 𝑦 = 𝑝𝑥+𝑞. Het punt (1,𝑝 + 𝑞) volgt uit het gegeven punt 𝐴 omdat bij een

toename van 𝑥 met 1 de 𝑦-waarde precies met de richtingscoëfficiënt toeneemt.

g Pas een draaiing toe met centrum 𝑂 en draaihoek 90∘. Welke richtingscoëfficiënt heeft de

nieuwe lijn?

-
1
𝑝

Je hebt nu laten zien dat als een lijn 𝑙 als richtingscoëfficiënt 𝑝 heeft, de lijn die loodrecht

staat op 𝑙 als richtingscoëfficiënt -
1
𝑝 heeft.

h Neem de lijn 𝑙 met vergelijking 𝑥+2𝑦 = 6. Stel een vergelijking op van de lijn door (1,5) en

loodrecht op 𝑙.

De richtingscoëfficiënt van 𝑙 is -0,5. De richtingscoëfficiënt van de lijn daar loodrecht

op is daarom -
1

-0,5 = 2. Deze lijn heeft dus een vergelijking van de vorm 𝑦 = 2𝑥 + 𝑏.

Nog even de coördinaten van het gegeven punt invullen en je vindt 𝑏 = 3.

De gevraagde vergelijking is 𝑦 = 2𝑥+ 3.

i Je kunt het opstellen van een vergelijking van een lijn loodrecht op een andere lijn oefenen

met de applet in het Practicum. Doe dit samen met een medeleerling; geef elkaar opgaven

op.

Doen.

Practicum: Formule opstellen van een lijn door twee punten

Met deze applet kun je nieuwe lijnen maken door de punten te verplaatsen. Je kunt dan zelf

de bij deze lijnen passende formules maken en deze vergelijken met de formules die de

applet geeft.A
p
p
le
t
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4.4 Lineaire modellen

UitlegTheorie
Voorbeeld 1Voorbeeld 2

Verkennen

Opgave V1

In 2006 zijn Bob en Jeroen samen 22 jaar oud. In 2010 is Jeroen twee keer zo oud als Bob.

Hoe oud zijn Bob en Jeroen in 2006?

Leuke puzzel om even je tanden op stuk te bijten. In de volgende opgave krijg je wat

hulpvragen als je er niet zelf uitkomt.

Opgave V2

In 2006 zijn Bob en Jeroen samen 22 jaar oud. In 2010 is Jeroen twee keer zo oud als Bob.

Je wilt hun leeftijden in 2006 weten. Hier zie je hoe je dit kunt aanpakken met behulp van

lineaire verbanden.

a Laat 𝑥 de leeftijd van Bob in 2006 zijn en 𝑦 die van Jeroen in 2006. Welke formule kun je

dan maken?

𝑥+𝑦 = 22

b Bedenk welke leeftijden Bob en Jeroen in 2010 hebben. Maak ook een formule voor de

situatie in 2010.

𝑦+ 4 = 2(𝑥 + 4)

c Beide formules kun je herleiden tot een vorm waarin 𝑦 een functie van 𝑥 is. Laat dat zien

en teken vervolgens de bijbehorende grafieken in één assenstelsel.

De formule uit a: 𝑦 = -𝑥+ 22.

De formule uit b: 𝑦 = 2𝑥+ 4.

Maak nu tabellen en de twee grafieken in één assenstelsel.

d Hoe kun je nu hun leeftijden in 2006 bepalen?

In het snijpunt van de grafieken wordt aan beide formules voldaan. Dus dat punt moet

je bepalen. Voor dit punt geldt -𝑥+ 22 = 2𝑥+ 4 en dus 3𝑥 = 18, zodat 𝑥 = 6.

In 2006 is Bob 6 jaar en Jeroen 16 jaar oud.
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e Vergelijk jouw oplossing bij de voorgaande opgave (als je die hebt gevonden) met de aanpak

in deze opgave. Beschrijf voor- en nadelen van beide manieren van werken.

Eigen antwoord.

Theorie

Opgave 1

In de Uitleg zie je hoe je het snijpunt berekent van de grafieken bij twee lineaire formules.

a Bereken zelf het snijpunt van 𝑥+𝑦 = 22 en 𝑦+ 4 = 2(𝑥 + 4).

Doen; ga na dat je hetzelfde antwoord krijgt als in de uitleg.

b Bereken het snijpunt van de twee lijnen die horen bij de formules 𝑥+𝑦 = 12 en 𝑦−𝑥 = 13.

Eerst herleiden tot 𝑦 = -𝑥+ 12 en 𝑦 = 𝑥+ 13.

Dan -𝑥+ 12 = 𝑥+ 13 oplossen. Dit geeft 2𝑥 = -1 en dus 𝑥 = -0,5.

Het snijpunt is (-0,5; 12,5).

c Bereken het snijpunt van de twee lijnen die horen bij de formules 𝑦 = 6𝑥−1 en 𝑦 = 3𝑥+3.

Eerst herleiden is niet nodig.

6𝑥 − 1 = 3𝑥+ 3 oplossen geeft 3𝑥 = 4 en dus 𝑥 = 4
3.

Het snijpunt is (43,7).

d Bereken het snijpunt van de twee lijnen die horen bij de formules 𝑦 = 2𝑥 en 𝑦 = 3.

Eerst herleiden is niet nodig.

2𝑥 = 3 oplossen geeft 𝑥 = 1,5.

Het snijpunt is (1,5,3).

e Bereken het snijpunt van de lijn bij de formule 2𝑥 + 5𝑦 = 10 en de 𝑥-as.

Voor de 𝑥-as geldt 𝑦 = 0.

-0,4𝑥+2 = 0 oplossen geeft 𝑥 = 5. (Je kunt ook meteen 𝑦 = 0 nemen in 2𝑥+5𝑦 = 10.)

Het snijpunt is (5,0).

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr14&repo=m4a2015
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Opgave 2

Je wilt het volgende probleem oplossen.

Boer Brandwijk koopt kippen en geiten. 50 dieren kosten hem € 1000. Een kip kost € 1 en

een geit kost € 51. Hoeveel kippen en hoeveel geiten koopt hij?

a Probeer het probleem op te lossen.

Eigen antwoord, maak als dit niet lukt de rest van de opgave. Ook als het je wel lukt

kun je de rest van de opgave maken.

Je kunt dit probleem oplossen door een lineair model op te stellen. Noem het aantal kippen

𝑥 en het aantal geiten 𝑦.

b Welke twee lineaire formules kun je opstellen?

𝑥+𝑦 = 50 en 𝑥+ 51𝑦 = 1000.

c Los het probleem verder op.

-𝑥+ 50 = -
1
51𝑥 +

1000
51 oplossen geeft -51𝑥 + 2550 = -𝑥+ 1000 en dus 𝑥 = 31.

Hij koopt 31 kippen en 19 geiten.

Je hoeft bij het oplossen van dit probleem niet per sé twee variabelen in te voeren. Eigenlijk

is één variabele wel genoeg. En misschien heb je bij a het probleem wel zonder variabelen

in te voeren opgelost, zoveel mogelijkheden zijn er nu ook weer niet...

d Noem het aantal kippen dat boer Brandwijk koopt 𝑥 en probeer het probleem met één

vergelijking op te lossen.

Het aantal geiten is dan 50 − 𝑥.

Het totale bedrag levert vervolgens deze vergelijking op 𝑥 + 51(50 − 𝑥) = 1000. Als je

die oplost vind je hetzelfde antwoord.
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Opgave 3

In de Theorie kun je nalezen hoe je het snijpunt van de grafieken van twee lineaire formules

berekent. Ook wordt besproken wat het nulpunt van een lineaire functie is en hoe je dit

berekent.

a Bekijk in Voorbeeld 1 hoe het snijpunt van twee lineaire functies wordt berekend. Voer zelf

de complete berekening uit en ga na, dat je hetzelfde krijgt.

Doen.

b Bereken het snijpunt van de lijn 𝑙 door (0,5) en (6,2) en de lijn 𝑘 met bijbehorende formule

2𝑥 − 5𝑦 = 10.

De lineaire formule bij lijn 𝑙 is 𝑦 = -0,5𝑥 + 5. De formule bij lijn 𝑘 kun je herleiden tot

𝑦 = 0,4𝑥 − 2.

Het snijpunt vind je uit -0,5𝑥 + 5 = 0,4𝑥 − 2.

Het snijpunt wordt (709 ,
10
9 ).

c Bereken het snijpunt van de lijn 𝑙 door (0,0) en (2,1) en de lijn 𝑚 door (0,4) en (4,0).

𝑙 : 𝑦 = 0,5𝑥 en 𝑚 : 𝑦 = -𝑥+ 4.

Voor het snijpunt is 0,5𝑥 = -𝑥+ 4.

Je vindt (83,
4
3).

d Bereken het nulpunt van de lijn 𝑙 door (0,4) en (2,1).

𝑙 : 𝑦 = -1,5𝑥 + 4.

Voor het nulpunt is 0,5𝑦 = 0, dus -1,5𝑥 + 4 = 0, zodat 𝑥 = 4
1,5 =

8
3.

Je vindt (83,0).

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr14&repo=m4a2015
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Opgave 4

Twee kaarsen branden gelijkmatig op, hun lengte 𝐿 in cm is een lineaire functie van de

brandtijd 𝑡 in uren. Op 𝑡 = 0 heeft kaars I een lengte van 35 cm en kaars II een lengte van

42 cm. 8 uur later zijn beide kaarsen nog 20 cm lang.

Hoeveel tijdsverschil zit er tussen de tijdstippen waarop deze kaarsen zijn opgebrand? Geef

je antwoord in minuten nauwkeurig.

Voor kaars I geldt: 𝐿 = 35 − 1,875𝑡.
Voor kaars II geldt: 𝐿 = 42 − 2,75𝑡.
Het gaat nu om de nulpunten van de grafieken bij deze formules.

Voor kaars I levert 35 − 1,875𝑡 = 0 op: 𝑡 = 1823.
Voor kaars II levert 42 − 2,75𝑡 = 0 op: 𝑡 = 15 3

11.

Reken na dat het tijdsverschil ongeveer 3 uur en 24 minuten is.

Opgave 5

In Voorbeeld 2 zie je hoe iemand een lineair model opstelt bij de vraag wat voordeliger is,

rijden op benzine of elektrisch rijden.

a Laat zien hoe je uit zijn aannames de formule voor de maandelijkse kosten van de benzine­

auto kunt afleiden.

De vaste kosten bedragen 220 + 10 = 230 euro.

De kosten per gereden km bedragen 0,12 euro.

b Doe hetzelfde voor de jaarlijkse kosten van de elektrische auto.

De vaste kosten bedragen 360 euro.

De kosten per gereden km bedragen 0,07 euro.

c Bereken bij welk aantal jaarlijks gereden km de kosten voor de benzineauto even hoog

zijn als voor de elektrische auto. Laat zien dat het antwoord overeenkomt met dat in het

voorbeeld.

360 + 0,07𝑎 = 230 + 0,12𝑎.

Los deze vergelijking op met de balansmethode en schets beide grafieken.

Je vindt: 𝑎 = 2600.

De elektrische versie is goedkoper bij meer dan 2600 km per maand.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr14&repo=m4a2015
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Opgave 6

Als een ondernemer een nieuw product op de markt brengt, dan maakt hij kosten. Die kosten

kun je vaak grofweg in twee categorieën verdelen:

• vaste kosten voor het ontwikkelen van het product en het opzetten van een productielijn

en een magazijn;

• variabele kosten die afhangen van het aantal van die producten dat hij maakt, bijvoor­

beeld materiaalkosten, loonkosten, en dergelijke.

Stel je voor dat een bedrijf een nieuwe lamp op de markt wil brengen. De vaste kosten zijn

becijferd op € 350.000. De kosten per geproduceerde lamp bedragen € 6,50. Het bedrijf

gaat deze lampen verkopen voor € 11,50 per stuk.

a Noem het aantal verkochte lampen 𝑞. Welke formule kun je dan opstellen voor de totale

kosten 𝑇𝐾?

𝑇𝐾 = 350000 + 6,50𝑞

b Welke formule kun je opstellen voor de totale opbrengst 𝑇𝑂?

𝑇𝑂 = 11,50𝑞

c Bij beide formules horen rechte lijnen. Het snijpunt van deze twee lijnen noemen economen

wel het ‘break­even point’. Bereken dit punt. Waarom heeft het die naam?

Je vindt (70000,805000). Dit is het punt waarop het bedrijf uit de kosten gaat komen,

vandaar de naam. Als er meer dan 70000 van die lampen worden verkocht, maken ze

winst.

Opgave 7

Voor een muziekuitvoering zijn 300 kaartjes verkocht. Kinderen betalen € 2,00 en volwas­

senen € 3,00. De totale inkomsten zijn in totaal € 787,00.

a Noem het aantal kinderen 𝑘 en het aantal volwassenen 𝑣. Welke twee lineaire formules kun

je dan afleiden?

𝑣 + 𝑘 = 300 en 3𝑣 + 2𝑘 = 787.

b Schrijf deze formules zo, dat 𝑘 een functie is van 𝑣.

𝑘 = -𝑣 + 300 en 𝑘 = -1,5𝑣 + 393,5.
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c Bij beide lineaire functies horen rechte lijnen. Bereken het snijpunt van deze twee lijnen.

-𝑣+ 300 = -1,5𝑣 + 393,5 oplossen geeft 𝑣 = 187. Het gevraagde snijpunt is (187,113).

d Hoeveel kaartjes van elke soort zijn er verkocht?

187 kaartjes voor volwassenen en 131 kinderkaartjes.

Verwerken

Opgave 8

Gegeven zijn de lineaire functies 𝑦1 =
1
4𝑥 en 𝑦2 = 2𝑥+ 5.

a Teken de grafieken van beide functies in één figuur en geef daarin het snijpunt en alle

nulpunten aan.

Doen. De grafiek van 𝑦1 gaat door (0,0) (en dit is ook gelijk het nulpunt) en (4,1). De

grafiek van 𝑦2 gaat door (0,5) en (-2,5; 0) (en dit is ook gelijk het nulpunt).

b Bereken het exacte snijpunt van beide grafieken.

1
4𝑥 = 2𝑥 + 5 geeft 𝑥 = 8𝑥+ 20 en dus 𝑥 = -

20
7 . Het snijpunt is (-207 ; -

5
7).

Opgave 9

De lijn 𝑘 gaat door (5,0) en (1,1). De lijn 𝑙 gaat door (0,5) en (3,0).

a Stel bij deze lijnen passende lineaire formules op.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 1.

𝑦1 = -0,25𝑥 + 1,25 en 𝑦2 = -
5
3𝑥 + 5.

b Bereken het exacte snijpunt van beide lijnen.

-0,25𝑥+1,25 = -
5
3𝑥+5 geeft -3𝑥+15 = -20𝑥+60 en dus 𝑥 = 45

17. Het snijpunt is (4517,
10
17).

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr14&repo=m4a2015
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Opgave 10

Een bedrijf brengt een nieuwe keukenmachine op de markt. Deze keukenmachine gaat

€ 124,50 kosten. Om het apparaat te kunnen produceren heeft het bedrijf kosten ge­

maakt. Het ontwikkelen van het apparaat en het inrichten van een productielijn hebben

€ 310.000,00 gekost. Verder kost elk apparaat het bedrijf aan materiaal en loonkosten

€ 82,00.

a Stel een formule op voor de totale kosten 𝑇𝐾 voor de productie van 𝑥 van die keukenma­

chines.

Bekijk eventueel eerst Voorbeeld 2 en de bijbehorende opgaven.

𝑇𝐾 = 310000 + 82𝑥

b Stel ook een formule op voor de totale opbrengst 𝑇𝑂 van de verkoop van 𝑥 van die keu­

kenmachines.

𝑇𝑂 = 124,5𝑥

c Hoeveel keukenmachines moet het bedrijf minstens verkopen om winst te kunnen maken?

310000 + 82𝑥 = 124,5𝑥 levert op 𝑥 ≈ 7294,1. Er moeten dus minstens 7295
keukenmachines worden verkocht.

Opgave 11

Een vrachtauto weegt volgeladen met 6,5 m3 zand 14,5 ton. Nadat de chauffeur 2,5 m3

zand heeft bezorgd, weegt de vrachtauto met zand nog 10,75 ton.

Hoeveel weegt de lege vrachtauto?

Noem 𝐺 het totale gewicht van de vrachtauto met 𝑥 m3 zand. Dan is de bijbehorende

formule 𝐺 = 1,5𝑥 + 4,75. (Formule bij een lijn door twee punten.)

De vrachtauto weegt leeg dus 4,75 ton.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr14&repo=m4a2015
https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr14&&variant=m4a_view&repo=m4a2015&item=example&num=2
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Opgave 12

De kantinebaas van een school koopt 500 pakken koeken. Hij neemt twee soorten: gevulde

koeken van € 3,00 per pak en spritsen van € 2,00 per pak. Hij weet niet meer hoeveel

pakken van elke soort hij heeft besteld, maar in zijn boekhouding kan hij zien dat de totale

kosten € 1180,00 waren.

a Noem het aantal pakken spritsen 𝑥 en het aantal pakken gevulde koeken 𝑦. Welke twee

formules kun je dan afleiden?

𝑥+𝑦 = 500 en 2𝑥 + 3𝑦 = 1180.

b Bereken nu met de gevonden formules hoeveel pakken van elke soort de kantinebaas heeft

ingekocht.

-𝑥+ 500 = -
2
3𝑥 + 393

1
3 geeft 𝑥 = 320.

320 pakken spritsen en 180 pakken gevulde koeken.

Opgave 13

Een straalvliegtuig vertrekt om 11:00 uur uit Lissabon richting Amsterdam en vliegt met

een gemiddelde snelheid van 800 km/h. Een propellorvliegtuig vertrekt om 12:15 uur uit

Amsterdam richting Lissabon met een gemiddelde snelheid van 300 km/h. De afstand tus­

sen Amsterdam en Lissabon is in vliegkilometers ongeveer 1850 km. (Neem aan dat beide

plaatsen in dezelfde tijdzone zitten en dat beide routes ongeveer hetzelfde zijn.)

Bereken op welk tijdstip beide vliegtuigen elkaar passeren. Geef je antwoord in minuten

nauwkeurig.

𝑡 is de tijd in uren en 𝑎 de afstand tot Amsterdam in km. 𝑡 = 0 is om 11:00 uur.

Straalvliegtuig: 𝑎 = 1850 − 800𝑡.
Propellorvliegtuig: 𝑎 = 300(𝑡 − 1,25).
1850 − 800𝑡 = 300(𝑡 − 1,25) geeft 𝑡 = 2 1

44. En dat is om ongeveer 13:01 uur.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr14&repo=m4a2015


FUNCTIES EN GRAFIEKEN � LINEAIRE VERBANDEN � LINEAIRE MODELLEN

256 HOE HOGER, DES TE KOUDER MATH4ALL / CONTEXT COLLEGE

Toepassen

Een belangrijke toepassing van formules bij lijnen is de vlakke

meetkunde. Je vat dan een lijn niet zozeer op als de grafiek van

een lineaire functie, maar als meetkundig object. En je spreekt niet

van een formule bij een lijn, maar van de vergelijking van een

lijn. In dat geval moet je ook een gelijke schaalverdeling op beide

coördinaatassen hebben!

In de meetkunde kun je de vorm 𝑦 = 𝑎𝑥+𝑏 wel gebruiken voor de

vergelijking van een lijn in een 𝑂𝑥𝑦-assenstelsel, maar op die ma­

nier kun je geen lijnen evenwijdig aan de 𝑦-as beschrijven. Daarom

wordt vaak de vorm 𝑎𝑥+𝑏𝑦 = 𝑐 gebruikt. Denk er om dat in deze laatste vergelijking 𝑎 niet

de richtingscoëfficiënt van de lijn is!

Wat je in dit onderdeel hebt geleerd is het berekenen van snijpunten van lijnen. En je kunt

al vergelijkingen van lijnen opstellen. Daarmee kun je bijvoorbeeld nagaan of lijnen door

hetzelfde punt gaan, of punten op dezelfde lijn liggen, of lijnen evenwijdig zijn of loodrecht

op elkaar staan.

Opgave 14: Ontbrekend roosterhokje

Hierboven zie je nog eens hoe je lijnen in het platte vlak kunt beschrijven met vergelijkingen.

Hier zie je een klassieke puzzel waarbij kennis van lijnen en hun hellingsgetallen handig kan

zijn. Bekijk de figuren I en II. Ze lijken de zijn samengesteld uit dezelfde vier rechthoekige

driehoeken en twee rechthoeken. Toch is de oppervlakte van de figuur I gelijk aan 169 en

die van figuur II gelijk aan 168. Hoe kan dat?

1

1

2

2

3

3

4 4

5 5

6

6

figuur I: 169 roosterhokjes

figuur II: 168 roosterhokjes

a Controleer eerst dat de beide gegeven oppervlaktes inderdaad kloppen.

Tel bij figuur I en figuur II de oppervlaktes van alle afzonderlijke rechthoekjes en recht­

hoekige driehoekjes bij elkaar op.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr14&repo=m4a2015
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b En, weet je waar de fout zit?

De twee grootste ‘rechthoekige driehoeken’ in figuur II zijn helemaal geen driehoeken,

maar vierhoeken. Er zit een knikje in wat ogenschijnlijk de schuine zijde is. Dat kun je

laten zien met behulp van hellingsgetallen. Kijk in figuur II maar eens naar de grote

‘rechthoekige driehoek’ linksonder. Tot het hoekpunt van de rechthoek is de helling

van de ‘schuine zijde’
3
8 = 0,375, daarna

2
5 = 0,4.

Opgave 15: Door één punt?

Onderzoek of deze drie lijnen door één punt gaan:

• Lijn 𝑘 door (0,0) en (5,3).
• Lijn 𝑙 door (0,6) en (11,12).
• Lijn 𝑚 door (-7,-6) en (6,2).

Stel eerst van elke lijn een vergelijking op. Neem de twee eenvoudigste vergelijkingen

om het snijpunt van die twee lijnen te berekenen. Controleer dat dit snijpunt ook op de

derde lijn ligt. Ze gaan alle drie door (110,66).

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr14&repo=m4a2015
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4.5 Totaalbeeld

Samenvatten

Met lineaire verbanden heb je al leren werken. In dit onderwerp is die kennis herhaald en

uitgebreid. Het begrip lineaire functie is ingevoerd en je hebt geleerd hoe je een formule

moet maken bij een lineaire functie als twee punten van de grafiek zijn gegeven. Ook het

werken met (lineaire) vergelijkingen om snijpunten en nulpunten te berekenen is voorbij

gekomen.

De onderstaande opgaven zijn bedoeld om overzicht over het onderwerp ‘Lineaire ver­

banden’ te krijgen. Dit betreft de onderdelen 1, 2, 3 en 4 van dit onderwerp. Het is nuttig

om er een eigen samenvatting bij te maken. De opgaven hieronder zijn bedoeld om je daar­

bij te helpen.

Begrippen

� recht evenredig verband — evenredigheidsconstante — hellingsgetal

— richtingscoëfficiënt;

� lineaire functie — parameter;

� vergelijking van een lijn door twee gegeven punten — evenwijdige lijnen;

� snijpunten en nulpunten bij grafieken van lineaire functies.

Activiteiten

� een recht evenredig verband en de evenredigheidsconstante herkennen en er gra­

fieken bij tekenen;

� een lineaire functie en de richtingscoëfficiënt herkennen en er grafieken bij tekenen;

� een formule opstellen bij een lijn door twee gegeven punten;

� snijpunten en nulpunten bij grafieken van lineaire functies berekenen en interprete­

ren.

Opgave 1

100O

100

q

T
O
/T
K
 (

e
u
ro

)

TO

TK

125

Je ziet hier grafieken van de totale opbrengst 𝑇𝑂 en van de

totale kosten 𝑇𝐾 (voor inkoop, opslag en administratie) bij

de verkoop van 𝑞 usb­sticks. De grafiek van 𝑇𝑂 gaat door

het punt (100,450) en de grafiek van 𝑇𝐾 gaat door het punt

(100,440).

a Welke van de twee variabelen 𝑇𝑂 of 𝑇𝐾 is recht evenredig

met het aantal verkochte usb­sticks? Waarom?

𝑇𝑂, want de grafiek daarvan is een rechte lijn door de

oorsprong van het assenstelsel.
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b Hoeveel bedraagt de evenredigheidsconstante? Welke formule past bij het recht evenredige

verband?

450⁄100 = 4,50 euro per usb­stick. De gezochte formule is 𝑇𝑂 = 4,50𝑞.

c Als twee variabelen recht evenredig zijn, dan betekent een verdubbeling van een waarde

van de éne ook een verdubbeling van de waarde van de andere. Laat met een getallenvoor­

beeld zien dat dit hier ook opgaat.

Bijvoorbeeld bij 𝑞 = 50 is 𝑇𝑂 = 4,50 ⋅50 = 225. En bij 𝑞 = 100 is 𝑇𝑂 = 4,50 ⋅100 = 450.

Opgave 2

Bekijk de grafieken van de totale opbrengst 𝑇𝑂 en van de totale kosten 𝑇𝐾 (voor inkoop,

opslag en administratie) bij de verkoop van 𝑞 usb­sticks uit Opgave 1 nog eens. De grafiek

van 𝑇𝑂 gaat door het punt (100,450) en de grafiek van 𝑇𝐾 gaat door het punt (100,440).

a Voor de totale kosten geldt𝑇𝐾 = 3,15𝑞+125. Ga na, dat deze formule past bij de gegevens.

De grafiek van 𝑇𝐾 gaat door (0,125) en door (100,440). Als je deze punten in de for­

mule invult, dan blijken beide de formule waar te maken.

b Welk getal is de richtingscoëfficiënt van de getekende grafiek?

3,15

c Welke betekenis heeft de richtingscoëfficiënt voor de lineaire grafiek? En welke betekenis

heeft dit getal hier voor de beschreven situatie?

De richtingscoëfficiënt is het hellingsgetal van de lijn, als je de waarde van 𝑞 met 1
verhoogd, dan wordt de waarde van 𝑇𝐾 met 3,15 verhoogd. Het is ook de inkoopprijs

per usb­stick.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr15&repo=m4a2015
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Opgave 3

1

y

x1O

l

m

S

Je ziet hier twee rechte lijnen. Lijn 𝑙 is de grafiek van de line­

aire functie 𝑦 = 2𝑥− 2.

a Van lijn 𝑚 zijn twee roosterpunten gegeven. Van welke line­

aire functie is deze lijn de grafiek?

De twee roosterpunten zijn (-2,6) en (5,2). Het hellings­

getal van de lijn 𝑚 wordt daarom
2−6
5−-2 = -

4
7.

Je krijgt dan een formule van de vorm 𝑦 = -
4
7𝑥 + 𝑏.

Nog even de coördinaten van één van beide punten in­

vullen en je kunt 𝑏 berekenen. De gevraagde lineaire

functie wordt 𝑦 = -
4
7𝑥 +

34
7 .

b Stel een formule op voor de lijn die evenwijdig loopt met 𝑙 en door het punt (5,2) gaat.

Het hellingsgetal van deze lijn is hetzelfde als dat van lijn 𝑙. De formule heeft dus de

vorm 𝑦 = 2𝑥 + 𝑏. Nog even de coördinaten van het gegeven punt invullen en je vindt

𝑦 = 2𝑥− 8.

Opgave 4

Je ziet in de figuur bij Opgave 3 twee rechte lijnen. Lijn 𝑙 is de grafiek van de lineaire functie

𝑦 = 2𝑥− 2. En van lijn 𝑚 heb je zelf een bijpassende formule opgesteld.

a Bereken de exacte coördinaten van het snijpunt van beide lijnen.

2𝑥 − 2 = -
4
7𝑥 +

34
7 geeft 14𝑥 − 14 = -4𝑥 + 34 en dus 𝑥 = 48

18 =
8
3. Het snijpunt is (83,

10
3 ).

b Bereken het exacte nulpunt van de grafiek 𝑚.

-
4
7𝑥 +

34
7 = 0 geeft 𝑥 = 34

14 =
17
7 . Het nulpunt is (177 ,0).

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr15&repo=m4a2015
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Opgave 5

In De GroenWinkel staat een klant met een probleem. Hij wil graag een heg zetten met

afwisselend laurieren en coniferen. De heg moet beginnen en eindigen met een laurier.

Laurieren kosten € 4,50 en coniferen € 5,50. Het budget dat hij tot zijn beschikking heeft

bedraagt € 200. Hoeveel exemplaren kan hij maximaal kopen van elke soort?

a Noem het aantal laurieren 𝑙 en het aantal coniferen 𝑐. Welke twee formules kun je bij dit

probleem opstellen?

Er moet één laurier meer zijn dan het aantal coniferen, dus 𝑙 = 𝑐 + 1.

Hij heeft € 200 tot zijn beschikking, dus 4,50𝑙 + 5,50𝑐 = 200.

b Bereken de waarden voor 𝑙 en 𝑐 die aan beide vergelijkingen voldoen.

De tweede formule wordt 𝑙 = -
11
9 𝑐 +

400
9 . Gelijk stellen geeft: 𝑐 + 1 = -

11
9 𝑐 +

400
9 . Deze

vergelijking heeft als oplossing 𝑐 = 19,65. En daarbij hoort 𝑐 = 20,65.

c Hoeveel planten van elke soort zal de klant kopen?

19 laurieren en 20 coniferen.

Toepassen

Een belangrijke toepassing van lineaire verbanden is lineair programmeren. Om duidelijk

te maken wat je je hierbij moet voorstellen een voorbeeld.

100O

100

t

kStel je voor dat in een eenvoudige strandtent alleen koffie

en thee als warme drankjes worden geserveerd. Elke dag

neemt de eigenaar een voorraad koffie mee die geschikt is

voor 400 bekers koffie en een voorraad theebuiltjes genoeg

voor 350 bekers thee. Zowel de koffie als de thee wordt in

dezelfde bekers opgediend, er zijn 600 van die bekers per

dag beschikbaar.

Verder kost een beker koffie € 2,50 en een beker thee € 2,00.

Als je het aantal bekers koffie 𝑘 noemt en het aantal bekers

thee 𝑡 dan betekenen de getallen over de aantallen bekers

dat je alleen te maken hebt met de roosterpunten in het gekleurde gebied in de figuur

hiernaast.

Bij welke aantallen verkochte bekers koffie en thee heeft de eigenaar van deze strandtent

de meeste inkomsten?

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr15&repo=m4a2015
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Opgave 6: Koffie en thee

Lees in de gegevens over de koffie- en theeverkoop in een eenvoudige strandtent.

Bekijk welke variabelen er zijn ingevoerd. Je gaat nu eerst na hoe het gekleurde gebied

ontstaat.

a Uit welk deel van de tekst volgt 𝑘 ≤ 400? Welke punten in het assenstelsel voldoen hier

aan?

Uit “... een voorraad koffie mee die geschikt is voor 400 bekers koffie...”

In het assenstelsel gaat het om de punten die op of onder de lijn 𝑘 = 400 liggen.

b Waarom gelden ook de ongelijkheden 𝑡 ≤ 350 en 𝑘 + 𝑡 ≤ 600?

De eerste omdat er maximaal voor 350 bekers thee is elke dag. En de tweede omdat

er in totaal maximaal 600 bekers beschikbaar zijn elke dag.

c Leg uit dat het gekleurde gebied aan die drie voorwaarden voldoet.

De punten in dit gebied liggen onder of op de lijn 𝑘 = 400, dus de waarden van 𝑘 zijn

maximaal 400. Ook liggen ze liggen links van of op de lijn 𝑡 = 300, dus de waarden van

𝑡 zijn maximaal 300. En tenslotte liggen ze onder of op de lijn 𝑘 + 𝑡 ≤ 600.

d Neem een willekeurig punt in het gekleurde gebied en laat zien dat het aan die drie voor­

waarden voldoet.

Eigen antwoord.
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Neem aan dat er op een bepaalde dag voor € 500,- aan koffie en thee is verkocht.

e Welke lineaire formule hoort daar bij? Teken zelf het gebied en teken daarin de grafiek bij

deze formule.

2,50𝑘 + 2,00𝑡 = 350.

100O

100

t

k

500

f Teken ook de lijnen die horen bij een totale verkoop aan koffie en thee van € 750,- en van

€ 900,-.

100O

100

t

k

500 750 1000

g Kan de totale opbrengst aan koffie en thee op één dag nog hoger worden onder deze voor­

waarden? Hoe hoog maximaal?

Ja, want je kunt lijnen van de vorm 2,5𝑘 + 2𝑡 = 𝑝 tekenen met grotere waarden van 𝑝
waar toch nog punten in het gekleurde gebied op liggen.

Dat kan maximaal tot zo'n lijn door het punt (200; 400) gaat. Dan is 𝑝 = 1400, dus de

maximale opbrengst aan koffie en thee is € 1400,-.

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr15&repo=m4a2015
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Opgave 7: Toneelvoorstelling (1)

In een zaal waar maximaal 1500 zitplaatsen zijn wordt een stuk opgevoerd door de plaatse­

lijke toneelvereniging. Er zijn kaartjes voor kinderen en voor volwassenen, kinderen betalen

€ 2,50 en volwassenen € 6,00. Er zijn 1000 kaarten voor volwassenen en 1000 kinderkaarten

gedrukt.

Noem het aantal kinderen dat de voorstelling bezoekt 𝑘 en het aantal volwassenen 𝑣.

a Waaruit volgt dat 𝑘 ≤ 1000 en 𝑣 ≤ 1000? Teken het bijbehorende gebied in het assenstelsel.

Uit de aantallen kaartjes die zijn gedrukt.

In het assenstelsel gaat het om de punten die op of onder de lijn 𝑘 = 1000 en links van of

op de lijn 𝑣 = 1000 liggen. Het wordt een vierkant, waarvan 𝑂 één van de hoekpunten

is.

b Welke ongelijkheid geldt er verder nog voor 𝑘 en 𝑣?

𝑘 + 𝑣 ≤ 1500

c Geef het gebied aan dat aan alle drie de voorwaarden voldoet.

Van het gebied dat je bij a hebt getekend kleur je de punten die linksonder of op de lijn

𝑘 + 𝑣 ≤ 1500, ofwel 𝑘 = -𝑣 + 1500 liggen.

d Neem een willekeurig punt in het gekleurde gebied en laat zien dat het aan die drie voor­

waarden voldoet.

Eigen antwoord.
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Neem aan dat er € 3600,- aan inkomsten zijn van de kaartverkoop.

e Welke lineaire formule hoort daar bij? Teken in je figuur de grafiek bij deze formule.

2,50𝑘 + 6,00𝑣 = 3600.

3600

f Teken ook de lijn die hoort bij € 6000,- aan inkomsten van de kaartverkoop.

2,50𝑘 + 6𝑣 = 3600 geeft 𝑘 = -2,4𝑣 + 1440.

Deze lijn gaat door (0,1440) en (600,0).

g Hoeveel inkomsten zijn er maximaal mogelijk?

Maximale inkomsten vind je in het punt (1000,500), dus die bedragen € 7250,00.

Opgave 8: Toneelvoorstelling (2)

Bekijk de voorgaande opgave nog eens. Om de maximale opbrengst van de kaartverkoop

te berekenen is een lineair model opstellen wat overdreven. Maar het wordt wat anders

als bijvoorbeeld wordt besloten dat bij deze toneelvoorstelling (die vooral voor kinderen is

bedoeld) minstens anderhalf keer zoveel kinderen dan volwassenen moeten zijn.

a Waarom kon je in de vorige opgave wel meteen zien wat de maximale opbrengst zou zijn?

De kaartjes voor volwassenen zijn duurder, dus daar moet je er maximaal veel van

verkopen. De rest worden dan kinderkaartjes tot de zaal vol is. En 1000 kaartjes voor

volwassenen en 500 voor kinderen leveren € 7250,- op.

b Welke ongelijkheid geldt er vanwege deze extra voorwaarde?

𝑘 ≥ 1,5 ⋅ 𝑣

https://content.math4all.nl/view?comp=v3-gr1&subcomp=v3-gr15&repo=m4a2015
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c Geef het gebied aan dat aan alle vier de voorwaarden (dus ook aan deze extra voorwaarde)

voldoet.

Van het gebied dat je bij de vorige opgave hebt getekend kleur je de punten die rechts­

boven of op de lijn 𝑘 = 1,5 ⋅ 𝑣 liggen.

250O

250

v

k

3600

d Hoeveel bedraagt met deze extra voorwaarde de maximale opbrengst?

Je moet nu eerst het punt van het gebied berekenen waarin je zoveel mogelijk kaartjes

voor volwassenen verkoopt. Dat is het snijpunt van 𝑘 = 1,5 ⋅𝑣 en 𝑘+𝑣 = 1500. Dit punt

wordt (600,900). De bijbehorende totale opbrengst is € 5850,-.
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Werkblad bij Opgave 4 op pagina 8.
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