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Voorwoord

Het lesmateriaal in dit katern is gebaseerd op het materiaal dat je kunt vinden op de
Math4All website www.math4all.nl. In de tekst staan dan ook regelmatig verwijzingen naar
die website. Waar je precies moet zijn op die website kun je zien in de kopregel van iedere
pagina.

leder hoofdstuk bestaat uit een aantal paragrafen en wordt steeds afgesloten met een pa-
ragraaf Totaalbeeld waar de leerstof wordt samengevat en/of herhaald. ledere paragraaf is
ingedeeld in vaste rubrieken die houvast geven bij de bestudering van het lesmateriaal.

« Verkennen

« Uitleg

« Theorie en Voorbeelden
« Verwerken

« Toepassen

Indien er in het lesmateriaal wordt verwezen naar werkbladen dan kun je deze terugvinden
op de website en achterin je katern.



Begrippen

variabelen — gelijksoortige en ongelijksoortige termen — wisseleigenschap

— commutatieve bewerking;

breuken — gelijknamig maken — kleinste gemeenschappelijke veelvoud — KGV;
tweeterm — vierterm — distributieve eigenschap — haakjes uitwerken — ontbinden in fac-
toren — grootste gemeenschappelijke deler — GGD;

macht — grondtal — exponent — wetenschappelijke notatie;

wortel — worteltrekken — nde machts worteltrekken.

Activiteiten

rekenen (optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen) met variabelen, formules en
uitdrukkingen herleiden, gelijksoortige termen;

breuken vereenvoudigen, gelijknamig maken, optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en
delen, het KGV;

haakjes uitwerken en ontbinden in factoren, de GGD en de som-en-productmethode;
rekenen met machten met gehele exponenten, de wetenschappelijke notatie van getal-
len;

rekenen met (hogere machts) wortels, wortelvormen herleiden.

Variabele luciferpatronen




Rekenen en algebra

Algebra

Rekenen met variabelen 6
Breuken 9

Haakjes 12

Machten 15

Wortels 18




Weet je nog wat variabelen zijn?

Hoe zou je ze gebruiken als je van een rechthoek met een
oppervilakte van 24 cm? en een omtrek van 22 cm de zijden
wilt bepalen?

breedte b

lengte /

Je leert in dit onderwerp

o wat variabelen zijn en hoe je ermee rekent, dus wat algebra is;

» de wisseleigenschap van optellen en vermenigvuldigen gebruiken en uitdrukkingen
met variabelen herleiden door gelijksoortige termen samen te nemen;

« voor variabelen getallen invullen en de uitdrukking berekenen.

Voorkennis

o getallen gebruiken om te tellen en te rekenen;
» het begrip variabele en eenvoudige berekeningen met variabelen uitvoeren.

Opgave V1 Opgave V2

Van een rechthoek zijn lengte en breedte onbekend, je
kunt er dus nog verschillende getallen voor kiezen. De
lengte en de breedte zijn variabel, veranderlijk. Je noemt
de lengte en de breedte daarom ‘variabelen’. Variabelen
stel je in de wiskunde voor door letters, meestal kleine let-
ters en cursief gedrukt. De lengte kun je hier I noemen en de breedte b. Voor deze recht-
hoek geldt dan:

o Deomtrekisl+b+1+b=2-14+2-b=2]+2b.
« De oppervlakteisl-b =Ib.

breedte b

lengte /

Hierbij is gebruik gemaakt van de afspraak dat je het maalteken - weglaat als daardoor
geen misverstanden kunnen ontstaan. Bijvoorbeeld 2-a = 2a en a-b = ab, maar 2-3 # 23.
Verder gebruik je bij het rekenen met variabelen dezelfde regels als bij het rekenen met
getallen.

e Jeweet3+3=2-3.Zoisooka+a=2-a=2a.

e Jeweet3+3+3+3+3=5-3=15.Zoisooka+a+a+a+a=5-a=>5a.

« Endusis2a+5a = 7a. De ‘gelijksoortige termen’ 2a en 5a kun je optellen en aftrekken.

» Maar zo kun je 2a + 5b niet korter schrijven. De ongelijksoortige termen 2a en 5b kun
je niet optellen of aftrekken.

e Jeweet2-3=3-2en2+3=3+2.Zoisooka-b=b-aena+b =>b+ a. (De
‘wisseleigenschap’ of ‘commutatieve eigenschap’ voor optellen en vermenigvuldigen.)

« Jeweet3-3=232 Zoisooka-a=ad?.



REKENEN MET VARIABELEN

Je ziet dat je veel uitdrukkingen met variabelen ook anders kunt schrijven. Je noemt dat
‘herschrijven’ of ‘herleiden’ van zo’n uitdrukking. Zo is 2a + 5b + 3a + 4b te herleiden tot
5a + 9b.

Opgave 1 Opgave 2

Rekenen is het werken met getallen. Er zijn vier hoofdbewer- 8a

kingen: optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen. Verder

ken je de bewerkingen machtsverheffen en worteltrekken.

Algebra is het rekenen met variabelen. Daarbij gelden de- 5h
zelfde regels als bij het rekenen. Als er geen misverstanden

door ontstaan laat je in de algebra het vermenigvuldigingste-

ken weg.

Belangrijke situaties zijn: 8a

a+a=2aena+a+a=3aenzovoort.

a-a=a%ena-a-a= a3 enzovoort. 5a
a-b=abena-a-b=a?benzovoort.

gelijksoortige termen kun je optellen en aftrekken: 8a +

5a = 13a en 8a — 5a = 3a.

ongelijksoortige termen kun je niet optellen en aftrekken: 8a + 5b en 8a — 5b kun
je niet korter schrijven.

8a-5b=8-5-a-b=40aben8a-5a=8-5-a-a=40ad2.

Verder maak je regelmatig gebruik van de wisseleigenschap van optellen en vermenig-
vuldigen: a+b =b+aena-b = b-a. Je zegt ook wel dat deze bewerkingen commutatief
zijn.

In de algebra is het gebruikelijk om uitdrukkingen zo kort en overzichtelijk mogelijk te
schrijven door ze te herleiden met behulp van bovengenoemde eigenschappen. De va-
riabelen zet je daarbij zoveel mogelijk in alfabetische volgorde. En verder schrijf je 1x als
x en is Ox = 0 en zo'n losse nul laat je weg.


https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015

Rekenen met variabelen

De omtrek van de bovenste rechthoek is 8a + 5b + 8a + 5b = 8a
16a + 10b.

De omtrek van de onderste rechthoek is 8a+5a+8a+5a = 26a.

. . . 5b
Je ziet hoe gelijksoortige termen worden samengenomen en on-

gelijksoortige niet.

De oppervlakte van de bovenste rechthoek is 8a-5b = 8-5-a-b =
40ab. 8a
Tel maar na dat er 40 rechthoekjes met oppervlakte ab zijn.

De oppervilakte van de onderste rechthoek is 8a-5a = 8-5-a-a = 5a
40a?.
Tel maar na dat er 40 rechthoekjes met oppervlakte a2 zijn.

Opgave 3 Opgave 4 Opgave 5

Bij het herleiden van uitdrukkingen met variabelen kun je ook met negatieve getallen
werken en/of termen van elkaar aftrekken. Je ziet hier enkele voorbeelden.

e 9a—-7a=9a+-7a=2a

« 9a--7a=9--7-a-a=-63a>

e ba—6b—a+5b=5a+-6b+-la+5b=5a+-1la+-6b+5b=4a+-1b=4a—-b>b

o 2x--4y—6--3xy=-8xy—-18xy =-8xy+18xy =10xy

Opgave 6 Opgave 7 Opgave 8

Van een rechthoek is de oppervlakte 24 cm? en de omtrek 22 cm. Je wilt de lengte en de
breedte bepalen.

Antwoord

Dergelijke problemen kun je oplossen door gewoon getal-
len te proberen, zeker als de uitkomsten gehele getallen
zijn.

breedte b

Maar ook dan is het vaak handig om de gegevens eerst te lengte /
‘vertalen’ naar wiskundige uitdrukkingen. Zowel de lengte als de breedte zijn hier onbe-
kend. Je kunt er daarom variabelen voor invoeren: noem de lengte bijvoorbeeld I en de
breedte b.

De gegevens leveren dan op:

e De omtrek is 21 +2b = 22.
o De oppervlakteisl-b = 24.

Met behulp van een tabel kun je nu systematisch de oplossing zoeken.

Opgave 9 Opgave 10


https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re1&subcomp=v3-re11&repo=m4a2015

Je kunt al met breuken rekenen. breuk
Maar nu ga je dit doen als er ook variabelen in de teller of de noemer \

van de breuk voorkomen. Dat gaat op dezelfde manier als gewoon met
getallen, maar toch...

Hteller

deelstreep

S~

Fnoemer

Je leert in dit onderwerp

werken met breuken waarin variabelen voorkomen;
breuken (met variabelen) vereenvoudigen en gelijknamig maken;
breuken (met variabelen) optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen.

Voorkennis

getallen gebruiken om te tellen en te rekenen, met name rekenen met breuken;
het begrip variabele en berekeningen met variabelen uitvoeren, uitdrukkingen her-
leiden.

Opgave V1 Opgave V2

Bij het rekenen met breuken is het ‘gelijknamig maken’ van twee (of meer) breuken een
belangrijke vaardigheid. Daarmee zorg je er voor dat de noemers gelijk worden, zodat het
gelijksoortige breuken worden. Je zoekt daartoe het kleinste getal dat van beide noemers
een veelvoud is. Dit heet het ‘kleinste gemeenschappelijke veelvoud’ of kortweg ‘KGV’
van beide noemers.

Als je % en % gelijknamig wilt maken, dan zoek je het KGV van 5 en 4. Het kleinste

veelvoud van deze beide getallen is 20 en de breuken worden % en %.
Als je % en % gelijknamig wilt maken, dan zoek je het KGV van 6 en 4. Het kleinste

veelvoud van deze beide getallen is 12 en de breuken worden % en %.
Als je % en % gelijknamig wilt maken, dan zoek je het KGV van b en d. Het kleinste

veelvoud van deze beide getallen is bd en de breuken worden % en Z—CC,.
Als je % en % gelijknamig wilt maken, dan zoek je het KGV van a en 2a. Het kleinste

4 3

veelvoud van deze beide getallen is 2a en de breuken worden 5 en .

En nu kun je deze breuken optellen, aftrekken en delen. Bij het vermenigvuldigen van
breuken is gelijknamig maken niet nodig, je vermenigvuldigt de tellers met elkaar en de
noemers met elkaar.



BREUKEN

Soms kun je breuken ‘vereenvoudigen’ door teller en noemer door hetzelfde te delen.
Bijvoorbeeld'
36 _

s 181 (teIIer en noemer delen door 12).
;Taz = ﬁ (teller en noemer delen door 2a).

Belangrijk is nog dat bij breuken de noemer niet 0 kan zijn, want delen door 0 heeft geen
betekenis. Daar moet je voortdurend van uit gaan.

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3

Je kunt al rekenen met breuken: optellen, aftrekken, vermenigvuldigen |, .
en delen. Het rekenen met breuken waarin variabelen voorkomen gaat \

net zo. t— Hteller

» Bij optellen en aftrekken maak je de breuken eerst gelijknamig: || (el
a,c_ad, bc_adtbc a_c¢_ad_bc_ad-bc I Hnoemer
b7 d~bd " bd~  bd b~ d~bd bd~  bd

« Bij vermenigvuldigen moet je tellers en noemers afzonderlijk verme-

nigvuldigen:
a c a-c ac

b'd~bd_ bd
. Bij delen maakje de breuken eerst gelijknamig:

b-c
bd bd b-d

Er is één maar: door 0 delen heeft geen betekenis. In de berekeningen hierboven moet
daarom steeds b # 0 en d # 0 en bij de deling moet ook ¢ # 0.

= ‘Z (beide breuken met b - d vermenigvuldigen)

Kijk goed of je de breuken waarmee je werkt nog kunt vereenvoudigen door teller en noe-
mer door hetzelfde te delen. Bij het gelijknamig maken zoek je het kleinste gemeen-
schappelijke veelvoud of kortweg KGV van de noemers van de breuken.

Gegeven de twee breuken 5 en 2q (met p # 0 en g # 0). Tel beide breuken op, verme-
nigvuldig ze en deel de eerste door de tweede.

Antwoord

2:2q 3-p _ 4q + 3p _ 4q+3p

p22q3 2q-;273 2pq6 2pq3 2pq
« Vermenigvuldigen: ===
SEilgy el P 29 p2q  2pq  pq

4q 3p 4q
Del n:—/—=— Rl
© DeleN 524 = 2pa/ Zpqa " 3p

» Optellen: —+2q

Opgave 4 Opgave 5 Opgave 6
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BREUKEN

Van een rechthoek is de oppervlakte 24 cm? en de omtrek 21,4 cm. Je wilt de lengte en
de breedte bepalen.

Antwoord

Dergelijke problemen met twee variabelen kun je oplossen

met behulp van grafieken. breedte b

Je neemt voor de lengte bijvoorbeeld I en voor de breedte

b. lengte /
De gegevens leveren dan op:

« De omtrek is 21 + 2b = 21,4.
o De oppervilakteisl-b = 24.

Deze formules kun je met behulp van de balansmethode herleiden tot de vorm [ = ...:

« Uit de formule voor de omtrek volgt [ = 10,7 — b.

« Uit de formule voor de oppervilakte volgt I = %.
Je zegt wel dat I nu is uitgedrukt in b. Dat doe je om gemakkelijker tabellen en grafieken

te kunnen maken. Probeer daarmee de juiste waarden voor lengte en breedte te vinden.

Opgave 7 Opgave 8 Opgave 9
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Soms komen in uitdrukkingen met variabelen haakjes voor. Dat heeft

met de rekenvolgorde te maken. Maar niet altijd zijn die haakjes han-

dig, een uitdrukking is af en toe te vereenvoudigen door de haakjes x
weg te werken.

Ook kun je sommige uitdrukkingen zonder haakjes weer van haakjes
voorzien. Dat heet “ontbinden in factoren”.

Je leert in dit onderwerp

e in uitdrukkingen met variabelen termen en factoren onderscheiden;

o uitdrukkingen met variabelen waarin haakjes voorkomen vereenvoudigen door
haakjes weg te werken;

o ontbinden in factoren door een gemeenschappelijke factor buiten haakjes te halen
en/of met behulp van de som-product-methode.

Voorkennis

» het begrip variabele en berekeningen met variabelen uitvoeren, uitdrukkingen her-
leiden;
» breuken met variabelen herleiden.

Opgave V1 Opgave V2

De figuren hiernaast laten zien dat X 7
e 2-(x+7)=2-x+2-7=2x+14 21 2:x | 27
Het product van de factoren 2 en x + 7 herleid je zo tot de X 7

‘tweeterm’ 2x + 14.

o (X+5)-(Xx+7)=x-Xx4+7-Xx+5-x45-7=x%4+12x+35
Het product van de factoren x + 5 en x + 7 herleid je zo tot de
‘drieterm’ x2 + 12x + 35.

Een product bestaat uit ‘factoren’ en een optelling (of aftrekking)
uit ‘termen’. En je ziet in de bovenste figuur dat de factor 2 wordt verdeeld over de twee
termen van de factor x + 7. In de onderste figuur gebeurt iets dergelijks.

Ditis de ‘verdeeleigenschap’ of ook wel ‘distributieve eigenschap’ van getallen en daarom
ook van variabelen. Je noemt dit wel ‘haakjes uitwerken’. Deze eigenschap gaat op voor
alle getallen, ook negatieve.



HAAKJES

Je kunt ook in de omgekeerde richting werken:

o 2x+414=2-x42-7=2-(x+7)

e X2 +12x+35=x-x+7-Xx+5-x+5-7=(x+7)-(x+5)

Dit heet ‘ontbinden in factoren’ omdat je nu van een tweeterm of een drieterm weer
een product van twee factoren maakt. Bij de eerste van deze twee ontbindingen zoek je

de ‘grootste gemeenschappelijke deler’ (GGD) van beide termen. Je kunt dan die GGD
‘buiten haakjes halen’. Maar bij de tweede ontbinding kun je beter anders te werk gaan.

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3

De figuren hiernaast laten zien dat b c

e a-(b+c)=a-b+a-c
Het product van de factoren a en b + c herleid je zo tot de c d
tweeterm ab + ac. I a4

e (a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d
Het product van de factoren a + b en ¢ + d herleid je zo tot de
vierterm ac + ad + bc + cd.

b| b-c b.-d

Een product bestaat uit factoren en een optelling (of aftrekking)
uit termen. En je ziet in de bovenste figuur dat de factor a wordt verdeeld over de twee
termen van de factor b + c. In de onderste figuur gebeurt iets dergelijks.

Dit is de verdeeleigenschap of ook wel distributieve eigenschap van getallen en
daarom ook van variabelen. Je noemt dit wel haakjes uitwerken. Deze eigenschap gaat
op voor alle getallen, ook negatieve.

Je kunt ook in de omgekeerde richting werken:

e a-b+a-c=a-(b+c)

e a-ct+a-d+b-c+b-d=(a+b)-(c+d)

Dit heet ontbinden in factoren omdat je nu van een tweeterm of een vierterm weer
een product van twee factoren maakt. Bij de eerste van deze twee ontbindingen zoek je
de grootste gemeenschappelijke deler (GGD) van beide termen. Je kunt dan die GGD
buiten haakjes halen. Maar bij de tweede ontbinding kun je beter anders te werk gaan,
je gebruikt dan de som-en-productmethode, zie Voorbeeld 3.

Hier zie je nog enkele voorbeelden van haakjes wegwerken.

e 3(0+2x)=3-54+43-2x=15+6x

o 2k(k —4) = 2k(k +-4) = -2k - k + -2k - -4 = -2k? + 8k

« P+ (P-H=pP+3)-(p+-4)=p-p+-4-p+3-p+3--4=p>-p-12
e 2x+ D (x=1D=2(x2=x+x-1)=2(x%2-1)=2x2-2

e 2(q+1)-2R-q@) =2q+2-4+2q=4q-2

c @@+ -(@-1D=q>+q-q+1=¢>+1

Opgave 4 Opgave 5 Opgave 6 Opgave 7
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HAAKJES

Een uitdrukking zonder haakjes kun je soms ontbinden in factoren door de GGD van alle
termen buiten haakjes te halen. Hier zie je er enkele voorbeelden van.

e 5x+10=5-x+5-2=5(x+2)
e 5x+10=-5-x—--5-2=-5(x—-2)
of
-5x+10=5--x+5-2=5(-x+2)
e -5x2—10x =-5x- X +-5x -2 = -5x(x +2)
e 5x?2—10x+15=5-x2+5:-2x+5-3=5(x%+2x+3)
o 5x2 10Xy =5x-X+5x-2y =5x(x +2V)
e 5xy—-5y=5y-x—-5y:-1=5y(x—-1)

Opgave 8 Opgave 9 Opgave 10

De uitdrukking x2 +5x + 6 kun je niet ontbinden in factoren door X 3
een GGD buiten haakjes te halen, er is namelijk geen GGD (be-
halve 1). X XX 3.x

In de figuur hiernaast zie je dat X2 +5x+6=(x+2)(x+3).
Maar hoe kom je nu aan die 2 en die 37

Je ziet in de figuur dat de term 5x ontstaat door de oppervlaktes
2x en 3x op te tellen en dat de term 6 de oppervlakte van het rechthoekje van 2 bij 3 is.
Kortom: het getal in de term met x is de som van 2 en 3 en het getal in de term zonder
x is het product van 2 en 3.

2 2-x 2:3

Wil je een uitdrukking zoals x2 + 5x + 6 ontbinden dan zoek je dus twee getallen die op-
geteld 5 en vermenigvuldigd 6 opleveren. In dit geval zijn dat de getallen 2 en 3. Maar in
het algemeen zijn dergelijke getallen alleen te vinden als je er van uitgaat dat je uitslui-
tend gehele getallen wilt hebben. Je kunt dan systematisch alle mogelijkheden voor de
vermenigvuldiging nagaan. Je gebruikt de zogenaamde ‘som-en-productmethode’.

Opgave 11 Opgave 12 Opgave 13 Opgave 14
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Machten ontstaan door herhaaldelijk hetzelfde te vermenigvuldi-
gen.

macht

Dat kun je ook met variabelen doen: x - x - x = x3.

En dan kun je weer uitdrukkingen met variabelen en machten her-
leiden...

Je leert in dit onderwerp

« werken met machten van variabelen;

o uitdrukkingen met variabelen waarin machten voorkomen vereenvoudigen door
haakjes weg te werken;

» het rekenen met machten gebruiken bij rekenen met getallen in de wetenschappe-
lijke notatie.

Voorkennis

« rekenen met machten en de wetenschappelijke notatie gebruiken;

» het begrip variabele en berekeningen met variabelen uitvoeren, uitdrukkingen her-
leiden, ook met breuken;

o uitdrukkingen met variabelen waarin haakjes voorkomen vereenvoudigen door
haakjes weg te werken;

« ontbinden in factoren door een gemeenschappelijke factor buiten haakjes te halen
en/of met behulp van de som-product-methode.

Opgave V1 Opgave V2 Opgave V3

Een ‘macht’ is een herhaalde vermenigvuldiging: 5% = 5.5-5-5. Het
getal waarmee je steeds vermenigvuldigt heet het ‘grondtal’ van de exponent
macht en het aantal keren dat je die vermenigvuldiging doet heet

de ‘exponent’.

macht

Het werken met machten ken je al:

« Als je twee machten met hetzelfde grondtal vermenigvuldigt, kun je de exponenten
optellen: 5% .52 = 56,

« Als je twee machten met hetzelfde grondtal deelt, kun je de exponenten aftrekken:
56 /52 = 54

Hieruit volgt meteen:

« Een macht met exponent 0 heeft als uitkomst 1: 59 = 1,

« Als je een macht weer tot een bepaalde macht verheft, kun je de exponenten verme-
nigvuldigen: (54)2 =58,

« 0ok negatieve exponenten komen voor: 53 = 59-3 = 50/53 =1

53’



MACHTEN

Deze rekenregels gelden in het algemeen voor machten met een willekeurig grondtal en
een gehele exponent.

Ze zijn vooral nuttig bij het werken met de ‘wetenschappelijke notatie’ van hele grote en
hele kleine getallen.

Een getal zoals 135 miljard = 135000000000 schrijf je als:
135000000000 = 1,35 - 100000000000 = 1,35 - 1011.

Een getal zoals 31 miljoenste = 0,000031 schrijf je als:

_ _ L 5
0,000031 = 3,1-0,00001 = 3,1 - 750505 = 3.1 - 10°.

In de wetenschappelijke notatie schrijf je een getal in de vorm a- 10", waarbij 1 <=a < 10
en n een geheel getal is.

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3

Een macht is een herhaalde vermenigvuldiging, notatie g". Het
getal g waarmee je steeds vermenigvuldigt heet het grondtal van
de macht en het aantal keren n dat je die vermenigvuldiging doet
heet de exponent.

macht

Het werken met machten ken je al:

o Als je twee machten met hetzelfde grondtal vermenigvuldigt, kun je de exponenten
optellen: g@ - gb = ga+b,

« Als je twee machten met hetzelfde grondtal deelt, kun je de exponenten aftrekken:
ga/gb — ga—b_

Hieruit volgt meteen:

« Een macht met exponent 0 heeft als uitkomst 1: g0 = 1.
« Als je een macht weer tot een bepaalde macht verheft, kun je de exponenten verme-
nigvuldigen: (g)? = gab.

« 0ok negatieve exponenten komen voor: g4 = L

F.
Deze rekenregels gelden in het algemeen voor machten met een willekeurig grondtal (bij
delingen is het grondtal ongelijk aan 0) en een gehele exponent.

Ze zijn vooral nuttig bij het werken met de wetenschappelijke notatie van hele grote
en hele kleine getallen.

In de wetenschappelijke notatie schrijf je een getal in de vorm a- 10", waarbij 1 <=a < 10
en n een geheel getal is.
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MACHTEN

Hier zie je enkele voorbeelden van het werken met machten. Denk er om dat je alleen
gelijksoortige termen kunt optellen en aftrekken.

e 2a’-5a*=2-5-a7-a*=10a"** = 10a1?
. 2(17_2.G_Z=0’4a7—4=0l4a3
a

5a% 5
. 5at_5.at oo 1_25
2a7 2 a7 7’ a3 ad

. (2a3)" =243 --2a% 243 - 243 = 16412
. (—2a3)4 + (a2)6 =16al? + al2 = 17412
« 18a2b3 - (2ab)?-3b = 18a2b3 — 12a2b3 = 642b3

Opgave 4 Opgave 5 Opgave 6

Deze getallen zijn geschreven in de wetenschappelijke notatie: a = 3,6 - 1013, b =1,2-
10'2,¢=1,2-10%end =9,0-107.

Bereken a+ b, a-c, c —d en a/d. De antwoorden geef je dan natuurlijk ook in de weten-
schappelijke notatie!

Antwoord

Let vooral op het werken met de machten van 10. Alleen gelijksoortige uitdrukkingen mag
je optellen of aftrekken.

« a+b=3,6-103+1,2-10'%=3,6-10'3+0,12-10'3=3,72.10!3

« a-¢=3,6-10'3.1,2.10%=4,32-10"

« ¢-d=1,2-10%-9,0-107=12,0-107 -9,0-107 =3,0-10”

13
4=3010 " _0,4.10%° =4,0-10"°
9,0-10

Opgave 7 Opgave 8
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Wortels ontstaan uit het terugrekenen vanuit machten. ’

Zo ontstaat de ‘gewone’ wortel door terugrekenen vanuit een kwa-
draat.

Zo ontstaat de derdemachtswortel door terugrekenen vanuit een der-
de macht.

Enzovoort...

Je leert in dit onderwerp

« werken met (hogere machts) wortels, ook als daar variabelen in voor komen;
» uitdrukkingen waarin wortels voor komen vereenvoudigen.

Voorkennis

» rekenen met machten en terugrekenen vanuit machten;

» het begrip variabele en berekeningen met variabelen uitvoeren, uitdrukkingen her-
leiden, ook met breuken en machten;

o uitdrukkingen met variabelen waarin haakjes voorkomen vereenvoudigen door
haakjes weg te werken;

« ontbinden in factoren door een gemeenschappelijke factor buiten haakjes te halen
en/of met behulp van de som-product-methode.

Opgave V1 Opgave V2

Worteltrekken is terugrekenen vanuit kwadrateren. De wortel uit Kwadrateren

_ : T
9 is 3 omdat 32 = 9. Zo geldt in het algemeen: 3 &
9 9
Va2 =aalsa=0. W\\/
. . worteltrekken
Helaas zijn de meeste getallen geen zuivere kwadraten en kun
je de wortels eruit alleen maar benaderen. Maar vroegtijdig be- derde macht
naderen is in berekeningen vaak niet gewenst. En daarom moet 3 — 33
je het rekenen met wortels oefenen. Je weet al hoe dat gaat: 3\%\\/2_7
. ﬁ-JB:va-balsazOensz. derde machtswortel
2
e —=4-alsa=0enb>0. nde macht
Vb \b o e .,
o Alleen gelijke wortels kun je optellen of aftrekken: 3v10 + ‘1 3
2410 = 5410, maar 3vY10 + 2v11 kun je niet verder vereen- 13" 3"

voudigen. nde machtswortel

Bij worteltrekken gaat het om terugrekenen vanuit een kwadraat. Maar er bestaan ook
hogere machten. Bij het terugrekenen vanuit derde machten spreek je van derde machts
worteltrekken, bij het terugrekenen vanuit vierde machten van vierde machts worteltrek-
ken, enz.



WORTELS

Met dergelijke hogere machtswortels kun je op dezelfde manier rekenen als met ‘gewone’
wortels. Nu is:

Ya®=aalsa=0enn=2,34,5,...

Er is wel één ding waar je op moet letten: derde machten en vijfde machten, enz., kun-
nen ook negatief zijn. En kwadraten, vierde machten, zesde machten, enz., kunnen niet
negatief zijn. Dit betekent dat 3-8 = -2, maar V.16 geen reéel getal is.

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3 Opgave 4

Worteltrekken is terugrekenen vanuit kwadrateren. nde AT

machts worteltrekken is terugrekenen vanuit een n-de macht. 3 — N 22
Zo geldt in het algemeen: V9 ~_

Ya"=aalsa=0enn=2,34,5,... worteltrekken

Het rekenen met n-de machts wortels gaat zo: nde macht

« Wa-Yb=%Ya-balsa=0enb=0. 2/—\\5
. E—"%alsazOenb>0. va

% - nde machtswortel
« Alleen gelijke wortels kun je optellen en/of aftrekken.

Let er op dat oneven machten ook negatief kunnen zijn. En even machten kunnen niet
negatief zijn. Dit betekent dat bijvoorbeeld dat 7.8 = -2, maar dat ¥-16 geen reéel getal
is.

De rekenregels hierboven zijn dus voor oneven n ook geldig voor negatieve waarden van
a en/of b.

Hier zie je hoe je behulp van de rekenregels voor wortels enkele uitdrukkingen kunt ver-
eenvoudigen.

e V48+3V27=+16-3+3Y9-3=4v/3+3-3/3=13V3
e V3a2+2aV12=Va? -3 +2aV4-3=av3+2a-2v3 =5ay3
e ¥544+3250=327-2+3125-2=733-¥2+353.92=3-2+5-¥2=8-F2

Opgave 5 Opgave 6 Opgave 7

Bij breuken met wortels in de noemer is het vaak handig om die wortel weg te werken uit
de noemer. Dat kun je doen door teller en noemer met die wortel te vermenigvuldigen.
Bekijk deze voorbeelden maar.

1 _ 142 _ 42 _ 173

V2 242 22

a _ aa _aJa _ _
c ZtYa=Z==+Va="r+Ja=Ja+Ja=2Ja
Bij hogere machtswortels is dit minder eenvoudig.

Opgave 8 Opgave 9 Opgave 10
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Begrippen

congruentie — overeenkomstige hoeken — overeenkomstige zijden — vergrotingsfactor

— verhoudingstabel;

congruentie — gelijkvormigheid;

middelloodlijn — bissectrice (deellijn) — zwaartelijn — hoogtelijn — omgeschreven en in-
geschreven cirkel — gelijkbenige driehoek — gelijkzijdige driehoek — definitie, stelling, be-
wijs;

regelmatige veelhoeken — omgeschreven cirkel;

gelijkvormige figuren — lengtevergrotingsfactor — oppervlaktevergrotingsfactor.

Activiteiten

de begrippen gelijkvormig en congruent;

herkennen wanneer driehoeken congruent of gelijkvormig zijn en behulp daarvan bereke-
ningen in driehoeken uitvoeren;

bijzondere lijnen in driechoeken en eigenschappen van driehoeken en deze bijzondere lij-
nen bewijzen — de stelling van Thales bewijzen;

rekenen in vierhoeken, vijfhoeken, etc, met behulp van congruentie en gelijkvormigheid;
werken met de lengtevergrotingsfactor en de bijbehorende oppervlaktevergrotingsfactor.

Jacobsstaf




[Domein|
Meetkunde

Viakke meetkunde

Gelijk of gelijkvormig 24
Driehoeken 27

Stelling en bewijs 31
Vlakke figuren 35
Vergrotingsfactoren 38




Hier zie je twee driehoeken.

Hebben ze dezelfde vorm? En wat weet je dan van hun
hoeken en zijden?

Daarover gaat dit onderdeel.

Je leert in dit onderwerp

[ =

o wat congruente (gelijke) figuren en wat gelijkvormige figuren zijn;

« overeenkomstige hoeken en zijden herkennen;

o het begrip vergrotingsfactor en daarmee zijden berekenen.

Voorkennis

» de basisbegrippen van vlakke meetkunde, zoals punt, lijn, lijnstuk, zijde, hoekpunt,

hoek;
e« namen en eigenschappen van vlakke figuren.

Opgave V1 Opgave V2

Als twee figuren gelijk zijn, zoals in het bovenste plaatje, dan
betekent dit dat je als het ware beide figuren kunt uitknippen
en precies over elkaar heen kunt leggen. De ‘overeenkom-
stige hoeken’ zijn dan even groot en de ‘overeenkomstige
zijden’ zijn even lang. Figuren die precies gelijk aan elkaar
zijn noem je ‘congruent’. Hier zijn de driehoeken ABC en
LMK congruent en dat schrijf je als AABC = ALMK.

Maar er bestaan ook figuren die wel dezelfde vorm hebben,
maar toch niet even groot zijn. De éne figuur is dan een ver-
groting (of verkleining) van de andere. Dit betekent dat wel
alle hoeken van beide figuren even groot zijn, maar dat de
zijden van de éne figuur met een vaste factor moeten wor-
den vermenigvuldigd.

K
¢ M
i
A B
E
C
AD = 2-AB
A B

In het onderste plaatje zie je dat de lijnstukken BC en DE evenwijdig zijn. Dus zijn de
hoeken bij B en D en die bij C en E even groot. De zijde AD is tweemaal zo groot als

AB. Dit geldt ook voor DE en BC en voor AE en AC.

De zijden van AADE zijn 2 keer zo groot als de overeenkomstige zijden van AABC. Je

zegt nu dat de driehoeken ABC en ADE ‘gelijkvormig’ zijn

en dat schrijf je als AABC ~

AADE. AADE is een vergroting van AABC met ‘vergrotingsfactor’ 2.

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3 Opgave 4



GELIJK OF GELIJKVORMIG

Twee figuren heten congruent als ze voor wat betreft hun
vorm en hun afmetingen precies gelijk zijn. Dit betekent voor
veelhoeken dat hun overeenkomstige hoeken gelijk zijn
en hun overeenkomstige zijden zijden gelijk zijn.

Twee figuren zijn gelijkvormig als de ene figuur een ver-
groting of verkleining van de andere is. Voor veelhoeken be-
tekent dit dat de overeenkomstige hoeken even groot zijn
en de overeenkomstige zijden met eenzelfde vergrotings-
factor zijn vermenigvuldigd.

Bij gelijkvormige veelhoeken kun je een verhoudingsta-
bel maken waarin de overeenkomstige zijden boven elkaar
staan. Bij de gelijkvormige vierhoeken hiernaast hoort on-
derstaande verhoudingstabel.

AB BC CD DA
4 cm 3 cm 2.cm 2cm
EF FG GH HE
6 cm 4,5 cm 3 cm 3cm

De bijbehorende vergrotingsfactor is 1,5.

Figuur I: H 2 G
ABCD ZEFGH
E 3
4
F
Figuur II: H 3 G
ABCD ~EFGH
3
4,5
F

Laat met een berekening zien welke van de onderstaande vierhoeken gelijkvormig zijn

en welke niet.

Antwoord

Van alle drie de vierhoeken zijn de overeenkomstige hoeken gelijk. Het gaat dus om de
overeenkomstige zijden. Die moeten een verhoudingstabel opleveren.

Vergelijk eerst bijvoorbeeld de vierhoeken ABCD en GHEF. (Je ziet dat de lettervolgor-
de van de tweede vierhoek zo is gekozen dat de letters bij de overeenkomstige hoeken

in dezelfde volgorde staan als die van vierhoek ABCD.)

Maak een tabel zoals deze waarin de overeenkomstige zijden boven elkaar staan.

AB BC CD DA
4 cm 3cm 2cm 2cm
GH HE EF FG

5cm 3cm 3cm 2cm
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GELIJK OF GELIJKVORMIG

Je ziet dat er geen vaste vergrotingsfactor vanuit de zijden van ABCD waarmee je de
overeenkomstige zijden van GH E F krijgt. Deze tabel is geen verhoudingstabel. Dus deze
twee vierhoeken zijn niet gelijkvormig.

Op dezelfde manier kun je de vierhoeken ABCD en NK LM vergelijken.

Opgave 5 Opgave 6 Opgave 7

Teken een driehoek ABC met AB=4cm, BC =5cmen AC = 6 cm. Vraag een mede-
leerling om dit ook te doen. Zijn jullie driehoeken verschillend?

Teken vervolgens ADEF waarvan DE =2-AB, EF =2-BCen FE =2-CA. Zijn de
driehoeken ABC en DEF automatisch gelijkvormig?

Antwoord

Alle driehoeken met zijden van 4, 5 en 6 cm zijn hetzelfde. Ze passen allemaal op elkaar
en zijn dus congruent. De lengtes van de zijden bepalen de vorm van de driehoek. Twee
driehoeken zijn dus congruent als hun zijden gelijk zijn. Op de hoeken hoef je dan niet
meer te letten.

Verder zie je dat het vergroten van alle zijden met dezelfde factor een driehoek ople-
vert met dezelfde vorm als de oorspronkelijke driehoek, dus met dezelfde hoeken. Twee
driehoeken zijn gelijkvormig als de overeenkomstige zijden met dezelfde factor zijn ver-
menigvuldigd.

Bij driehoeken hoef je niet op de zijden en de hoeken te letten om te beoordelen of ze
congruent of gelijkvormig zijn. Je hoeft alleen maar naar de zijden te kijken of alleen maar
naar de hoeken te kijken.

Opgave 8 Opgave 9 Opgave 10
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Hier zie je twee driehoeken.

Ze zijn gelijkvormig. Dat betekent dat hun hoeken gelijk
zijn. En voor driehoeken is dat ook genoeg, hun zijden heb-
ben dan automatisch een vaste vergrotingsfactor. De zij-
den van de grote driehoek zijn bijvoorbeeld allemaal 2,5
keer zo groot als die van de kleinere.

Je leert in dit onderwerp

« wanneer driehoeken congruent en wanneer driehoeken gelijkvormig zijn;
« gelijkvormige driehoeken gebruiken bij berekeningen.

Voorkennis

« wat congruente (gelijke) figuren en wat gelijkvormige figuren zijn;
» overeenkomstige hoeken en zijden herkennen;
« het begrip vergrotingsfactor en daarmee zijden berekenen.

Opgave V1 Opgave V2

Als verschillende mensen de opdracht krijgen om een driechoek ABC met AB = 5 cm,
BC =6 cm en AC = 8 cm te tekenen, krijgen ze allemaal dezelfde driehoek. Driehoeken
waarvan de overeenkomstige zijden gelijk zijn, zijn dus congruent. Je zegt wel dat gelijke
overeenkomstige zijden bij driehoeken een congruentiekenmerk is.

Er zijn meer van die congruentiekenmerken, bijvoorbeeld als twee driehoeken een hoek
en de zijden op de benen van die hoek gelijk hebben zijn ze congruent.

Als verschillende mensen de opdracht krijgen om een driechoek ABC te tekenen met
ZA =60°en £B = 40°, krijgen ze niet altijd dezelfde driehoeken. Maar al hun driehoeken
worden wel gelijkvormig.

Twee gelijke hoeken is een gelijkvormigheidskenmerk.

Dus als je van twee driehoeken kunt beredeneren dat ze twee paar
gelijke hoeken hebben, dan weet je dat ze gelijkvormig zijn. In de fi-
guur hiernaast kun je beredeneren dat de driehoeken ABS en CDS
twee paar gelijke hoeken hebben. Dat volgt uit de evenwijdigheid
van AB en CD.




DRIEHOEKEN

Bij de overeenkomestige zijden van deze twee driehoeken kun je daarom een verhoudings-
tabel maken.

AB BS AS

7 cm 4,5 cm 6 cm
CD DS CS
acm b cm 1,5 cm

De twee onbekende zijden kun je nu uitrekenen met behulp van de vergrotingsfactor van
AABS naar ACDS.

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3

Twee driehoeken zijn congruent als ze

» drie paren overeenkomstige zijden gelijk hebben;

« een hoek en de twee zijden op de benen van die hoek gelijk
hebben;

o één zijde en twee paren overeenkomstige hoeken gelijk
hebben;

» twee zijden gelijk hebben en rechthoekig zijn. 7z

Je komt congruente driehoeken vaak tegen in symmetrische
figuren. Met behulp van congruentie kun je eigenschappen
van dergelijke figuren afleiden. Het gaat er dan vaak om dat
je aantoont dat bepaalde lijnstukken even lang zijn.

S 0
o
T X =
o
e c
o
o 3
=
o
N ¥
T
T
0,

Twee driehoeken zijn gelijkvormig als Gelijkvormigheid

ergrotingsfactor

« bij de drie paren overeenkomstige zijden een verhoudings-

I

tabel past; L
« er twee paren gelijke overeenkomstige hoeken zijn (Het
derde paar is dan automatisch ook gelijk.); hhh

» er één paar gelijke overeenkomstige hoeken zijn en bij de
twee paren overeenkomstige zijden op de benen van die
hoeken een verhoudingstabel past;

« beide driehoeken een rechte hoek hebben en bij twee pa-
ren overeenkomstige zijden een verhoudingstabel past.

zhz

/|
NAA%

Zzr

L

Bij gelijkvormige driehoeken kun je een verhoudingstabel maken waarin de overeen-
komstige zijden boven elkaar staan. De bijbehorende vergrotingsfactor bereken je door
de lengtes van twee overeenkomstige zijden op elkaar te delen. En met die vergrotings-
factor kun je vaak onbekende lengtes van lijnstukken berekenen.
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DRIEHOEKEN

Je ziet hiernaast twee gelijkvormige driehoeken. Leg uit waarom ze C
gelijkvormig zijn en bereken de lengtes van AB en EF. 43 &

Antwoord &

Beide driehoeken hebben twee paren gelijke hoeken. Daarom zijn
ze gelijkvormig. Bij de overeenkomstige zijden past dus een verhoudingstabel:

AB BC AC
X 6 4,5
DE EF DF
5 y 3

De vergrotingsfactor van AABC naar ADE F bedraagt 3/4,5 = % dus EF =%- 6=4.
De vergrotingsfactor van ADE F naar AABC bedraagt4,5/3 =1,5,dus AB=1,5-5=7,5.

Opgave 4 Opgave 5

In deze figuur zijn AB en CD evenwijdig.

Bereken de lengte van CD en die van CE.

Antwoord

Omdat ZA = ZCDE (F-hoeken) en B = ZDCE (F-hoeken) is
AABE ~ADCE.

Maak nu een verhoudingstabel voor de zijden en vul getallen of onbekenden in.

AB BE AE

10 cm X +3cm 12 cm

DC CE DE

y cm X cm 8 cm

De vergrotingsfactor van AABE naar ADCE is 8/12 = %

2 20
Om CE te berekenen gebruik je x = % (x + 3). Hieruit volgt x =6 en dus CE = 6.

Opgave 6 Opgave 7 Opgave 8
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DRIEHOEKEN

Bereken de lengte van AD in één decimaal nauwkeurig. <
D
Antwoord 8
In rechthoekige driehoeken geldt ook de stelling van Pythagoras.
A 12 B

Je kunt dus ook de lengte van BC berekenen met BC2 = 122 + 82,
dus BC = V122 + 82 = /208.

In deze figuur zijn drie gelijkvormige driehoeken te vinden, namelijk AABC, ADAC en
ADBA. Ga na dat van die driehoeken alle drie de paren overeenkomstige hoeken gelijk
zZijn.

Neem nu bijvoorbeeld de driehoeken AABC en ADAC en maak een verhoudingstabel
voor de zijden.

AB BC AC
12 cm V208 cm 8 cm
DA AC DC
X cm 8 cm ycm

De vergrotingsfactor van AABE naar ADAC is 8/\/208.
AD = 8/\/208 .12 ~ 6,7 cm.

Opgave 9 Opgave 10


https://content.math4all.nl/view?comp=v3-me1&subcomp=v3-me12&repo=m4a2015

Applet

Gegeven is een driehoek ABC. Van elke zijde is een middel-
loodlijn getekend. Deze middelloodlijnen lijken door één punt te
gaan.

Wat zijn middelloodlijnen eigenlijk precies en gaan ze altijd door
één punt?

En zijn er nog andere bijzondere lijnen in driehoeken te tekenen?

Je leert in dit onderwerp

« wat een middelloodlijn, wat een zwaartelijn, wat een deellijn en wat een hoogtelijn
in een driehoek is en de eigenschappen van deze soorten lijnen herkennen;

o de ingeschreven en de omgeschreven cirkel van een driehoek construeren;

« de begrippen ‘definitie’, ‘vermoeden’ en ‘bewijs’ onderscheiden en een bewijs ge-
bruiken om van een vermoeden een ‘stelling’ te maken (met als voorbeeld de stelling

van Thales).

Voorkennis

'

'
'

'

'

'

d
A
\
d
.
.
S

« wat congruente (gelijke) figuren en wat gelijkvormige figuren zijn;

» overeenkomstige hoeken en zijden herkennen;
« het begrip vergrotingsfactor en daarmee zijden berekenen.

Opgave V1

Je ziet hier AABC met daarin de drie middelloodlijnen van de zij-
den getekend. Die drie lijnen lijken door één punt M te gaan en
M lijkt het middelpunt te zijn van een cirkel door de drie hoek-
punten van die driehoek.

Vooralsnog is de uitspraak dat deze drie middelloodlijnen door
één punt gaan een ‘vermoeden’. Of heb je al een waterdichte re-
denering waaruit blijkt dat dit inderdaad altijd waar is? Als dat zo
is dan heb je een ‘bewijs’ geleverd. En als een vermoeden is be-

wezen, dan spreek je van een ‘stelling’. Bij het leveren van een bewijs is enige voorkennis

nodig. Bijvoorbeeld wat een middelloodlijn precies is.

Dat moet je dan ook eerst doen: een ‘definitie’ geven van wat een middelloodlijn is. Zo

bijvoorbeeld:

« Een ‘middelloodlijn’ van een lijnstuk is een lijn die door het midden van dat lijnstuk

gaat en er loodrecht op staat, dus de symmetrieas van dat lijnstuk.
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Applet

STELLING EN BEWIJS

Het bewijs van het vermoeden verloopt dan (in grote lijnen) als volgt:

Omdat M op de middelloodlijn van AB ligtis AM = M B.

Omdat M op de middelloodlijn van BC ligtis BM = MC.

Daaruit volgt dat AM = MC en dus dat M op de middelloodlijn van AC ligt.

Enomdat MA = M B = MC ligt M evenver van alle drie de hoekpunten van de driehoek
af en dus op de cirkel door die drie hoekpunten. De cirkel door de drie hoekpunten van
een driehoek heet de ‘omgeschreven cirkel’ van die driehoek.

En zo kun je meer uitspraken doen over bijzondere lijnen in driehoeken. Dat zijn dan altijd
vermoedens tot er een bewijs voor is gevonden. Dan pas spreek je van een stelling.

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3

In veel vlakke figuren kun je bijzondere lijnen tekenen.
Je ziet hierin AABC:

mil h
« de middelloodlijn van zijde AB, dat is een lijn die

deze zijde loodrecht middendoor deelt;
« de deellijn of bissectrice van £C, dat is een lijn die

deze hoek middendoor deelt; /

» de zwaartelijn vanuit punt C, datis een lijnstuk van-
uit dit punt naar het midden van de overstaande zijde
(de zijde tegenover punt C);

- de hoogtelijn vanuit punt C, dat is een lijnstuk vanuit dit punt loodrecht op de over-
staande zijde (de zijde tegenover punt C).

Dit zijn definities van de genoemde begrippen. Andere voorbeelden zijn:

- de omgeschreven cirkel van een driehoek is de cirkel door de drie hoekpunten;

- deingeschreven cirkel van een driehoek is de grootste cirkel die nog precies binnen
de driehoek ligt.

- een gelijkbenige driehoek is een driechoek met twee gelijke zijden;

« een gelijkzijdige driehoek is een driehoek met drie gelijke zijden.

Deze lijnen hebben bepaalde eigenschappen. Je kunt uitspraken doen als “De drie mid-
delloodlijnen in een driehoek gaan door één punt en dat punt is het middelpunt van een
cirkel door de drie hoekpunten van de driehoek.”

Zo'n uitspraak is een vermoeden tot je met een waterdichte redenering hebt aange-
toond dat hij altijd waar is. Zo'n redenering heet een bewijs. En het vermoeden noem je
daarna een stelling.

Het vinden van een sluitend bewijs is lang niet altijd eenvoudig, wiskundigen studeren
daar soms jaren, zelfs eeuwen op...
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Applet

Applet

[MEETKUNDE » VLAKKE MEETKUNDE P STELLING EN BEWIJS

=

Een gelijkbenige AABC heeft een tophoek C.

Bewijs dat de zwaartelijn uit punt C ook een hoogte- O

lijn is.
Antwoord

Noem de zwaartelijn CS, het snijpunt met AB is dus

punt S. A

Een zwaartelijn gaat vanuit punt C naar het midden

N

van zijde AB.

Dus is AS = SB. De driehoek was gelijkbenig en dus geldt ook AB = AC.
Omdat ook CS = CS zijn de driehoeken ASC en BSC congruent (Z2ZZ).

Hieruit volgt weer dat LASC = £ZBSC. Omdat ze samen 180° graden zijn, is elk van deze

hoeken 90°. Zwaartelijn CS is dus ook een hoogtelijn.

Opgave 4 Opgave 5 Opgave 6

Gegeven is een cirkel met middelpunt M, middellijn AB
en een punt C op de cirkelboog.

Geef een bewijs dat AABC rechthoekig is.

(Dit heet de stelling van Thales.)

Antwoord

Teken hulplijn CM. De driehoeken AMC en BMC zijn

gelijkbenig. Dit betekent dat LA = ZACM en 4B =
£ZBCM.

Nu zijn de hoeken van AABC samen 180°.

Uit dit alles kun je afleiden dat ZACM + ZBCM = 90° en dus dat AABC rechthoekig is.

Opgave 7 Opgave 8

(WISKUNDE EERSTE FASE VWO
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Applet

STELLING EN BEWI)S

Je ziet hiernaast AABC waarin de drie zwaartelijnen
zijn getekend. Deze lijnstukken verbinden een hoekpunt
met het midden van de overstaande zijde. Hun snijpunt
is het zwaartepunt Z van de driehoek. Dit zwaartepunt
verdeelt elke zwaartelijn in twee lijnstukken die zich ver-
houden als 2 : 1.

Bewijs dit.

Antwoord

Teken lijnstuk E F.

Uit de gelijkvormigheid van de driehoeken ABC en FEC volgt EF//ABen EF = % AB.

En daarom is AABZ ~ AEF Z. Bij de overeenkomstige zijden past dus een verhoudings-
tabel:

AB BZ AZ

EF FZ EZ

De vergrotingsfactor van AABZ naar AE F Z bedraagt l, dus EZ = %-AZ en FZ = %-BZ.
Endusis AZ:EZ=BZ:FZ=2:1.

Opgave 9 Opgave 10 Opgave 11
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Dit is een regelmatige zevenhoek. Dat betekent dat alle hoeken
gelijk zijn en alle zijden ook.

Als de zijden 2 cm zijn, hoe teken je dan zo'n regelmatige zeven-
hoek?

Je leert in dit onderwerp

« het begrip regelmatige veelhoek;

« de hoeken van een regelmatige veelhoek berekenen en regelmatige veelhoeken
construeren;

« meetkundige problemen oplossen.

Voorkennis

« wat congruente (gelijke) figuren en wat gelijkvormige figuren zijn;

» overeenkomstige hoeken en zijden herkennen en zijden berekenen met behulp van
de vergrotingsfactor;

o de eigenschappen van middelloodlijnen, zwaartelijnen, bissectrices en hoogtelijnen
in een driehoek;

o de begrippen ingeschreven en omgeschreven cirkel.

Opgave V1

Je ziet hier een regelmatige zevenhoek met zijden van 2 cm.
Alle hoeken en alle zijden zijn gelijk. Om zo'n figuur te kun-
nen tekenen verdeel je hem vanuit één hoekpunt in drie-
hoeken. Omdat hij uit vijf driehoeken bestaat is zijn totale
hoekensom 5-180 = 900°. Elke hoek is dan 900/7 = 128,6°.
Nu kun je de regelmatige zevenhoek tekenen. Je weet im-
mers alle hoeken en alle zijden, dus de figuur ligt vast.

In het algemeen kun je een veelhoek tekenen als alle hoeken E
op één na bekend zijn en alle zijden op één na bekend zijn.

Alleen bij driehoeken kun je met minder gegevens toe. Als

de lengtes van de zijden bekend zijn ligt de driehoek al vast

en kun je hem tekenen. Maar een driehoek ligt ook vast als

een zijde met twee hoeken bekend zijn, of een hoek metde

zijden op de benen van die hoek. Kijk nog maar eens bij de
congruentiegevallen.

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3



<

VLAKKE FIGUREN

Alleen driehoeken zijn star: als de lengtes van de drie
zijden bekend zijn, ligt de vorm van de driehoek vast.
Hij is dan niet meer te vervormen. (Daarom worden
in constructies die hun vorm moeten behouden altijd
driehoeken gebruikt.) Elke driehoek heeft een omge-
schreven cirkel en een ingeschreven cirkel.

Als van een driehoek alle zijden gelijk zijn, zijn de hoe-
ken dat automatisch ook, alle drie 60°.

Voor vierhoeken, vijfhoeken, etc., geldt dit niet. Om

die te kunnen tekenen heb je gegevens nodig over zowel hun zijden als hun hoeken. Zelfs
als alle zijden gelijk zijn, hoeft dit nog niet voor de hoeken te gelden. Alleen de regelma-
tige veelhoeken vormen hierop een uitzondering, daarvan zijn zowel de hoeken als de
zijden gelijk.

De hoekensom van elke n-hoek is (n — 2) - 180°.

Dat komt omdat hij in n — 2 driehoeken is op te delen.

Veelhoeken hebben in het algemeen geen omgeschreven cirkel en ook geen ingeschre-
ven cirkel. Alleen driehoeken en regelmatige veelhoeken hebben wel van dergelijke cir-
kels.

Een omgeschreven cirkel teken je door de middelloodlijnen van de zijden van de figuur
met elkaar te snijden. Als alle middelloodlijnen precies één snijpunt hebben is dit snijpunt
het middelpunt van de omgeschreven cirkel.

Je ziet hier AABC met LA =60°, £B=90°en AB=1cm. C
Laat zien, dat AC =2 en BC = +/3 cm.
30°

Antwoord
Als je deze driehoek spiegelt in lijn BC zie je dat hij de linkerhelft
van een gelijkzijdige driehoek ADC is. Daarvanis AD = 2- AB =
2-1=2cm.

60° r
Dit betekent dat ook AC =2 cm. A 1 B

En dan kun je met behulp van de stelling van Pythagoras berekenen
dat BC = /3 cm.

Opgave 4 Opgave 5
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Applet

VLAKKE FIGUREN

Van vierhoek ABCD is gegeven dat AB=5cm, BC=6cm, AD =4 en £B =90°.
Laat zien dat er meerdere vierhoeken mogelijk zijn, maar dat maar één van die vierhoeken
een omgeschreven cirkel heeft.

Antwoord

Teken een paar van deze vierhoeken. Begin met de zijden AB en BC die loodrecht op
elkaar staan. Punt D ligt op een cirkel met straal 4 cm en middelpunt A. Waar het punt
op die cirkel ligt kun je zelf nog bepalen.

Teken nu de omgeschreven cirkel met behulp van de middelloodlijnen van AB en BC.
Er zijn twee punten waar de omgeschreven cirkel en de cirkel waar punt D op ligt elkaar
snijden. Slechts één van die punten levert een vierhoek ABC D op met een omgeschreven
cirkel.

Opgave 6 Opgave 7

Binnen een vierkant ABCD is een kwartcirkel beschre- D R C
ven met B als middelpunt en de zijde als straal. Een
punt P op de kwartcirkel heeft een afstand 1 tot CD en
afstand 8 tot AD.

Bereken de oppervilakte van vierkant ABCD.

Antwoord

Noem de lengte van de zijden van het vierkant r.
Teken loodlijn PS op AB.

In de driehoek SBP geldt: r2 = (r — 1) + (r — 8)°.
Dit levert op r = 13. De oppervlakte van het vierkant is dus 169.

Opgave 8 Opgave 9 Opgave 10
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Je ziet twee gelijkvormige rechthoeken.

De vergrotingsfactor is duidelijk 6, dus de zijden van de

grote rechthoek zijn 6 keer die van de kleine rechthoek.

Maar is de oppervlakte ook 6 keer zo groot geworden? 36 FA

DG mm 24 mm

Je leert in dit onderwerp

» het begrip oppervlaktevergrotingsfactor;
« bij vergroting of verkleining van een figuur de oppervilaktevergrotingsfactor bereke-
nen vanuit de lengtevergrotingsfactor en omgekeerd.

Voorkennis

» wat congruente (gelijke) figuren en wat gelijkvormige figuren zijn;

» overeenkomstige hoeken en zijden herkennen en zijden berekenen met behulp van
de vergrotingsfactor;

« de eigenschappen van middelloodlijnen, zwaartelijnen, bissectrices en hoogtelijnen
in een driehoek;

o de begrippen ingeschreven en omgeschreven cirkel.

Opgave V1

Je ziet hier een kleine rechthoek met zijden van 4 mm en
6 mm. Daarnaast zie je een grotere rechthoek waarvan de
zijden 6 keer zo groot zijn.

« De omtrek van de kleine rechthoek is 6 +4 +6 +4 = 36 mm
20 mm.

« De omtrek van de grote rechthoek is 36 +24 + 36 +24 =
120 mm. = T

DG mm 24 mm

Dus de omtrek van de grotere rechthoek is 6 zo groot als
die van de kleine rechthoek.
Geldt dit ook voor de oppervlakte van de rechthoeken?

o De oppervilakte van de kleine rechthoek is 6 -4 = 24 mm?>.

« De oppervlakte van de grote rechthoek is 36 - 24 = 864 mm?.



VERGROTINGSFACTOREN

Door de vergroting is de oppervlakte 864/24 = 36 = 62 keer zo groot geworden.
En dat is ook logisch: zowel de lengte als de breedte wordt 6 keer zo groot en voor de
oppervlakte moet je ze vermenigvuldigen.

De vergrotingsfactor van de lengtes noem je de lengtevergrotingsfactor. De bijbeho-
rende opperviaktevergrotingsfactor is het kwadraat van de lengtevergrotingsfactor.

Opgave 1 Opgave 2

Theorie
lengte x3

Hier zie je wat er gebeurt als je van een vierkant alle zijden 3 s W
keer zo groot maakt:

« alle lengtes worden 3 keer zo groot; .
« de oppervlakte wordt 3 -3 = 3%2 = 9 keer zo groot.

oppervlakte

Omdat de oppervlakte van een figuur niet meer is dan de som %3
van een (niet altijd geheel) aantal eenheidsvierkanten, geldt .
dit voor elke figuur. Bovendien kun je het veralgemeniseren

tot een lengtevermenigvuldiging met factor k:

Als alle lengtes k keer zo groot worden, worden alle oppervlaktes k2 keer zo groot.
Omdat de vorm van beide figuren bij vergroten hetzelfde blijft heten ze gelijkvormig.

Ofwel: is bij twee gelijkvormige figuren de lengtevergrotingsfactor k, dan is de op-
perviaktevergrotingsfactor k2.

o Als k > 1 is er sprake van een vergroting.
« Als k <1 is er sprake van een verkleining.
o Als k =1 verandert er niets.

Bekijk de figuur hiernaast. Gegeven is dat PQ = 8, ST = 5 en PR = R
QR =13 cm.
Bereken de opperviakte van ASTR.

Antwoord

De driehoeken PQR en STR zijn gelijkvormig.
De hoogte van driehoek PQR is gelijk aan v153, dus de oppervlakte van
die driehoek is% 8-4153 = 44153 cm?.

P Q

De lengtevergrotingsfactor van driehoek PQR naar driehoek STR is 5/8 = %.

425
~ 64"

5

De bijbehorende oppervlaktevergrotingsfactor is (g)

De oppervilakte van ASTR is daarom 3—2-4\/15 = % 153 cm?.

Opgave 3 Opgave 4 Opgave 5
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VERGROTINGSFACTOREN

De vierhoeken ABCD en KLM N zijn gelijkvormig. De oppervlakte van vierhoek K LM N
is gelijk aan 240 cm? en de oppervlakte van vierhoek ABCD is gelijk aan 20 cm?. De
omtrek van vierhoek ABCD is gelijk 18 cm.

Bereken de omtrek van vierhoek KLM N.

Antwoord

De oppervilaktevergrotingsfactor van vierhoek ABC D naar vierhoek KLM N is 12.
De lengtevergrotingsfactor van vierhoek ABC D naar vierhoek KLM N is daarom 12.
De omtrek van vierhoek KLM N is daarom v12-18 = 36+/3.

Opgave 6 Opgave 7
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( REKENEN EN ALGEBRA p VERGELIJKINGEN p VERGROTINGSFACTOREN
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Begrippen

vergelijking — oplossen van vergelijkingen — nulpunt;

terugrekenen — rekenschema — terugrekenschema;

balansmethode;

ontbinden in factoren — buiten haakjes halen — som product methode — op 0 herleiden;
gebroken vergelijking — analogierekenen.

Activiteiten

het begrip vergelijking en een vergelijking grafisch oplossen;

vergelijkingen algebraisch oplossen door terugrekenen,;

vergelijkingen algebraisch oplossen door de balansmethode te gebruiken;
vergelijkingen algebraisch oplossen door ontbinden in factoren;

vergelijkingen waarin de onbekende in de noemer van een breuk voorkomt algebraisch
oplossen.

Wikken en wegen




Rekenen en algebra

Vergelijkingen

Basishandelingen 44
Terugrekenen 47

De balansmethode 50
Ontbinden in factoren 53
Breuken in vergelijkingen 56




Applet

Zo'n cilindervormige kaars zou eigenlijk gelijkmatig moeten opbran-
den. Als de kaars erg dik is, zal dat waarschijnlijk niet precies zo gaan,
maar voor een nogal dunne kaars zou het redelijk moeten lukken. Er
gaat dan elk uur (ongeveer) evenveel cm van de lengte van de kaars

af. En dus kun je uitrekenen hoe lang het duurt voor hij ‘op’ is.

Je leert in dit onderwerp

« de oplossing van een vergelijking zoeken,;
« nulpunten bepalen met behulp van vergelijkingen.

Voorkennis

o de begrippen vergelijking en oplossing van een vergelijking;
« grafieken maken bij formules met twee variabelen;
o rekenen met getallen en variabelen.

Opgave V1

Je ziet hier de grafieken van twee cilindervormige kaarsen die op
hetzelfde moment zijn aangestoken. In de grafiek zie je dat ze
steeds korter worden. De bijbehorende formules zijn:

o« Groene kaars: h=20-4-¢t

o Blauwe kaars: h=30-7,5-t

met h de lengte van de kaars in cm en t de tijd in uren.

De groene kaars lijkt in de grafiek na 5 uur helemaal op. Dat is het
punt waarin h = 0. Een dergelijk punt heet een ‘nulpunt’.

—
.

Om zeker te weten of dit ook echt het geval is gebruik je de formule van de groene kaars.
Je lost op h = 0 dus 20 — 4t = 0. Dit heet een ‘vergelijking’. Ga na dat voor t = 5 de

vergelijking waar is. t = 5 heet ‘oplossing’ van de vergelijking.
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Applet

BASISHANDELINGEN

Je ziet dat beide grafieken elkaar snijden.

Beide kaarsen zijn dan even lang, dus de hoogte van de groene kaars is gelijk aan de
hoogte van de blauwe kaars. Als je het bijbehorende tijdstip wilt bepalen dan los je eigen-
lijk de vergelijking 20 — 4t = 30 — 7,5t op.

Je ziet dat de formule van de blauwe kaars gelijk is gesteld aan die van de groene.

Opgave 1 Opgave 2

Een formule waarin een isgelijkteken voorkomt heet een verge- ¢

lijking. = N

Dat isgelijkteken wijst erop dat wat links ervan staat dezelfde

waarde moet hebben als wat er rechts van staat. De vergelijking I STt
is in ‘balans’. 10 =

Het vergelijken van de lengtes van twee kaarsen is hiervan een 0

voorbeeld. Je ziet dit in beide grafieken in beeld gebracht. 01 ¢ (aur)

Als beide kaarsen gelijk zijn geldt G
20 -4t =30 - 7,5t. S N1
Een waarde van t die linker- en rechterkant van deze vergelijking =
gelijk maakt heet oplossing ervan. Deze waarde hoort bij het
snijpunt van beide grafieken. Met een tabel kun je dit snijpunt |, !p
vinden, soms alleen benaderen. :

5
t (uur)

]
=

LNt

Als lengte van een kaars 0 is, heb je te maken met een nulpunt 0 i
van de grafiek. Je ziet hiernaast twee nulpunten. Het linker nulpunt

vind je door 30 — 7,5t = 0 op te lossen. Het rechter nulpunt vind je door 20 — 4t = 0 op te
lossen.

De school huurt een kopieerapparaat speciaal voor de leerlingen. Dit kost de school maan-
delijks € 152 en het maken van een kopie met dit apparaat kost de school 6 cent. De
leerlingen betalen 15 cent per kopie. Hoeveel kopieén moeten er worden gemaakt opdat
dit voor de school uit kan?

—_— l1608, 0.15
05 1700 e I
7 a
1500 I 2000 1600 | 1800
1

1
T / I u
f 1 / J(1688/0.15)
k T I

\1(1700, 0.15)
T OZ

a

0 500 1000 1500 | 2000 2500
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BASISHANDELINGEN

Antwoord

De grafiek brengt het probleem in beeld. Je kunt de kosten per kopie van de school en
die van de leerling aflezen.

Bekijk zelf wanneer beide even groot zijn. Je zult nog geen nauwkeurig antwoord kunnen
geven, er zijn nog steeds meerdere getallen waar je op 15 cent per kopie uitkomt.

Om te bepalen welke daarvan het juiste getal is, moet je het aantal decimalen waarmee
je het snijpunt afleest verhogen. Dan kun je tot op de kopie nauwkeurig antwoord geven.
De oplossing wordt door inklemmen gevonden. Je doet dit handmatig met een tabel.

Opgave 3 Opgave 4

De school huurt een kopieerapparaat speciaal voor de leerlingen. Dit kost de school maan-
delijks € 152 en het maken van een kopie met dit apparaat kost de school 6 cent. De
leerlingen betalen 15 cent per kopie. Hoeveel kopieén moeten er maandelijks worden
gemaakt voordat de school uit de kosten is?

Antwoord

De kosten per kopie kun je k noemen en het aantal kopieén is a.

Voor de school geldt dan k = 0,06 +% en voor de leerling geldt a = 0,15 want je betaalt

voor elke kopie 15 cent.

Je moet dus deze vergelijking oplossen: 0,06 + % =0,15.

Linkerkant en rechterkant moeten gelijk blijven dus moet % =0,09.
Nu maak je gebruik van een rekenopgave die erg op lijkt zoals % = 3.

Dit kun je ook schrijven als 2 = g en voor onze vergelijking betekent dat a = % ~ 1689.

Deze manier van werken heet wel analogierekenen.
Hier moet je afronden op gehele getallen.

Opgave 5 Opgave 6
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3.2 Terugrekenen
inleiding

Opgave V1 Opgave V2

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3

( WISKUNDE EERSTE FASE VWO WIKKEN EN WEGEN )




<

TERUGREKENEN

Vergelijkingen waarin de (onbekende) variabele maar op één plaats
voorkomt kun je vaak oplossen door terugrekenen. Het gaat dus
om vergelijkingen van de vorm

uitdrukking met op precies één plaats een variabele = uitkomst
Je gaat daarbij als volgt te werk:

« Je maakt een rekenschema waarin je uitgaande van de variabele
laat zien welke rekenstappen er moeten worden gezet om aan de
uitkomst te komen.

« Je maakt een terugrekenschema door uitgaande vanuit de uit-
komst elke rekenstap te vervangen door zijn terugrekenstap.

« Je rekent de oplossing uit door het terugrekenschema uit te voe-
ren.

Hierin is aftrekken de terugrekenstap van optellen, optellen de terugrekenstap van af-
trekken, delen de terugrekenstap van vermenigvuldigen, vermenigvuldigen de terugre-
kenstap van delen, worteltrekken de terugrekenstap van kwadrateren en kwadrateren de
terugrekenstap van worteltrekken. En je zult nog meer terugrekenmethoden gaan leren...

LET OP: Bij terugrekenen vanuit een kwadraat krijg je twee waarden!

Los op: 2x2 =35 =-7

Antwoord

Hier komt de variabele x op één plaats aan de linkerzijde van het isgelijkteken voor. Hier

kan terugrekenen dus helpen.

.2 x2 =35
« Rekenschema: x - ..—»...—-7

el +35
o Terugrekenschema: x « ... —...«—-7

ofwel:

+35 /2 J
l— ... > ..o X

De oplossing is dus x = + '7235 = +/14.

Het teken + betekent dat er twee oplossingen zijn namelijk x = v14 en/of x = -y 14.

Opgave 4 Opgave 5 Opgave 6


https://content.math4all.nl/view?comp=v3-re2&subcomp=v3-re22&repo=m4a2015

(REKENEN EN ALGEBRA P VERGELIJKINGEN p TERUGREKENEN ] @

Sommige vergelijkingen kun je oplossen door terugrekenen, andere niet. Hier zie je daar
een paar voorbeelden van.

« 05x3+2=8

. 05x3+2x=8

e VY2x-3=5

Alleen de eerste en de derde vergelijking kun je oplossen door terugrekenen. De andere

vergelijking niet, die is helemaal nog niet zo eenvoudig op te lossen anders dan met
grafieken en inklemmen.

Opgave 7 Opgave 8 Opgave 9

(WISKUNDE EERSTE FASE VWO WIKKEN EN WEGENJ m
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Je kent het werken met de ‘balansmethode’ al uit voorgaande
jaren. Dit blijft een belangrijke methode om vergelijkingen op te
lossen, dus je gaat er opnieuw mee werken.

Je leert in dit onderwerp

» de oplossing van een vergelijking bepalen door de balansmethode te gebruiken.

Voorkennis

« de begrippen vergelijking en oplossing van een vergelijking;

« grafieken maken bij formules met twee variabelen en daarmee een bijpassende ver-
gelijking oplossen;

« een vergelijking oplossen door terugrekenen als dat kan.

Opgave V1 Opgave V2

Stel je eens voor dat je een aantal blikjes o
voor je hebt liggen met een onbekend ge-

wicht g. Je geeft een vriend van jou twee 1303034

blikjes en 21 losse gewichtjes van 1 gram.

Zelf pak je zes blikjes en 5 losse gewicht-

jes van 1 gram. Als je dit op een balans

legt, merk je dat die evenwicht is.

Kun je dan uitrekenen hoeveel een blikje weegt? Bekijk hieronder hoe je dit probleem met
een balans kunt oplossen.

2g+21 = 6g+5
g g D beide zijden —5

2g+16 = 6
g 6 42 D beide zijden —2g

G 4D beide zijden /4
g =] =]

Het blikje weegt 4 gram.

Je hebt nu de ‘balansmethode’ toegepast. De vergelijking wordt algebraisch opgelost,
namelijk door een berekening met variabelen en getallen. De terugrekenmethode is een
andere manier van algebraisch oplossen. Er bestaan nog meer manieren...

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3



DE BALANSMETHODE

Om vergelijkingen waarin de (onbekende) variabele op
meerdere plaatsen voorkomt op te lossen maak je vaak
gebruik van de balansmethode.

Je maakt daarbij gebruik van het feit dat je de vergelijking
kunt opvatten als een balans die in evenwicht blijft als je:

» links en rechts van het isgelijkteken hetzelfde optelt of
aftrekt;
» links en rechts van het isgelijkteken met hetzelfde (be-
halve 0) vermenigvuldigt;
o links en rechts van het isgelijkteken door hetzelfde (behalve 0) deelt.

En soms pas je ook nog andere bewerkingen op dezelfde wijze toe. Bijvoorbeeld bij het
terugrekenen vanuit een kwadraat zeg je wel: “Links en rechts worteltrekken.” Of bij het
terugrekenen vanuit wortels zeg je: “Links en rechts kwadrateren.”

De vergelijking wordt hiermee algebraisch opgelost, namelijk door een berekening met
variabelen en getallen. De terugrekenmethode is een andere manier van algebraisch
oplossen. Er bestaan nog meer manieren...

Los de vergelijking %x + % =-5x + 1,5 algebraisch op.
Merk op dat je de variabele nu niet g maar x is. Het gaat natuurlijk niet altijd over gewicht.

Antwoord

Je gebruikt de balansmethode:

1.1
€X+§ = -5x+1,5 )
x+2 =-30x+9
30x 4.7 L) beide zijden —2
-30x +

L) Dbeide zijden +30x

beide zijden x6

X =
31x =7
7) beide zijden /31
X = 7/31=3—1

De oplossing van de vergelijking is dus x = 311
Laat een breuk in het antwoord staan en rond niet af. Je hebt dan de vergelijking exact

opgelost. Afronden doe je alleen als daar om gevraagd wordt!

Opgave 4 Opgave 5
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DE BALANSMETHODE

Los algebraisch op: -2(b + 3) = 5(b + 7) + 2b.

Antwoord

Ook hier doe je de balansmethode, maar nu werk je eerst de haakjes uit.

-2(b+3) = 5(b+7)+2b - - |
9b—6 = 7b + 35 D beide zijden haakjes uitwerken en verder herleiden
o - —_ D beide zijden +6
- — +
ob — 41 D beide zijden —7b
) o D beide zijden /-9
b = 41/—9 = -?

Natuurlijk controleer je de oplossing weer door substitueren.

Opgave 6 Opgave 7 Opgave 8

Los algebraisch op: 0,5(x — 3)2 — 10 =50.

Antwoord

Deze vergelijking kun je snel oplossen door terugrekenen, maar je kunt ook de balans-
methode toepassen:

0,5(x —3)*-10 = 50
G=s) ) beide zjden +10

0,5(x —3)% = 60

beide zijden /0,5
(x—3)% = 120 2

terugrekenen vanuit een kwadraat (beide zijden worteltrekken)
X -3 = +/120 o eide aiiden 43
eide zijden +
X = 3% \/120D

De exacte oplossing is x = 3 + v120 en/of x = 3 — y120.

Opgave 9 Opgave 10
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3.4 Ontbinden in factoren

Je hebt al kennis gemaakt met het ontbinden in factoren. Tot nu
toe was dit een beetje iets dat ‘gewoon kan’, maar het nut ervan
ga je nu pas in dit onderdeel zien. Met name bij vergelijkingen
waarin kwadraten of hogere machten voorkomen kan dit af en
toe helpen bij het vinden van de oplossing. Helaas is het geen

oplossing die altijd werkt...

Je leert in dit onderwerp

» de oplossing van een vergelijking bepalen door ontbinden in factoren te gebruiken.

Voorkennis

» de begrippen vergelijking en oplossing van een vergelijking;
« grafieken maken bij formules met twee variabelen en daarmee een bijpassende ver-

gelijking oplossen;

« een vergelijking oplossen door terugrekenen of door de balansmethode te gebrui-

ken.

Opgave V1 Opgave V2

Je kunt al uitdrukkingen herleiden door haakjes uitwer-
ken. Het omgekeerde, ontbinden in factoren, is lasti-
ger. En toch kun je daarmee sommige vergelijkingen al-
gebraisch oplossen.

In de bovenste figuur zie je: 6x +9 =3 - (2x + 3).
Dat komt omdat 3 de grootste gemeenschappelijke deler
(GGD) van 6x en 9 is.

In de tweede figuur zie je: 3x2 + 18x = 3x(x + 6).
Dat komt omdat 3x de GGD van 3x2 en 18x is.

En hiermee kun je de vergelijking 3x2+18x = 0 oplossen.
Omdat 3x2+18x = 3x(x + 6) kun je de vergelijking schrij-
ven als 3x - (x +6) = 0.

Nu heb je twee factoren met als product 0. En dat bete-
kent 3x = 0 en/of x + 6 = 0.

En dus moet x = 0 en/of x = -6.

In plaats van en/of gebruik je vanaf nu het teken v.

De oplossing van 3x2 + 18x =0 is dus x = 0 vV x = -6.

2x + 3

6x+9=3-2x+3)
X+ 6

3x2 +18x = 3x(x + 6)

Je kunt je antwoorden controleren door beide x-waarden in de vergelijking in te vullen.

(WISKUNDE EERSTE FASE VWO




ONTBINDEN IN FACTOREN

Tot nu toe heb je alleen tweetermen ontbonden in factoren.
Het ontbinden van drietermen is lastiger. In de figuur en de
tabel hiernaast kun je zien hoe de uitdrukking x2 + 6x + 8
in vieren kan worden opgesplitst.

Het product van de factoren x +2 en x + 4 is x2 + 6x + 8.
Dus X2 +6x+8 = (x+2)-(x +4)

X 4
Je ziet dat het getal 6 voor de x verdeeld wordt in een 4 e 5 2
X X X
en een 2. Dit geldt ook voor de 8. 6 is de som en 8 het
2x 8

product van 2 en 4. Deze methode heet de som-product-
methode.
Je kunt de ontbinding controleren door in (x + 2) - (x + 4) de haakjes uit te werken.

Met deze ontbinding kun je de vergelijking x2+6x+8 = 0 oplossen. Want deze vergelijking
kun je na de ontbinding schrijven als (x +2) - (x +4) =

En dit betekent x+2=0Vv x +4 = 0.

De oplossing wordt dan x =-2 VvV x = -4.

Opgave 1 Opgave 2 Opgave 3 Opgave 4

Een tweeterm kun je ontbinden in factoren door de

X+ 4
grootste gemeenschappelijke deler buiten haakjes te 2
halen. Hierbij kun je gebruik maken van een tabel. X - o R R

Een drieterm kun je ontbinden met de som-product-me-
thode. Het getal voor de x is de som en het ‘losse’ getal x* +4x =x.(x+4)

het product van dezelfde twee getallen. Ook hierbij is een X +3
2
l

tabel handig.

X2 +4x+3=(x+1)-(x+3)

Ontbinden in factoren kun je vaak toepassen om vergelij-
kingen op te lossen. De vergelijking kun je dan herleiden
tot een product van factoren waar 0 uit komt. De verge-
lijking kun je dan schrijven in de vorm a-b = 0. En omdat
a-b = 0 gelijkwaardig is met a = 0 v b = 0 kun je de
vergelijking dan splitsen in twee eenvoudiger vergelijkingen.

Omdat dit splitsen alleen lukt bij een product waar 0 uit komt, moet je de vergelijking
altijd eerst de vorm ... = 0 geven. Dat heet op 0 herleiden.
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ONTBINDEN IN FACTOREN

Los de vergelijking 5x% = 25x op.

Antwoord
5x2 = 25x
5 D op 0 herleiden
5x¢—-25x =0
D linker zijde ontbinden in factoren
5x-(x=5) =0
D vergelijking splitsen
5x =0V x-5=0
D oplossing opschrijven
x=0V x=

Opgave 5 Opgave 6

Los de vergelijking x2 + 14x + 45 = 0 op.

Antwoord

Links van het isgelijkteken staat een drieterm die

je probeert te ontbinden met de som-product-me-  9¢tallenpaar — 'som product
thode. Je zoekt daartoe een getallenpaar dat als 1en45 46 45
som 14 en product 45 heeft. Uit de tabel hiernaast ;= 45 46 45
volgt dat dit het getallenpaar 5 en 9 is. De uit-

drukking x2 + 14x + 45 kun je dus schrijven als senls 18 45
(x+5)-(x+9). -3en-15 -18 45

Dit gebruik je om de vergelijking op te lossen. 5en9 14 45

Die kun je nu schrijven als (x +5) - (x +9) = 0. _5en-9 14 45

Nu kan een product van twee factoren alleen 0 zijn
als minstens één van beide factoren 0 is. Dus x+5 =0V x + 9 = 0. De oplossing daarvan
is:x=-bvx=-9.

Opgave 7 Opgave 8 Opgave 9

Los de vergelijking 2x% = 10x — 8 op.

Antwoord

2x%2 = 10x -8
2x%2-10x+8 = 0
x2-5x+4 =0
x-1)x-4) =0
x—1=0Vv x-4=0
x=1V x=4

op 0 herleiden

beide zijden /2

vergelijking splitsen

oplossing opschrijven

D linker zijde ontbinden in factoren

Opgave 10 Opgave 11
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Je rijdt in een auto over een rechte snelweg van 30 [, .} Wimars
km lengte. Je reistijd is afhankelijk van de (constante) >
snelheid waarmee de auto rijdt. Je kunt die snelheid o
berekenen, door je reistijd te meten. Daarbij past een ]
vergelijking waarin een breuk voorkomt... B

Makkum

Workurn

Koudum

Stavoren

Je leert in dit onderwerp

« de oplossing van een vergelijking bepalen waarin breuken voor komen.

Voorkennis

« rekenen met breuken, ook als daar variabelen in voor komen;

o de begrippen vergelijking en oplossing van een vergelijking;

» grafieken maken bij formules met twee variabelen en daarmee een bijpassende ver-
gelijking oplossen;

« een vergelijking oplossen door de balansmethode te gebruiken en/of ontbinden in
factoren.

Opgave V1 Opgave V2

Op de Afsluitdijk ligt een snelweg van 32 km lengte. .~ Wimars
Hoe sneller je rijdt, hoe korter je over die 32 km doet.

Je gebruikt onderweg 5 minuten voor het tanken van 4 Rk
brandstof. ]
Je kunt de reistijd t in minuten berekenen door de = Workum

afstand van 32 km te delen door de snelheid v (in
km/h), met 60 te vermenigvuldigen en tenslotte nog
5 bij de uitkomst op te tellen:

32 1920
t==--60+5=——+5.

Koudum

Stavoren

Deze formule hoort bij een hyperbolisch verband.

Wil je de snelheid uitrekenen bij een reistijd van 25 minuten, dan moet je de gebroken
vergelijking:

@+ 5 = 25 oplossen.


https://nl.wikipedia.org/wiki/Afsluitdijk

BREUKEN IN VERGELIJKINGEN

Dat kan in dit geval door eerst aan beide zijden 5 af te
trekken en vervolgens de vergelijking die je over houdt te Q - 3 d us 2 - 6

vergelijken met bijvoorbeeld g = 3. 2 3
Dit noem je wel ‘analogierekenen’.

Deze manier van rekenen kun je echter niet altijd toepassen. Dat val je terug op de ba-
lansmethode. En dan moet je er rekening mee houden dat je niet door 0 kunt delen!

Opgave 1 Opgave 2

Een vergelijking waarbij de variabele in de noemer van een breuk voor komt heet een

gebroken vergelijking.

Een voorbeeld is @+ 5 = 25.

Deze vergelijking kun je oplossen door eerst aan beide zij-
den 5 af te trekken en vervolgens de vergelijking die je 6 3 dUS 2: 6

over houdt te vergelijken met g = 3. P 3
Dit noem je wel analogierekenen.

Een ander voorbeeld van een gebroken vergelijking is g+ X = 5.

Deze vergelijking kun je niet met analogierekenen oplossen. Nu gebruik je de balansme-
thode: beide zijden met x vermenigvuldigen. Maar dan moet wel x # 0 zijn.

De meeste gebroken vergelijkingen kun je goed oplossen door te beginnen met links en
rechts van het isgelijkteken te vermenigvuldigen met het kleinste gemeenschappelijke
veelvoud (KGV) van alle noemers. Je bent dan de breuken kwijt.

Leg je een afstand van 32 km met een constante snelheid af, houd je onderweg 5 minuten
pauze en wil je de snelheid uitrekenen bij een reistijd van 25 minuten, dan moet je de
gebroken vergelijking:

1920
220 4+5=25

oplossen. Dat kan met de balansmethode. Daarbij moet je er rekening mee houden dat je
NIET door 0 kunt delen of beide zijden met 0 vermenigvuldigen! Hier zie je hoe dat gaat.
1920

+5 = 25
v 1920 _ 5 D beide zijden -5
1920 0 L) beide zijden -v
= v
1920 ) beide zijden /20
v=-"5 =9

Je rijdt dus 96 km/h.

Opgave 3 Opgave 4 Opgave 5
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BREUKEN IN VERGELIJKINGEN

Wielrenner A doet over een afstand van 100 km precies 1 uur korter dan wielrenner B die
gemiddeld 5 km/h langzamer rijdt. Hoe snel rijden ze gemiddeld?

Antwoord

De gemiddelde snelheid van A noem je v km/h, dan is die van B gelijk aan v — 5 km/h. Uit
de tekst volgt dan de vergelijking:

100 100
v tl=7275

Deze vergelijking los je op door beide zijden zowel met v als met v — 5 te vermenigvuldi-
gen. Je vermenigvuldigt dus met v(v — 5).

Dit geeft@-u(u—5)+1-v(v—5) =%-U(U—5).

En dat wordt 100(v —5) + v(v —5) = 100v.

Dit ga je verder oplossen. Je vindt v = 25 km/h.
A fietst gemiddeld met 25 km/h en B met 20 km/h.

Opgave 6 Opgave 7
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( FUNCTIES EN GRAFIEKEN P LINEAIRE VERBANDEN p BREUKEN IN VERGELIJKINGEN

<
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Begrippen

recht evenredig verband — evenredigheidsconstante — hellingsgetal — richtingscoéfficiént;
lineaire functie — parameter;

vergelijking van een lijn door twee gegeven punten — evenwijdige lijnen;

snijpunten en nulpunten bij grafieken van lineaire functies.

Activiteiten

een recht evenredig verband en de evenredigheidsconstante herkennen en er grafieken
bij tekenen;

een lineaire functie en de richtingscoéfficiént herkennen en er grafieken bij tekenen;
een formule opstellen bij een lijn door twee gegeven punten;

snijpunten en nulpunten bij grafieken van lineaire functies berekenen en interpreteren.

Hoe hoger, des te kouder




Domein)
Functies en grafieken

Lineaire verbanden

Recht evenredig 62
Lineaire functies 64
Het hellingsgetal 67
Lineaire modellen 70




4.1 Recht evenredig

In Denemarken wordt als betaalmiddel de Deense Kroon (DKK) gebruikt. Een
Deense Kroon is ongeveer € 0,13 waard. Hoeveel kost het om bijvoorbeeld
300 DKK te kopen? En hoeveel kun je er krijgen voor 100 euro?

Je leert in dit onderwerp

» wat een recht evenredig verband tussen twee variabelen is en de evenredigheids-
constante (of de richtingscoéfficiént of het hellingsgetal) bepalen en daarmee een
formule opstellen;

» grafieken tekenen bij recht evenredige verbanden.

Voorkennis

« werken met variabelen en verbanden tussen twee variabelen;
o werken met formules en grafieken, zoals een grafiek tekenen bij een formule.

Opgave V1

Een winkelier verkoopt losse LegoBasic doosjes voor € 8,99 per
stuk. De opbrengst R voor de winkelier is dan afhankelijk van
het aantal van die doosjes a dat hij verkoopt. Als de winkelier
tweemaal zo veel verkoopt is zijn opbrengst ook tweemaal zo
groot. Hier geldt de formule R = 8,99.-a. Met R voor de opbrengst
in euro en a het aantal doosjes dat de winkelier verkocht heeft.

De variabele R is nu recht evenredig met de variabele a, om-
dat een verdubbeling van de éne variabele ook leidt tot een ver-
dubbeling van de andere variabele.

Opgave 1 Opgave 2

a ( HOE HOGER, DES TE KOUDER MATHA4ALL / CONTEXT COLLEGE )




Applet

RECHT EVENREDIG

Een variabele y is recht evenredig met variabele x als
een verdubbeling van x ook een verdubbeling van y tot v
gevolg heeft. De bijbehorende formule heeft dan de vorm y=1,5-x

y = a-x met a een willekeurig reéel getal.

De bijbehorende grafiek is een rechte lijn die door de oor-
sprong gaat.

o a heet de evenredigheidsconstante.

» a bepaalt hoe schuin de lijn omhoog of omlaag loopt.
Als a positief is, stijgt de lijn, is a negatief dan daalt de
lijn. Daarom wordt a ook wel eens het hellingsgetal
genoemd of de richtingscoéfficiént.

[,
Ne.

Omgekeerd hoort ook bij elke rechte lijn door de oorsprong van het assenstelsel een
recht evenredig verband tussen x en y.

Gegeven zijn de formules y; = 2x en y, = 2x + 3.
Bij welk van beide formules is sprake van een recht evenredig verband? En waarom?
Antwoord

De grafiek van y, = 2x + 3 gaat niet door (0,0), omdat bij x = 0 de uitkomst y = 3 hoort.

Alleen bij y; = 2x is sprake van een recht evenredig verband omdat de grafiek daarvan
een rechte lijn door (0,0) is.

Opgave 3 Opgave 4

Een schaatser schaatst met een constante snelheid van Sneek naar Leeuwarden. Na 14
minuten heeft hij 5 kilometer afgelegd. Geef een formule voor de tijd t die hij onderweg
is (in minuten) afhankelijk van de afgelegde afstand s in km.

Antwoord

De schaatser doet over elke km 14/5 = 2,8 minuten. Over s km doet hij 2,8 - s minuten,
dus t = 2,8 - s minuten. Dit is de gevraagde formule.

Opgave 5 Opgave 6
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Hoog in de bergen is het meestal kouder dan viak boven de
zeespiegel. Welke verband is er eigenlijk tussen de hoogte
waarop je zit en de temperatuur?

Je leert in dit onderwerp

- wat een lineair verband tussen twee variabelen is en de richtingscoéfficiént (of het
hellingsgetal) en het snijpunt met de verticale as aflezen uit de formule;

» formules van de vorm px + qy = r herleiden naar de vorm y = ...

» (snel) grafieken tekenen bij lineaire verbanden.

Voorkennis

« werken met variabelen en verbanden tussen twee variabelen;

« werken met formules en grafieken, zoals een grafiek tekenen bij een formule;

o werken met recht evenredige verbanden, formule en grafieken erbij maken, de be-
grippen evenredigheidsconstante en richtingscoéfficiént gebruiken.

Opgave V1 Opgave V2

De grafiek bij de formule y = %x + 1 is een rechte lijn. Want
als je begint met de uitkomst voor x = 0 te berekenen
(y = 1), dan wordt daarna elke keer dat je de x-waarde y=3ix +1
met 1 verhoogt, de y-waarde met%verhoogd. En als je de

x-waarde met 1 verlaagt, dan wordt de y-waarde met%

verlaagd. Dat getal % is de coéfficiént van x en bepaalt de
richting van de lijn. Het is de richtingscoéfficiént of ook i
wel het hellingsgetal van de lijn.

LJ|H\

Een formule zoals 2x + 3y = 6 kun je ook inde y = ... vorm o ; *
schrijven. Je krijgt dan y = -%x + 2. Nu is de grafiek een

rechte lijn door (0,2) en is de richtingscoéfficiént %

Bij een formule die in de vorm y = ... (met op de stippeltjes een uitdrukking met alleen x

als variabele) staat, zeg je dat y een lineaire functie is van x.

Opgave 1 Opgave 2



Applet

Applet

Een variabele y is een lineaire functie van x als er een
formule van de vorm y

y =a-x+ b met a en b willekeurige reéle getallen. y=ax +b
De bijbehorende grafiek is een rechte lijn. /

De waarden van a en b kun je nog kiezen. Het zijn ook /
variabelen, maar niet de variabelen van het assenstelsel.
Zo'n hulpvariabele heet een parameter.

=\

o=\

» a heet de richtingscoéfficiént of het hellingsgetal
van de lijn. Dit getal geeft de toename of afname van
y als x met 1 wordt verhoogd. a bepaalt hoe schuin de
lijn omhoog of omlaag loopt.

« b bepaalt het snijpunt met de y-as, dat is (0,b).

Een formule van de vorm px + qy = r kun je in de vorm y = a- x + b schrijven mits q # 0.
Ook zo'n formule beschrijfi een lineair verband tussen de variabelen x en y. Maar alleen
als g # 0 is y een lineaire functie van x.

Bij elke rechte lijn in een x y-assenstelsel hoort een lineair verband tussen x en y.

Gegeven is de formule y = 1,5x + 3. Omdat deze formule de vorm y = a - x + b heeft, is
y een lineaire functie van x. De grafiek is een rechte lijn die je snel kunt tekenen omdat

o hij door het punt (0,3) moet gaan;
« het hellingsgetal 1,5 is, wat betekent dat het vergroten van de x-waarde met 1 een
toename van de y-waarde met 1,5 tot gevolg heeft.

Zo kun je gemakkelijk meer punten van de rechte lijn vinden en hem tekenen.

Door in de applet de waarden van a en b te veranderen, maak je van andere lineaire
functies de grafiek.

Opgave 3 Opgave 4

Gegeven is de formule 3x + 2y = 12. Laat zien dat y een lineaire functie van x is. Wat is
de richtingscoéfficiént van de bijbehorende rechte lijn?

Antwoord

Je herleidt de gegeven formule als volgt:

3x+2y = 12
xrey ) beide zijden —3x
2y = 3x+12

beide zijden /2
y -1,5x + 6D

Nu staat hij in de vorm die hoort bij een lineaire functie van x.

De richtingscoéfficiént van de bijbehorende rechte lijn is -1,5.

Opgave 5 Opgave 6 Opgave 7
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@ (FUNCTIES EN GRAFIEKEN P LINEAIRE VERBANDEN P> LINEAIRE FUNCTIES

Gegeven zijn de lineaire functies y = 0,5x + b. Voor welke waarde van de parameter b

e
L)
& gaat de grafiek door het punt (3,5)?
<

Antwoord

Vul x =3 en y =5 in de gegeven formule in. Je vindt: 5=0,5-3 + b.
Dit levert op: b = 3,5.

Opgave 8 Opgave 9
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De grafiek van een lineair verband wordt bepaald door twee ge-
gevens. Dat kunnen de richtingscoéfficiént en het snijpunt met
de verticale as zijn, maar het kunnen ook gewoon twee gegeven
punten van de grafiek zijn. Maar hoe bepaal je dan de bijbeho-
rende formule?

Je leert in dit onderwerp

» bij een lineair verband de richtingscoéfficiént (of het hellingsgetal) berekenen en
daarmee een formule opstellen.

Voorkennis

« werken met variabelen en verbanden tussen twee variabelen;
« werken met formules en grafieken, zoals een grafiek tekenen bij een formule;
o werken met recht evenredige en lineaire verbanden.

Opgave V1 Opgave V2

In de gemeente Vijfhouten worden de zwarte vuilcontai-
ners wekelijks en maximaal 48 keer per jaar opgehaald.
Elk gezin betaalt per jaar € 103,20 plus een vast bedrag
voor elke geleegde zwarte container. Als je iedere week
de container laat legen moet je na een jaar € 381,60 beta- /
len. Deze grafiek laat het verband zien tussen het aantal
keren x dat je de zwarte container laat legen en de kosten ;0¢70;103,20)
per jaar K.

(48.381.,6)
A= rd)

K (euro)

Bij deze grafiek hoort een lineaire functie van de vorm K = o 10
ax+b.

Uit de gegevens volgt onmiddellijk b = 103,20.

Maar hoe bepaal je nu de waarde van de richtingscoéfficiént a?

Bekijk de twee gegeven punten van de grafiek (0; 103,20) en (48; 381,60).

Het aantal weken x neemt tussen deze twee punten toe met 48 — 0 = 48.

Het te betalen bedrag K neem tussen deze twee punten toe met 381,60 — 103,20 =
278,40.

Per week is dat 27fé40 = 5,80.

De toename per eenheid is het hellingsgetal, de richtingscoéfficiént, van de lijn.

381,60-103,20 _
— a0 - >80

En de bij de grafiek passende lineaire functie is K = 5,80x + 103,20.

x(weken)

Kortweg: a =

Opgave 1 Opgave 2
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Applet

Applet

HET HELLINGSGETAL

De algemene formule voor een lineair verband is

y =a-x+ b met a en b willekeurige reéle getallen.

Het hellingsgetal, of de richtingscoéfficiént a, geeft
aan hoeveel de y-waarde stijgt of daalt als de x-waarde
met 1 toeneemt. B

Van een lineaire grafiek waarvan alleen twee punten be- a
kend zijn, kun je zelf een bijpassende formule opstellen. £
Je bepaalt dan eerst het hellingsgetal a door het verschil
van de y-waarden van beide punten te delen door het ver-
schil van de x-waarden. (Dit kan alleen bij lijnen die niet
verticaal lopen.)

AN

Bij de lijn door A(1,2) en B(4,4) is a =72 = 2.

Evenwijdige lijnen hebben hetzelfde hellingsgetal.

Stel een formule op bij de lijn door de punten A(0,1) en B(1,4).

Antwoord

De formule heeft de vorm y = a- x + b waarin a het hellingsgetal is. Dit getal vind je door
te bepalen hoeveel y toeneemt bij een toename van x met 1.

Teken daartoe eerst de twee punten en de lijn in een assenstelsel.

o Tussen de punten A en B neemt x toe met 1.
o Tussen de punten A en B neemt y toe met4 —1 = 3.

Je weet nu dat het hellingsgetal a = 3 is. De juiste waarde van b lees je af bij het punt op
de verticale as: b = 1.

De gevraagde formule wordt y = 3x + 1.

Opgave 3 Opgave 4
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Applet

HET HELLINGSGETAL

Stel een formule op bij de lijn door de punten A(1,2) en B(4,4).

Antwoord

De formule heeft de vorm y = a- x + b waarin a het hellingsgetal is. Dit getal vind je door
te bepalen hoeveel y toeneemt bij een toename van x met 1. Dat kun je zo doen:

e Tussen de punten A en B neemt x toe met4 -1 = 3.
« Tussen de punten A en B neemt y toe met4 —2 = 2.

o Als x met 1 toeneemt, neemt y toe met 2/3 = %

Nu je weet dat het hellingsgetal a = % wordt je formule y = %x + b. De juiste waarde van

b bepaal je door de codrdinaten van één van beide gegeven punten in de vergelijking in
te vullen.

Opgave 5 Opgave 6 Opgave 7

Een lijn k gaat door het punt (1,20) en loopt evenwijdig met de lijn I. Bij lijn I hoort de
formule y = 2x + 1. Welke formule hoort bij lijn k?

Antwoord

Omdat de lijnen I en k evenwijdig zijn, hebben ze dezelfde richtingscoé&fficiént. De formule
bij lijn k heeft dus de vorm y = 2x + b.

De juiste waarde van b bepaal je door de codrdinaten van het gegeven punt van k in de
vergelijking in te vullen: 20 =2-1 + b geeft b = 18.

De gevraagde formule is y = 2x + 18.

Opgave 8 Opgave 9
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Soms heb je met meerdere lineaire verbanden te maken.
Bijvoorbeeld als je bij het oplossen van sommige puzzels

gebruik maakt van twee onbekenden en daar formules bij

opstelt die je kunt herleiden tot lineaire functies.

Je noemt dat ‘een lineair model opstellen’.

De bijbehorende lineaire vergelijking los je met de balans-

methode op. °

Je leert in dit onderwerp

» het snijpunt van twee lineaire functies berekenen;

» het nulpunt van een lineaire functie berekenen;

» bij vraagstukken die zich daartoe lenen formules opstellen die je kunt herleiden tot
lineaire functies en daarmee het probleem oplossen.

Voorkennis

» werken met variabelen en verbanden tussen twee variabelen;

« werken met formules en grafieken, zoals een grafiek tekenen bij een formule;

o werken met recht evenredige en lineaire verbanden;

» bij een lineair verband de richtingscoéfficiént (of het hellingsgetal) berekenen en
daarmee een formule opstellen.

Opgave V1 Opgave V2

Bij Opgave V1 werd je een ‘probleem’ voorgeschoteld om
op te lossen. Waarschijnlijk kwam je er met gewoon probe-
ren wel redelijk snel uit, het is ook nog geen heel moeilijke
puzzel. Maar ook werd je een meer systematisch aanpak
getoond (in de tweede opgave) met behulp van lineaire 0
verbanden. Als je een probleem kunt ‘vertalen’ naar line- / y=-Xx+22
aire formules dan zeg je wel dat je een lineair model hebt
gemaakt.

=2x+4
Nl

y (Jeroen in 2006)

Bij het probleem van de leeftijden van Bob en Jeroen wor- *% x(Bob in 2006)
den twee variabelen ingevoerd: x voor Bob's leeftijd in

2006 en y voor Jeroen's leeftijd in 2006. Het lineaire model bestaat uit twee lineaire
formules, te weten x + y =22 en y +4 = 2(x + 4).

Bij deze formules kun je grafieken tekenen zoals die hiernaast. Het punt dat aan beide
formules voldoet is het snijpunt van beide grafieken. Dat kun je uitrekenen door beide
formules te herleiden tot y een functie is van x. In de figuur zie je deze lineaire functies
staan.



LINEAIRE MODELLEN

Voor het snijpunt geldt -x + 22 = 2x + 4 omdat in dat punt de y-waarden van beide
formules gelijk zijn. Deze lineaire vergelijking kun je oplossen met de balansmethode.
Ga na dat je x = 6 vindt. Door invullen van deze x-waarde in één van beide lineaire
functies vind je ook de gewenste y-waarde. Het snijpunt van beide grafieken is (6,16).

En daarmee kun je antwoord geven op de vraag die werd gesteld.

Opgave 1 Opgave 2

Als je een probleem kunt ‘vertalen’ naar lineaire formules

dan zeg je wel dat je een lineair model hebt gemaakt. y;”l‘z

10
Vaak gaat het dan om het berekenen van een snijpunt
van de grafieken bij twee formules. N Y=267,2
Het snijpunt van de grafieken bij lineaire formules zoals . snijpunt
x+y=12en4x -2y =15 is als volgt uit te rekenen:
» Eerst herleid je beide vergelijkingen tot y een functie is ‘wnt

VI e nquth
(0] 5 10 X

o Je krijgt dan twee formules van de vorm y = ...
Die kun je aan elkaar gelijk stellen: -x + 12 = 2x — 7,5.
« Deze vergelijking los je op met de balansmethode. Je vindt: x = 6,5.
» De bijbehorende waarde van y vind je door de gevonden x-waarde in één van beide
formules te substitueren.

Je krijgt als snijpunt van beide lijnen (6,5; 5,5).

Ook een nulpunt, dus het snijpunt van de grafiek met de x as, van een lineaire formule is
op te sporen door een vergelijking op te lossen. Het nulpunt van de formule y = 2x — 7,5
vind je door 2x — 7,5 = 0 op te lossen. Dit geeft x = 3,75, dus het nulpunt is (3,75; 0).

Bereken het snijpunt van de lijn I door (2,0) en (3,4) en de lijn k door (2,1) en (4,0).

Antwoord

Stel eerst bijbehorende lineaire formules op.

o Bijlijn I vind je de formule y =4x — 8.
« Bij lijn k vind je de formule y =-0,5x + 2.

Voor het snijpunt geldt 4x — 8 =-0,5x + 2.
Met de balansmethode vind je x = —%. Het snijpunt wordt na invullen van deze x-waarde
(9

9'9)

Opgave 3 Opgave 4
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LINEAIRE MODELLEN

Een goed voorbeeld van het werken met een lineair model Auto leasen

. . Kosten in € | elektrisch benzine
is de keuze tussen een auto met een benzinemotor of een [ ABD =
elektrische auto. Ga er van uit dat je zo'n auto least: dat is lperkm ol =

huren van een leasemaatschappij voor auto's.

In de tabel zie je enkele gegevens uit 2020.

Van dezelfde auto is de benzineversie vergeleken met de elektrische versie.
Voor de benzineversie betaal je nog € 10 per maand aan wegenbelasting.

Hierbij kun je twee formules opstellen voor de kosten K als functie van het aantal maan-
delijks gereden kilometers a. Laat zien hoe dat gaat en bereken bij welk aantal gereden
km per maand het rijden in de elektrische versie voordeliger is.

Antwoord

Leidt zelf af dat uit de gegevens volgt:

« Voor de benzineauto: K =230+ 0,12 - a.
« Voor de elektrische auto: K =360+ 0,07 - a.

Je kunt nu narekenen dat je volgens deze schatting vanaf ongeveer 2600 km per maand
voordeliger uit bent met de elektrische versie.

Opgave 5 Opgave 6 Opgave 7
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