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@ DIFFERENTIAALREKENING P VERANDERINGEN

5.1 Veranderingen in grafieken

Ja, natuurlijk. De stijging wordt soms sterker, maar neemt soms ook af. Dit geldt ook voor de daling.
Zo ongeveer midden tussen eb en vloed in.

Die houdt dan op en gaat over in daling. Op het moment zelf is de stijging dus 0 m/s.

De grafiek gaat bij het stijgen omhoog, T neemt dus toe.

De stijging wordt steeds groter, T neemt dus steeds sterker toe.

Toenemende daling: steeds sterker wordende daling, T daalt steeds sneller.

Afnemende daling: steeds minder sterke daling, T daalt steeds minder snel.

(~;-0,5): aflnemende daling

(-0,5; 1): toenemende stijging

(1,2): afnemende stijging

(2, —»): toenemende daling

Minimum van 0,5 en maximum van 1,5.

Plot de grafiek, bijvoorbeeld met het standaardvenster.

Tot de top van de parabool loopt de grafiek omhoog, daar is hij dus stijgend.

Top bepalen met GR: (3,9).

De grafiek is stijgend op interval (< ,3).

De stijging wordt steeds minder groot, tot de stijging bij de top 0 is geworden. Er is dus sprake van

afnemende stijging.

Na de top daalt de grafiek. Je ziet dat de lijn steeds steiler wordt. De grafiek daalt dus steeds sterker,

dus er is sprake van toenemende daling.

Na en voor de top liggen de punten van de grafiek lager dan de top. De y-codrdinaat van deze top is

dus het maximum.

GR gebruiken om maximum te bepalen: (3,9).

Toelichting grafiek:

o tot x = 2 stijgt de grafiek constant. Dit betekent dat de grafiek tot x = 2 een rechte lijn schuin
omhoog is;

« van x = 2 tot x = 3 is de grafiek constant. Dit betekent dat de grafiek horizontaal loopt.

« van x = 3 tot x = 4 daalt de grafiek toenemend. Dit betekent een lijn die steeds steiler naar
beneden loopt.

« van x = 4 tot x = 5 daalt de grafiek afnemend. Dit betekent dat de lijn steeds minder steil naar
beneden loopt.

« Vanaf x = 5 stijgt de grafiek toenemend. Dit betekent dat de lijn steeds steiler naar boven loopt.

Bij x = 5 is de daling afgenomen tot 0 en begint een stijging. Op dat moment is de grafiek op het
laagste punt, hier zit dus een minimum.

y

y h /

\ /
/ \\

o 1 2 3 4 5 6 X

Dit is een voorbeeld. Zelf kun je een heel andere grafiek hebben. Controleer of je eigen grafiek wel
op de juiste intervallen stijgt, daalt, of constant is.

Je krijgt bijna nooit de hele grafiek in beeld. En zelfs als je de hele grafiek zou kunnen zien, blijft de
vraag of je bij inzoomen niet meer toppen zou krijgen.

(—;-1,5): grafiek daalt steeds minder steil: afnemende daling
(-1,5; 0): grafiek gaat steeds steiler omhoog: toenemende stijging

(0; 1,5): grafiek gaat steeds minder steil omhoog: afnemende stijging
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(1,5; —): grafiek daalt steeds steiler: toenemende daling

Extremen: bij x = -1,5 zit een minimum en bij x = 1,5 een maximum. De extremen zijn dus
f(-1,5) =-11en f(1,5) = 11;

Sterkste stijging: in (0,0) is de stijging maximaal toegenomen, dus daar is de snelheid van stijgen
het grootst.

Plot de grafiek met bijvoorbeeld de standaardinstellingen van het venster.
(—,-1): afnemende stijging

(-1,0): toenemende daling

(0,1): afnemende daling

(1, -): toenemende stijging

maximum: f(-1) =2
minimum: f(1) =-2

Bij hele kleine en grote waarden van x stijgt de grafiek steeds steiler. Dit gaat in theorie oneindig
door, dus er is geen maximale stijging.

f(x) invullen in GR. Aflezen dat er één maximum en twee minima zijn. Minima en maximum laten
bepalen door GR.

maximum: f(0) =8

minimum: f(-2) =0

minimum: f(2) =0

Eén interval.

Vanaf de minima bij de toppen (-2,0) en (2,0) loopt de grafiek omhoog.
Bf =¢0, -)

(0,7): toenemende stijging

(7,22): geen stijging/daling (constante snelheid)
(22,32): constante daling

(32,62): geen stijging/daling (snelheid is 0)
(62,70): constante stijging

(70,190): geen stijging/daling (constante snelheid)
(190,202): constante daling.

Zie de figuur.
T

6:00 12:00y4.39  20:00 24:00 ¢

Toelichting op de grafiek:

« bijt=6geldtdat T = 2;

« vant = 6 tot t = 12 is er sprake van toenemende stijging, de grafiek gaat dus steeds steiler
omhoog;

« vant = 12 tot t = 14,5 is er sprake van afnemende stijging, de grafiek gaat dus steeds minder
steil omhoog;
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12 a

13 a

14 a

« vant = 14,5 tot t = 20 is er sprake van toenemende daling, de grafiek gaat dus steeds steiler
omlaag;

« vant =20 tot t = 24 is er sprake van afnemende daling, de grafiek gaat dus steeds minder steil
omlaag.

Om 14:30 uur is de temperatuur tot een maximum gestegen, want daar gaat de stijging over in een
daling. Daar zit dus de maximumtemperatuur.

Voer in: Y1=-1/3X"3+4X"2
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =15en 0 =<y <100

Met de optie maximum vind je x = 8.
Het bedrijf moet acht werknemers inzetten.

Aan de grafiek van W zie je dat bij x = 4 de grootste stijging is.
W) -W@) =15,67 en W(4) - W(3) = 15,67.
Het bedrijf moet dan vier of vijf werknemers inzetten.

Als je van zeven naar acht werknemers gaat is de winsttoename kleiner dan als je van drie naar vier
werknemers gaat. Daarom is het misschien verstandig om minder werknemers in te zetten voor de
klus, zodat zij een andere klus kunnen doen waarmee ze meer kunnen verdienen.

Na 60 seconden, daar zit een knik in de grafiek en vanaf dat punt is de daalsnelheid constant. De
knik duidt erop dat er iets veranderde op dat moment en de constante en afgenomen daling duidt
erop dat hij zijn parachute heeft geopend en dus geleidelijk naar beneden komt.

De grafiek loopt steeds steiler naar beneden, dus is de grafiek toenemend dalend.
De parachutist valt steeds sneller naar beneden, ofwel de valsnelheid wordt steeds groter.

De grafiek is vanaf dat moment een rechte lijn, de daling is daarom constant op dat moment. Dat
betekent dat de valsnelheid ook constant is:

s s afstand _ 1000 _
De valsnelheid is dan ~Hd = 100 = 10 m/s.

De grafiek stijgt het steilst tussen zijn zeventiende en achttiende verjaardag.
Hij groeit dan: 162 — 135 = 27 cm.

De grafiek is stijgend als de grafiek omhoog gaat. Dit is het het geval vanaf het begin (als hij dertien
is) tot zijn eenentwintigste levensjaar.

Er is sprake van afnemende stijging als de grafiek steeds minder steil stijgt. Dit is het geval van zijn
achttiende tot zijn eenentwintigste verjaardag.

Vanaf zijn eenentwintigste, want vanaf dat moment blijft zijn lengte gelijk.

Gedurende zijn veertiende en vijftiende levensjaar loopt de grafiek redelijk recht, hier is de groeisnel-
heid dus redelijk constant. Ook als hij gestopt is met groeien, vanaf zijn tweeéntwintigste levensjaar,
is de groeisnelheid constant, namelijk: 0. Je ziet niet wat er op de lange termijn gebeurt, daardoor
weet je niet of de groeisnelheid constant blijft.

De grafiek daalt tussen het eerste maximum en het minimum en na het tweede maximum. Dus op de
intervallen (-2,0) en (2, =).

Twee intervallen.

Maxima bij x =-2 en x = 2:
f(-2)=-0,5¢-2)* +4(-2)* = 8.
f(2)=-0,5-244+4.22 =38,
Minimum bij x = 0:
£(0)=-0,5-0*+4-0%2=0.

PAGINA 6



a DIFFERENTIAALREKENING P VERANDERINGEN

5.2 Veranderingen per stap

V1 a Tip: maak om fouten te voorkomen eerst een tabel met tijd, niveau en verandering van niveau:

Het staafdiagram komt er dan zo uit te zien:

g 300
E 200 /
/ \ / \\
‘g 100
I [
° \
/ \ \
-100
/ \ \
\/
o o o — — _)Ntl:,-d (h()\J

b Staaf in positieve richting: stijging. Staaf in negatieve richting: daling.
Een langere staaf betekent grotere snelheid van stijging of daling. Een snelle stijging zie je aan een
langere staaf in positieve richting.

d Als je met een dieptemeter de waterdiepte meet, kun je met een dieptekaart (kaart waarop staat
hoe diep het water is ten opzichte van NAP) en de komende verandering van het waterniveau snel
bepalen hoe lang je nog verder kunt varen zonder vast te lopen.

1a Zie de tabel.

b Zie de figuur.

~~
@)
25

]
g4
I

w

— toen,

| I R R
GOA WN R QO RN

—t (uur)
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E DIFFERENTIAALREKENING p VERANDERINGEN

Zie de tabel.

Ga na, dat je dezelfde figuur krijgt als in de applet in het voorbeeld.

Voer in: Y1=-X"3+6X en Y2=Y1(X)-Y1(X-1)
Maak de tabel met stapgrootte 1 en startwaarde -3 en neem de tabel over.

Zie de tabel.

Teken een bijpassende grafiek, met de applet kun je de juistheid controleren.

Het bijbehorende toenamediagram:

PAGINA 8
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E DIFFERENTIAALREKENING p VERANDERINGEN

12

10

2

0

0 2 4 6 8 10 X
b B

7 Maak eerst een tabel.

8a Voerin: Y1=0.5X"4-4X"2+48 en Y2=Y1(X)-Y1(X-0.5)
Maak een tabel van Y2 met stapgrootte 0,5:

WISKUNDE B TWEEDE FASE VWO
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E DIFFERENTIAALREKENING p VERANDERINGEN

Ay

b De staafjes die omlaag gaan, gaan maar op één interval steeds verder omlaag.

c¢ Drie keer wisselt de toename van positief naar negatief of omgekeerd, bij x =-1,5, x =0,5en x = 2,5.
Dat duidt op drie extremen op dit interval.

9 a Zie de tabel.

200

175
150
125
100

"

— aantal bezoekers

N

ol
~—
/
T~
/

A \\
25

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
—dag

b In de grafiek bij deelvraag a is te zien dat de top van het aantal bezoekers rond 15:00 zit. Toen waren
er dus de meeste bezoekers.

c¢ Nee, dat kan niet precies. Je hebt maar één keer per uur gemeten, dus er kunnen halverwege dat
uur meer bezoekers zijn geweest dan aan het eind.

10 a V invoeren in GR en tabel maken:
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12 a

t 0 1 2 3 4 5) 6

14 -667 -400 —240 -144 -86 -52 -31

De formule komt redelijk overeen met de gevonden verschillen.

Maak eerst een tabel.

4
0 2001 2002 2003 2004
t
L
-200
-400 .
Toelichting:

De gegevens uit de tabel van V (t) zet je in een toenamediagram.

Zie de grafiek:
N

2300 \
2100 \

1900

1700 N
~

1500 ~<yg

1

2000 2001 2002 2003 2004 t

Toelichting:
Je haalt steeds de waarde van V bij een bepaald jaar van de hoeveelheid vlinders van het jaar daar-
voor af en zet die hoeveelheid bij dat jaar in de grafiek.

Er is sprake van een afnemende daling. Je ziet dat de afnames in het afnamediagram steeds kleiner
worden.

De afnames naderen naar 0. De grafiek van N heeft dan een horizontale asymptoot.

A

Diagram A, de toename wordt minder tot bijna 0 waarna de toename weer stijgt.
TK(8000)~TK(4000) _ 10 = 25000-19000 10, — 6000 1000, ~ 31 58

TK(4000) 19000 19000
Ongeveer 32% meer.
Voer in: Y1=-4%(40-X)"~34+150*(40-X)"~2+16000
Venster bijvoorbeeld: 0 = x <40 en 0 = y = 50000

(0,15): afnemende stijging
(15;27,5): toenemende daling
(27,5;40): afnemende daling
Na 15 dagen.

PAGINA 11



13 a

14 a
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Gebruik de GR om de t-coordinaat bij het maximum te bepalen.

Maak een toenamediagram met de GR. Je ziet dan dat na 14 dagen voor het eerst minder dan
1500 mensen meer last hebben van het ongeval dan twee dagen daarvoor.

Zie het toenamediagram:

w
o

—toename (cm)
N
o

[
o

0
12 14 16 18 20

22 24
— leeftijd
Toelichting:

Je neemt steeds de lengte op een bepaalde leeftijd en trekt daar de lengte van het jaar ervoor af. De
uitkomst zet je bij de gekozen leeftijd in het toenamediagram. Bijvoorbeeld:

1(13) —1(13—-1) =108 — 105 = 3 cm. Dus staat bij leeftijd 13 jaar: 3 cm toename.
De grafiek daalt als de toename negatief is. In dit geval is de toename altijd positief of gelijk aan 0.

Er is om het jaar gemeten, wat er binnen zo’n jaar gebeurt weet je niet. Iemand kan het eerste half
jaar bijvoorbeeld kleiner worden, maar in het tweede half jaar minstens evenveel groter worden.

Ongeveer vanaf zijn 20e verjaardag. De toenames zijn dan vrijwel 0.

In het toenamediagram is te zien dat de toenames tussen zijn 12e en 15e verjaardag en na zijn 20e
verjaardag constant zijn. Dat betekent dat de groeisnelheid ook constant is.

GR: Y1=-0.5X"4+4X"2 en Y2=Y1(X)—-Y1(X-0.5); tabel met stapgrootte 0,5 vanaf x = - 3.

X =3I [=2,58 |2 1550 ) -05 0 05 1 1550 2 2,5 3

Ay 10,0 25 -1,5 -30 -25 -1,0 10 25 30 1,5 -25 -10,0

Ay

-10 A ®

De staafjes die omlaag gaan, gaan maar op één interval steeds minder ver omlaag.

Extremen bevinden zich op plekken waar een daling verandert in een stijging of andersom. In een
toenamediagram zijn dit plekken waar de toename van negatief naar positief gaat of andersom. Op
die overgangen bevindt zich dus een extreme waarde van de functie.
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Maak eerst een tabel bij het toenamediagram:

w
1,26
%) r
@ \\
£ N
3 1,24 AN
3 N
i1
T 1,22
1,20
>
0 1 3 3 1

5
- dag

WISKUNDE B TWEEDE FASE VWO
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@ Differentiaalrekening P Veranderingen

5.3 Differentiequotiént

Sneller. Hij legt de eerste 8 km in 10 minuten af, dat is 0,8 km per minuut. De volgende 4 km doet
hij in 8 minuten, dat is maar 0,5 km per minuut.

Bij een toenamediagram is het belangrijk dat je regelmatig meetpunten hebt. Deze tijden zijn niet
na vaste afstanden gemeten, dus is het niet mogelijk om een toenamediagram te maken.

Je neemt daarvoor de richtingscoéfficiént van dat lijnstuk. Anders gezegd: De verandering van de
afstand gedeeld door de verandering van de tijd.

Ay _ 18-12 _ 6 _ .
Ax =308 = 16 = 0,375 km/min.

Zoveel kilometer heeft de wielrenner per minuut gereden op dat moment, in andere woorden: dit is
zijn/haar gemiddelde snelheid.

At=6-0=6

As=1,2-62-1,2-0%=43,2

As _ 43,2 _
Ar = T—7,2 m/s

.102-1,2.62
As _ 1,2:10°-1,2-6% _ 19,2 m/s

At 10-6

Op [6,10].

Ay _ f(5)-f) _ 2,3-0,9 _

Ax =571 =~=~7-=035

Ay _ f@)-f(2) _ 1,4-2,2 _
X ag =5 =-04

Ay _ f6)-f1) _ 4,3-0,9 _
Ax = T 6-1 = 5 = 0,68

Bijvoorbeeld op het interval [5,6].
Ay _3-0 _4

Ax — 1--2
Ay _ 3-3 _
ax =1=1 =0
F(5)-f() _ 52-5:-5+4—(22-5-2+4) g _ 5
52 3 =37
F(6)—f(-3) _ 6°-5:6+4—((-3)*-5-3+4) 15 _ 9
6—3 9 =9 =-°

De twee punten op de grafiek zouden dan dezelfde y-codérdinaat moeten hebben. Je kunt twee punten
vinden door op de GR een horizontale lijn te tekenen door de grafiek, en dan de snijpunten berekenen.
Neem bijvoorbeeld als horizontale lijn y = 4. Je vindt dan x = 0 en x = 5. Op het interval [0,5] is de
gemiddelde verandering dus 0.

Op het interval [15,21] geldt 2 = 3922 ~ 0,42.
De gemiddelde snelheid is dan 0,42 km/min en op dit interval liep de hardloper dus het snelst.

De gemiddelde snelheid is 12(:5_0

— =~ 0,39 km per minuut.
3

11—50 = 0,15, dus de gemiddelde hoogteverandering per meter is 0,15 m.

% = 0,15. Dus 0,15 meter per meter.

Nee, eigenlijk verwacht je dat de steilste helling wordt aangegeven.

220-210 _
500-400 = 0.1 m

De laatste 100 meter is de gemiddelde helling ongeveer 16T50'

Aan het eind is de helling dus ongeveer 65%.

De gemiddelde helling van een constante functie f(x) = ¢ op een interval [a,b] is
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11 a

12
13 a

<)

fb)-fla _ c=c _
b—a b-a '
Het differentiequotiént van een lineaire functie f(x) = ax + b op een interval [c,d] is

fd)—f(c) _ a-d+b—(a-c+b) _ a-(d—c) _
d-c 7 d—c = Td-c ~

a.

h(b)-h(a) _ b*+b=(a?+a) _ b2-a2+b-a _

b—a b—a b—a
_ (b+a)-(b—a)+b—a _ (b+a)(b—-a) b—a _
- b-a - b-a +b—a_b+a+1
Dat gaat zo:
fla+t)—f(a) _
a+l-a -

-2(a+1)*~(-2a%) _
e e

-2a% —4a -2 +2a>

-4a -2
Het differentiequotiént van f op [a,a + 1] is -4a — 2.
Ay _ 2 _
Ax=T1=2
Ay _ 2
Ax —°3

Een differentiequotiént van 0 op een interval betekent dat er tussen de grenzen van dat interval geen
hoogteverschil is. Dat is het geval bij de punten D en F en ook bij de punten A en E.

Aan de uiteinden van het interval [1,4] liggen de punten C en F. Als de richtingscoéfficiént van dit
interval negatief is, wil dat zeggen dat de y-coordinaat bij F lager is dan de y-coordinaat bij C.

4 _

5—2
Ay_2—6__2
Ax — 2-0 —

Ay 2-2 _
Ax=2-1=0
Het differentiequotiént is gelijk aan 0. De punten liggen even hoog, ze hebben dezelfde y-codrdinaat.

Het kan zijn dat de grafiek op dat interval bijvoorbeeld eerst daalt en daarna pas stijgt. Als je de
grafiek van f bekijkt, zie je dat dit ook het geval is. Je kunt wel zeggen dat de grafiek op het interval
[1,3] gemiddeld stijgend is.

fla+1)—f(a) _ 3(a+1)?+2(a+1)-1-(3a%+2a-1)

Het differentiequotiént is =6a+5.

a+l-a 1
Oplossing:
f2)-f(¢2,5) _
2—2,5 =
2-342-2+5-(2-342-2,5+5)
4,5 =
-3v9 _
1,5 = -2
Oplossing:
fA2)-f(¢2) _
12—-2
2-3v2:12+5—(2-3y2-2+5)
14 =
-3V29+3 _
SN2t < 20,940

Bepaal a met behulp van je grafische rekenmachine door het snijpunt te bepalen van
Y1=(3*sqrt(5)-3*sqrt(2X+5))/X en Y2=-2. Je vindt a = - 2,21.

PAGINA 15
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14a t=0geeftT =90 °C.

AT _ T(5)-T(0) _ 45,95-90 _ _ o .
b TF="%G5—"= 5 =~ -8,8 °C/min.

De temperatuur daalt gemiddeld 8,8 °C/min in de eerste vijf minuten.

AT _ T(10)-T(5) _ 29,62-45,95 _ o .
AF = 10— =~ 5 = -3,3 °C/min.

d De differentiequotiénten worden kleiner. De koffie koelt steeds langzamer af, omdat het tempera-
tuurverschil met de omgeving kleiner wordt.

V()-V(@3) _ 702-396 _
5—3— ~ —5-3 = 153.

15 a Het differentiequotiént is

b Het differentiequotiént geeft de gemiddelde toename van het volume in cm3 per cm hoogte, tussen
de hoogtes 3 en 5 cm.

AV 702-396 _
C AL T2z < 12,75

Dit betekent dat er in 24 uur gemiddeld 12,75 cm3 regenwater per uur in de vaas gevallen is.

. . s o Aa _ 8-0 _ 8 _ ;
16 a Differentiequotiént = AT =T0=0 =10 = 0,8 km/min.

b Het is de gemiddelde snelheid gedurende die periode.

Aa _ 29-23 _ 6

¢ Het hellingsgetal is 37 = 55=22 = 76 = % km/min.

d Aa_23-12 _ % = 0,42 km/min.

At T 44-18 —
e
Ay _ 0,52%4-0,5:0% _
17 ax =g =4
18 AV _05@p?-0,5p? _ 15p” _ g 5016 p 40
AXx — 2p-p =Tp TP P ‘
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5.4 Differentiaalquotiént

1,2-52 =30 m.

De snelheid bereken je met een tabel differentiequotiénten op [5,5 + h] met h — 0.

Zie de.
Je vindt een snelheid van 12 m/s.

Bereken de snelheden voor t =0,1,2,3,...

Bij deze tabel past de formule v(t) = 2,4t.
B

Ga na, dat je dezelfde uitkomsten krijgt.
9,6 m/s.

C

Maak eerst deze tabel:

Het differentiaalquotiént wordt 12 m/s.

Hij gaat door P (5,30).

De vergelijking heeft de vorm s = 12t + b.
Invullen van de coordinaten van P geeft b = -30.
De vergelijking van de raaklijn is dus s = 12t — 30.

AC
B
Zie de tabel.

Het differentiaalquotiént voor x = 2 is -4.

Die vergelijking heeft de vorm y =-4x + b.

Omdat f(2) = 0 gaat de raaklijn door (2,0), dus b = 8.
De vergelijking van de raaklijn is y =-4x + 8.

De helling is bij t = 4 iets steiler dan bij t = 16.

0

Ongeveer 5 minuten. De grafiek is ongeveer lineair tussen t = 11 en t = 16, dus hier is met een

constante snelheid gereden.
Een raaklijn aan de grafiek gaat ongeveer door (4,4) en (2,0).

s As _ 4-0 _
Danlsﬁ_m_z
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De snelheid van de auto is dan dus ongeveer 2 km/minuut.

Af(x) _ (2+h)%-22 _ 22+4h+h2-22 _ h@+h) _ 4
= 20

Ax = 2+h—2 = h +h.

Met h — 0 vind je het differentiaalquotiént van 4.

2.,

y=4x+b

De raaklijn gaat in ieder geval door het punt (2,4).
y=4x+bgeeft4=4-2+bendus b =-4.

Dus: y =4x — 4.

De functie is een parabool. Een parabool heeft een symmetrieas, hier x = 0.
Dus in (-2,4) is de helling het tegenovergestelde van die in (2,4).

In (0,0).

Zie de tabel.

h interval berekening differentiequotiént
0,1 [2;2,1] f(2+0,1)-f(2) 7,89
0,1
0,01 [2;2,01] £(2+0,01)-f(2) 7,9899
0,01
0,001 [2;2,001] f(2+0,001)— £ (2) 7,998999
0,001
0,0001 [2;2,0001] £(2+0,0001)— £ (2) 7,99989999
0,0001

Het differentiequotiént benadert het getal 8, dus het hellingsgetal voor x = 2 zal 8 zijn.
In het punt met x = 2 stijgt de grafiek. Bij stijgen is het hellingsgetal positief.
y=ax+b;

hellingsgetal a = 8.

f(2)=5-22-23=5.4-8=12, dit geeft het punt = (2,12).

Dit punt invullen in de formule van de raaklijn:

12=8-2+b=16+bgeeft b=12-16=-4dus y =8x — 4.

De raaklijn aan de grafiek gaat door (0,4) en (2,3).

Ay _ 2-3 1

Ax — 2-0 2
y=- %x +4
Voer in: Y1=5—V(2X) en gebruik de optie dy/dx.

g(x) invullen in GR; dy/dx voor x = 1 laten bepalen: -4.

De grafiek is puntsymmetrisch ten opzichte van (0,0). Het spiegelbeeld van punt (1,4) is hier (-1, -4).
In dat punt is de waarde van de helling dus hetzelfde.

Aangezien er geen functiewaarde is in dat punt, is er ook geen raaklijn en dus geen hellingsgetal.

De grafiek heeft voor x = 0 een verticale asymptoot, want bij x-waarden rond x = 0 worden de
functiewaarden heel groot of juist heel klein, maar x zal nooit 0 worden.

De grafiek is afnemend dalend.
C(0)=10-0,99 = 10;
C(5)=10-0,99 = 5,9;

AC _ 10-0,95-10-0,99 _ -4,09 _ .
At = 5-0 =—5 =-0819

Over de eerste 5 uur is de gemiddelde hoeveelheid stof die per uur verdwijnt: 0,82 g/L.
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Met de GR: Y1 =10-0,9% en dan Z—;‘(’ gebruiken.

Ongeveer -0,62 g/L per uur.

Gemiddelde groei is: g—i’ = % = 1,12 m/jaar

De raaklijn bij vijf jaar gaat ongeveer door (5; 5,6) en (2,4).

Bepaal het differentiequotiént van de raaklijn: i—i’ = 5é6__24 =0,53.

De boom groeit na vijf jaar dus met ongeveer 0,53 m/jaar.

Na 2 jaar gaat de toenemende stijging over in een afnemende stijging. Op dat punt is de stijging dus
het grootst. De grafiek loopt daar ook het steilst omhoog.

Uiteindelijk is de boom uitgegroeid en blijft de lengte gelijk, de groeisnelheid is dan dus 0 m/jaar. De
grafiek krijgt een horizontaal karakter.

Met de GR kun je berekenen dat de helling 10 is als x = 0.

In de top is er geen stijging en geen daling, dus de helling is daar 0. Bepaal met de GR het maximum:
25 voor x = 5. De top is (5,25).

Bij x = 8 spat hij uiteen en h(8) = - (82) + 10 - 8 = 16 meter hoog.
Helling bepalen bij x = 8 met de GR: - 6.

s(5)—s(0) _ 4,9-52 _
=5 = —5— =24,5m/s

Het differentiequotiént op [5,5 + h] is:

2 2
s(5+h’3—s(5) — 4,9-(5+h;1 —4,9-5% _ 49h +4,9h2

Met h — 0 vind je [§7] =49 mps.

Het tijdstip dat de steen op de grond valt vind je door 4,9t% = 500 op te lossen.

Dit geeft t2 = %, dust = \’ % =~ 10,1 (ent =-10,1 maar deze oplossing is niet relevant).

Daarbij vind je [§7] _, =, = 98,98 m/s.

Het muntje is ongeveer 380 = 4,9t2 geeft t ~ 8,8 s.

Daarbij hoort een snelheid van ongeveer 86,3 m/s en dat is ongeveer 311 km/h.

2500-1,2%-2500-1,29
=0 =~ 671 kg/dag.

Met de GR: Y1=2500%1,2~X en dy/dx gebruiken geeft [j—i’] , =1 =945 kg/dag.
xX=

Eerst een raaklijn tekenen aan de grafiek in het punt met t = 4. Vervolgens de richtingscoéfficiént
van die raaklijn aangeven in de grafiek.

Zie de tabel.

interval differentiequotiént
[3;3,1] 6,1

[3;3,01] 6,01

[3;3,001] 6,001

[3;3,0001] 6,0001

GR: [q¥] =6

De raaklijn gaat door (3,13).
De vergelijking is daarom y = 6x — 5.
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¢ De richtingscoéfficiént van de raaklijn in een top is 0, dus in het punt (0,4) is het hellingsgetal van
de raaklijn 0.
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5.5 Hellingsgrafiek

V1 a Hetis een rechte lijn. Gaat door de punten (0,0) en (10,40);

; i, 40-0
het hellingsgetal is: 75=5 = 4;

het startgetal is: 0.
de formule wordt: v = 4t.

b Dat wordt een (halve) parabool:

E 180 /
2 160
2 140
& /
© 120 /
S 100
g 80 /
S 60 A
© /

20 S

o 2 4 6 8

s tijd (s)

s =2t2 geeft s(20) = 800 m.
1a Voerinje GRin Y1=X"2 en gebruik de optie dy/dx.

b Vergelijk jouw grafiek met die in de uitleg.
De grafiek voldoet aan y = 2x.

¢ Voor de x-waarde die hoort bij f’(x) = 0 heeft de grafiek van f een horizontale raaklijn. Hier is dat
voor x = 0.

2 a Zie de tabel.
x o 32 a0 123
Fwo 750 45 6 45 075

b Voerin Y1=0.5X"3-6X en Y2=(Y1(X+0.001)Y1(X))/(0,001).

\)
Y

¢ Bij een top van een grafiek hoort een raaklijn met hellingsgetal 0.

d y=ax+b
Het hellingsgetal is: -4,5;

De raaklijn gaat in ieder geval door het punt (1;-5,5). Bereken b.

y =-45x+b
-5,5 =-4,5-1+b

-1 =0>b
y=-45x-1

e ' heeft een minimum van -6 voor x = 0. De grafiek van f gaat daar van toenemend dalend over
naar afnemend dalend.
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Grafiek B.
Grafiek B.
Uit de tabel blijkt dat het hellingsgetal steeds 2 keer de x-waarde is. Het lijkt erop dat f'(x) = 2x.

X -3 =2 -1 0 1 2 3
() -6 -4 -2 0 2 4 6
Oplossing:

Ay _

Ax —

(x+h)2+4—(x2+4)
- =

x2+2hx+h2+4—x%-4
h

2
ZX@Th 2x + h

Dit differentiequotiént heeft voor elke waarde van h (behalve h = 0 ) de waarde 2x + h. Hoe dichter
h bij 0 komt, hoe dichter 2x + h bij 2x komt. Dit betekent, dat f'(x) = 2x. Je vermoeden is juist.

De formules zijn gelijk. De werkwijze bij b is beter, want
« om te beginnen weet je niet zeker of de gevonden regelmaat voor elke waarde van x opgaat;
« en bij ingewikkelder functies is de regelmaat niet zo eenvoudig vast te stellen vanuit een tabel.

Met de GR of via % of via een hellingsgrafiek:

a’(5)=12m/sendatis 12-3,6 = 43,2 km/h.

Aa _ 1,2(t+h)%=1,2t2 _ 2,4th+h? _
AL = i = h = 2,4t + h.

De bijbehorende formule wordt met h — 0: v(t) = a’(t) = 2,4t.
50 km/h is omgerekend: % ~ 13,89 m/s.

v(t) = 13,89 invullen: 2,4t =~ 13,89 geeft t = 5,8 seconden.
Na 5,8 seconden beweegt de zeilwagen met een snelheid van 50 km/h.
De blauwe grafiek (met de langere streepjes).

Bijvoorbeeld zo. De ligging van de grafiek ten opzichte van de x-as kun je niet weten, net zo min als
de mate van stijging of daling.

y

[N\
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Je ziet de hellingsgrafiek van f. De grafiek van f is stijgend als de hellingsgrafiek positief is (boven

de x-as ligt), dus op het interval: (-1,1).

Voor extreme waarden geldt vaak f’'(x) = 0. Maar dit kunnen zowel minima als maxima zijn. Een
maximum is te vinden als f’(x) van positief naar negatief gaat. Dit is het geval bij x = 1.

Nee, daarvoor moet je het functievoorschrift van f weten.

Je grafiek moet in ieder geval door (0,2) gaan en een maximum hebben voor x = 1 en een minimum

voor x =-1.
Voer in: Y1=0.5X"2+3X

Gebruik g—;\(’. Maak een tabel van de hellingsfunctie:

X 0 1 2

() 3 4 5

Lineaire functie met hellingsgetal 1 en begingetal 3.

Functievoorschrift: f'(x) = x + 3.

Vul elke functie in de GR in en bepaal g—i’ als x = 1:

e ff()=-2
+ g'(1)=05
« W(l)=-4
« kK()=0

Vul elke functie als Y1 in de GR in en neem Y2=(Y1(X+0.001)-Y1(X))/(0.001).

Bij de extremen van de gekozen functie zit een nulpunt bij de hellingsfunctie van die grafiek, want
de helling in een top is 0. Bepaal de nulpunten van de hellingsgrafiek:

f(x): x =0, max.f(0) =-(0%) +4 =4;
g(x): x =0, max.g(0) = \/O2 +3=143;

h(x): geen nulpunten, geen extremen;

k(x): x =1, max.k(1) =-(1%) +4-1=3.

Voer in: Y1=2X"3-6X"2-8X

Venster bijvoorbeeld: -2 <= x=5en-30< y <10.

Bereken met de GR het snijpunt van de grafiek met de x-as.

Y1=2X3-6X2-8X

AV,

0

Met de GR: gebruik g—i’.

dy/dx=40.000002
X=4 Y=o

Het hellingsgetal bij dit punt is 40.

Een raaklijn is een rechte lijn. Je zoekt de richtingscoéfficiént a en het begingetal b.

De richtingscoéfficiént is gelijk aan het hellingsgetal: 40.

De lijn gaat in ieder geval door het punt (4,0).
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De vergelijking van de raaklijn aan f(x) door (4,0) is dan: y = 40x — 160.

Voer in: Y1=2X"3-6X"2-8X en Y2=(Y1(X+0.001)-Y1(x))/(0.001).
Venster bijvoorbeeld: -2 = x =5en-30=< y < 10.

N/

Voer in: gebruik de hellingsgrafiek. Via menu calculate met de optie zero, krijg je:

Y23(Y1(X+.001)-Y1)2.001
» “

Guess?
%=1 Y="14

x = 2,53 en x = -0,53 invullen in de oorspronkelijk functie levert:
min. f(2,53) =-26,26 en max. f(-0,52) = 2,26.

De afgelegde weg wordt in meters uitgedrukt. De hellingsgrafiek geeft de verandering per seconde.
De hellingsgrafiek wordt dus uitgedrukt in m/s.

Voer in: Y1=1.6X"2 en Y2=(Y1(X+0.001)-Y1(X))/(0.001) en je ziet (een benadering van) de hellings-
grafiek.

De richtingscoéfficiént van de lijn blijkt 3,2 en het begingetal is 0, dus v(t) = 3,2t.
v wordt uitgedrukt in m/s. Reken eerst de 80 km/h om: % ~ 22,22 m/s.
Invullen in de formule levert:

22,22 = 3,2t endus t = 2222 ~ 6,94.

Na ongeveer 7 s is de snelheid meer dan 80 km/h.
Gebruik de GR. Maak een tabel. Je vindt de grafiek van: f'(x) = 2x — 4.

De grafiek van g moet in ieder geval door het punt (2,4) gaan en drie extremen hebben: maxima voor
x =-3 en x = 3 en een minimum voor x = 0.

Tot x = O stijgt de grafiek en na x = 0 daalt de grafiek weer. Daar is de grafiek dus maximaal
gestegen, dus daar zit een maximum.

Bij het interval (0,3) staan mintekens, dat gedeelte van de grafiek is dus dalend.

Mogelijke schets van de grafiek:
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De grafiek van f moet in ieder geval door (0,1) gaan en heeft twee extremen: een maximum voor
x = 0 (zie opdracht a) en een minimum voor x = 3 (waar de grafiek maximaal gedaald is).

Ay _ 4(x+h)2+1—(4x2+1)

_ 4(x2+xh+h?)+1-4x2%-1
Ax h -

7 = 8x + 4h.
Neem h — 0 en je vindt de afgeleide functie f'(x) = 8x.
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5.6 Totaalbeeld

De daling wordt steeds steiler op het interval [-1,1]; er is sprake van een toenemende daling op het
interval [0,1].

Ay _ fF)=FO) _
ix =10 =-11

De gemiddelde daling op het interval [0,1] is 11.
Zie de tabel.

interval differentiequotiént
[1;1,1] -11,99

[1;1,01] -11,9999
[1;1,001] -12,0000
[1;1,0001] -12,0000

Deze rij getallen nadert naar f'(1) = -12.

Controleer dit met i—i’ op je grafische rekenmachine.

Uit het antwoord bij ¢ weet je dat het hellingsgetal van de raaklijn -12 is. Er geldt daarom
y=-12x+b.

De raaklijn gaat door het raakpunt (1,-11).-12-1+b=-11:b =1

De vergelijking van de raaklijnis y =-12x + 1.

Op basis van de karakteristieken kun je een hellingsgrafiek schetsen. Die moet nulpunten hebben
bij x =-1 en x = 3 en een laagste waarde (minimum) bij x = 1. Het is een dalparabool.

h(10) =60-100-5-102 =100
Op 100 meter hoogte.

Gebruik de grafische rekenmachine om een toenametabel te maken.
Voer in: Y1=60X-50X"2 en Y2=Y1(X+1)Y1(X).

Tussent=6ent="7.

Bij t = 6 is nog sprake van toename ten opzichte van de hoogte bij t = 5. Bij t = 7 is sprake van een
afname ten opzichte van de hoogte bij t = 6. Ergens tussen t = 6 en t = 7 gaat de toename over in
een afname en bereikt de vuurpijl zijn hoogste punt. Als je de top berekent met de formule van de
grafiek, blijkt dat precies bij t = 6 te zijn. De maximale hoogte van de vuurpijl is 180 m.

Ah _ 180 _
A—t—T—BOm/S

GR: Y1=60X-5X"2 en Y2=(Y1(X+0.001)-Y1(X))/0.001 en bekijk de tabel met (benaderde) hellingsge-

tallen.
Plot de grafiek van Y2.

v=60-10t
v(10) = -40, dus de snelheid op het moment van ontploffen is -40 m/s.
Het migratiesaldo is positief. Dat betekent dat er netto 3500 mensen zijn bijgekomen.

Hetzelfde geldt voor het geboorteoverschot, waar 2100 meer baby’s zijn geboren dan dat er mensen
overleden zijn.

In totaal zijn er in het jaar 2010: 3500 + 2100 = 5600 mensen bijgekomen.

Je vindt negatieve waarden voor het migratiesaldo in 2013 en 2014. Maar door het geboorteoverschot
komen er in 2013 toch nog netto 1200 mensen bij. Pas in 2014 is er een netto afname.
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Zie de tabel.

jaartal migratiesaldo geboorteoverschot toename totaal aantal inwoners
2010 3500 2100 5600 72600
2011 3700 2800 6500 78200
2012 1800 2300 4100 84700
2013 -700 1900 1200 88800
2014 -1200 -400 -1600 90000
2015 88400

De toenames zijn achtereenvolgens: 5600, 6500, 4100, 1200 en —1600.
De aantallen inwoners zijn daarom: 72600 (begin 2010), 78200 (begin 2011), 84700 (begin 2012),
88800 (begin 2013), 90000 (begin 2014) en 88400 (begin 2015).

90000

80000

antal inwoners

S

70000

—

60000

0 T T T T T
20102011 2012 2013 2014
— jaar

88400 inwoners

Ay _ 0,252+h)%+2+h—(0,25-22+2) _ 0,25:(4+4h+h?)+2+h-3 _ 240 25h
Ax = 2+h=2 = 3 =2+0

Met h — 0 is het differentiaalquotiént 2.

Ay _ 0,25(x+h)%+x+h—(0,25x%+x) _ 0,5xh+h+0,25h% _
Ax = XFh—x = 7 =0,5x+1+0,25h

Met h — 0 vind je de hellingsfunctie f'(x) = 0,5x + 1.

Oplossing:
0,5x3-1,5x2-2x = 0
x(0,5x2-1,5x-2) = 0

0Vv0,5x2—-15x—-2=0
O0vx2-3x-4=0
OVvix+1(x—-4)=0
Ovx+1=0vx—-4=0
Ovx=-1lvx=4

2)
X
X
X
X
X

De snijpunten zijn A(-1,0),B(0,0) en C(4,0).
D(-0,5;0,5625)

De lijn door de punten C en D heeft de vergelijking y = - %x +0,5.

kel
dx x=-0,5

1
=L
De raaklijn is y = - § + b: b = 0,5625 — 0,625 = 0,5.

De raaklijn heeft de vergelijking y = -% +0,5.

September/oktober en maart/april; de grafiek is daar het steilst.

Ja, in dezelfde maanden. Dit heeft te maken met de plaats van Nederland op Aarde en het feit dat de
Aardas niet loodrecht staat op het vlak waarin de baan van de Aarde om de Zon ligt.
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Je neemt het verschil van het tijdstip van zonsopkomst en zonsondergang.

Eigen antwoord

In dezelfde maanden als zonsopkomst en zonsondergang.

In juni/juli en in december/januari. Toenames vrijwel 0.

In augustus/september. Grote afnames (negatieve toenames).

Het wordt de grafiek van s(t) = 1,2t2 als je uitgaat van een afgelegde weg van 0 op t = 0.
v'(t) = 2,4t want de grafiek van v is een rechte lijn met een richtingscoéfficiént van 2,4.

De versnelling.

As _ 1,2:(t+h)%=1,2:¢t _ 2,4-(th)+1,2-h2 _
A= = = T =2,4t (h- 0)
In 1975: T = 1540 mld liter per dag en B = 215 miljoen.

Per inwoner gemiddeld ongeveer 7163 liter per dag, dus per jaar 365 - 7163 = 2600000 liter per
inwoner.

625
In 1950: 922 - 100 ~ 89,3%.

In 1980: % -100 = 90,8% (het getal 1525 vind je door bij de hoeveelheid in 1950 alle toenames
op te tellen)

Tussen 1525+ 6-110 =2185 en 1525 + 6 - 200 = 2725 mld liter per dag.
Zie de figuur.

- toenam
ul
o
o
o

01 2 3 4 5 6 7 8 9
— tijd (jaren)

In het vijfde jaar is de toename van het aantal kg vis het grootst (20.000 kg). Als de viskweker 5 jaar
wacht is er 60000 kg vis en hij kan dan jaarlijks 20.000 kg vis vangen, precies de toename in dat
vijfde jaar. Zo houdt hij steeds tussen de 40.000 en de 60.000 kg vis.

De grafiek van de eerste formule is een rechte lijn met helling 6,6.

De helling van H = 200 — (0,0545V — 0,836)'1 voor V =17 is ongeveer 6,65.

De hellingen zijn ongeveer gelijk.
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e FUNCTIES EN GRAFIEKEN P LOGARITMISCHE FUNCTIES

6.1 Logaritmen

Los met de GR op: 6 -2¢ = 1000. Je vindt t = 7,381 uur. Dus 7 uur en 23 minuten.

Voer in: Y1=2"X en Y2=30

Venster bijvoorbeeld: [0,10] x [0,50]

Je vindt met behulp van de intersect-optie het getal 4,907.

Dust = 4,91.

t = 21og (30)

Voer in: Y1=2"X en Y2=100

Met intersect vind je 6,64 uur, dat is 6 uur en 39 minuten. Het antwoord genoteerd als logaritme is
21og (100).

Maak eerst een functie waarmee je de hoeveelheid gas in het luchtschip kunt berekenen. Elke dag
2% minder betekent een groeifactor van g = 0,98. Dus G(t) = 3000-0,98¢ met G de hoeveelheid gas
inm3en t in dagen. Stel gelijk aan 2800. Dit levert de gevraagde vergelijking: 3000 - 0,98 = 2800.

Oplossing:

3000-0,98t = 2800
0,98t = 2858
0,98t = 15

Gebruik de definitie van de logaritme. Uit gX = y volgt x = 9log (y).

Dus t = 99810g (%)

Voer in: Y1=2"X en Y2=7
De optie intersect geeft x = 3,42.

Voer in: Y1=2"X en Y2=7

De optie intersect geeft x =~ 2,807.

Gebruik de definitie van de logaritme: uit g* = y volgt x = 91og (y).
Dus: x = 2log (7) = 2,807.

Je ziet dat 3% = 81.
Gebruik de definitie van de logaritme: uit g* = y volgt x = 91og (y).
Dus: x =3 log (81) = 4.

-2
Je ziet dat (%) =09.
Gebruik de definitie van de logaritme: uit g* = y volgt x = 91og (y).
1
Dus: x = 3 log (9) =-2.

Voer in: Y1=(1/3)"X en Y2=0.01
De optie intersect geeft x = 4,192.
Gebruik de definitie van de logaritme: uit g* = y volgt x = 91og (y).

1
Dus: x = 3 1log (0,01) = 4,192.
5log (125) =51log (53) =3
Slog (%) =5log(52) =-2

4log (64) = *1log (43) =3

1 I\
log (64) = % log((z)

N

1 1
31og (gr) = ¥ 1og(

PAGINA 30 MATH4ALL



<)

21og (v2) = 2log (2%) =z

53 =125en 5% =625
3 <°log(150) <4

102 =100 en 103 = 1000
2 <10]10g(758) < 3
2°=32en26=64
5 < 2log (60) <6
3 _ 2_1
270 = g en 2 4 = 1
-3< 2log(%) -2
14 1y°5
(3) =16en(3) =32
1
-5<?log(20) <-4
1y1 1 1\2 _ 1
(3) =3en(3) =5
: 1
1<3 log(g) <2
Bepaal de x-waarde van het snijpunt van Y1=5~X en Y2=150: °log (150) =

Bepaal de x-waarde van het snijpunt van Y1=10"X en Y2=758: 1%1og (758) = 2,9
Bepaal de x-waarde van het snijpunt van Y1=2"~X en Y2=60: 2log (60) =~ 5,9

Bepaal de x-waarde van het snijpunt van Y1=2"~X en Y2=1/7: 2log (%) ~-2,8

1
Bepaal de x-waarde van het snijpunt van Y1=(1/2)"X en Y2=20: 2 log (20) = -4,3

1
Bepaal de x-waarde van het snijpunt van Y1=(1/3)"X en Y2=1/5: 3 log (%) =1,5

Dit wordt 3% = 600, dus x = 3 log (600) =~ 5,8 (gebruik je GR om 3* = 600 op te lossen).
1,7t =525, dus x = 1-71og (525) = 11,8 (gebruik je GR om 1,7 = 525 op te lossen).

0,6f = 22 dusx—Oﬁlog(

573 =~ 5,8 (gebruik je GR om 0, 6t = 572 op te lossen).

572)

Los op 10000 - 1,08% = 15000, ofwel 1,08¢ = 1,5.

Dus t = 1-08]0g (1,5) = 5,268 (gebruik de GR om 1,08! = 1,5 op te lossen).
Na vijf jaar, drie maanden en zeven dagen. Dat is in april 2019.

41og (64) = *log (43) = 3

41og (400) =~ 4,3 (met de GR)

[N

log (60) = -3,7 (met de GR)

W=

log (81) = %log ((%)4) =-4

F1og ) = S 100 (3)") =4

0-110g (1000000) = %-110g (0,1°6) = -6

Bepaal de x-waarde van het snijpunt van Y1=2.5"X en Y2=100: 2-21og (100) =~ 5,026
Bepaal de x-waarde van het snijpunt van Y1=0.7~X en Y2=20: %7 log (20) ~ - 8,399
Bepaal de x-waarde van het snijpunt van Y1=2.3~X en Y2=0.05: 2:31og (0,05) =~ - 3,597
Bepaal de x-waarde van het snijpunt van Y1=15.2"X en Y2=2.3: 152]0g (2,3) ~ 0,306
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11a 6l1=6en62=36
1 <%log (30) <2

b 33=27en3%=381
3<3log(70) <4
-3 -4
¢ (3)7-sen(3)" =16
1
-4<2log(10) <-3

d (1)"~=0012en (%) =0,004

4 < %109(0,01) <5
12 a Jezietdat 10X = 0,01 gelijk is aan 10°2 = 0,01.
Dus x = 191og (0,01) = -2.
b 2X =60, dus x = 2log (60) = 5,9
Gebruik de GR om 2* = 60 op te lossen.
¢ 0,8=0,5dust=%81og(0,5) =~ 3,1
Gebruik de GR om 0,8¢ = 0,5 op te lossen.
13 a Oplossing:
15-0,4% = 45
0,4* = 3
x = %%log (3) =-1,20

Gebruik de GR om 0,4* = 3 op te lossen.
b Oplossing:
17-4% = 391
4% = 23

x = *log (23) = 2,26

Gebruik de GR om 4* = 23 op te lossen.
¢ Oplossing:
15-2% =3
2% = 0,2
x = 2log(0,2) ~-2,32

Gebruik de GR om 2* = 0,2 op te lossen.

14 2t = 3 geeft t = 2log (3) =~ 1,58 uur; ofwel ongeveer 1 uur en 35 minuten (gebruik de GR om 2! = 3
op te lossen).

15 a Stel een exponentieel verband op met groeifactor per jaar g = 1,07 en een beginhoeveelheid van
250000 op 1 juli 2014. Noem dit moment t = 0.
Het is negentien jaar geleden.
De waarde wordt 250000,00 - 1,07-19 = 69127,08 euro.

b Stel het exponentiéle verband dat je bij a hebt gebruikt gelijk aan 200000.
250000- 1,07t = 200000
1,07t = 0,8
t = 1.0710g(0,8) ~-3,298

Gebruik de GR om 1,07¢ = 0,8 op te lossen.
Ongeveer drie jaar geleden.
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¢ Oplossing:
250000 1,07t

t 1
1,07t = &

50000

t = 1971og (3) ~-23,78

Gebruik de GR om 1,07t = % op te lossen.
16a 2log(22°)=2,5
b %log((%)_B) =-3
17a 29=512en210=1024, dus 9 <?21log (513) < 10.
21log (513) =~ 9,003 (gebruik je GR om 2X = 513 op te lossen).

b 04%=39en0,43=15,625, dus-4 < %%log (25) <-3.
0.410g (25) = - 3,513 (gebruik je GR om 0,4X = 25 op te lossen).

18a 4% = FS, dus x = 4log (%) ~ 1,27 (gebruik je GR om 4% = ‘%5 op te lossen).
b 1,08t = % dus t = 1,08109(¥) ~ 7,00 (gebruik je GR om 1,08t = % op te lossen).

19  S(t) = 150-0,85" = 10. Dit geeft 0,85" = {= en dus t = %85log({5) = 16,7 (gebruik je GR om

0,85t = 11—5 op te lossen). Dus na 17 keer spoelen.
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6.2 Eigenschappen van logaritmen

Vul y = g* in in de formule x = 91og (y). Je krijgt dan x = 91og (g*).
Vul x = 91log (y) in in y = g*. Je krijgt dan y = g7 109,

Nee, dit klopt niet. Probeer maar eens met geschikte getallen waarbij de logaritmen uitkomen. Hoe
het wel zit, komt in dit onderdeel aan bod.

Oplossing:
4000-1,05¢ = 8000
1,05t = 2

t = L051og(2) = 14,2

Na ongeveer 14,2 jaar.

Oplossing:
4000-1,05¢ = 12000
1,05t = 3

t = 1.0510g(3) = 22,5

Na ongeveer 22,5 jaar.

Oplossing:
4000-1,05¢ = 24000
1,05t = 6

t = 1.05]0g (6) = 36,7

Na ongeveer 36,7 jaar.
36,7 —22,5=14,2

Als je de tijd waarin het saldo verdubbelt, optelt bij de tijd waarin het saldo verdriedubbelt, krijg je de
tijd waarin het saldo zes keer zo groot is geworden: t = 91log (2) + 91og (3) = 91og (2 - 3) = 9log (6).
Andersom krijg je de verdubbelingstijd als je de verdriedubbeling van het saldo van het zesvoud van

het saldo afhaalt: t = 91og (6) — 91og (3) = 9 log (g) = 9log (2).

91og (a) — 91og (b) = 9log (%)

De tijd die nodig is om de hoeveelheid te halveren:

gt = % dus t = glog(%)

g =0,93,dus t = 993 1]og (%) ~ 9,55.

Dat is negen jaar en zeven maanden.
g28 = %; dus g = %§/0,5 = 0,976

21og (16) + 21og (8) =4 + 3 = 7 =2 log (128)
16-8 =128

De eigenschap klopt.

2log (16) —=3-2log(2) =4—-3-1=1=2log (2)
16 _ 16

De eigenschap klopt.

3log(3)+3log (9) =1+ 2 =3 =3log (27)
3-9=27

De eigenschap klopt.
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Oplossing:

2 log (72) —2- 2 log (3)
210g (72) — 21og (32)

2log (%5}) =

210g(8) =3

Oplossing:

21og (80) + 9°log (5) =
21og (80) + % =
2log (80) —Zlog(S) =
21og (53) =

2log (16) = 4

Merk op dat 2log (0,5) = 2log (2°1) =-1.
21log (7) +31og (81) = 21og (7) + 4 = 21og (7) + 21log (16) = 21og (112)
Merk op dat 4 = 21log (24) = 2log (16).

0,5-21og (36) — 1 = 21log (36%-°) — 21og (2) = %log (g) =21log (3)

(g")°=g"*®

Gebruik vervolgens r = 9log (a) en s = p en substitueer dit: (gglog(“))p = g7log(@)p
Nu volgt: aP = gP?log (@)

Neem aan beide zijden de logaritme met grondtal g en je vindt:

g log (ap) =49 log (gp'g log (a))

9log (aP) = (p - 91og (a))

Gebruik: 91og (a) — 91og (b) = 91log (a) +-1-91og (b)
9log (a) — 9log (b) = 91og (a) + 91og (b 1)

91log (a) — 91og (b) = 91og (a) + 9 log (%)

9log (a) — 91og (b) = 9log (%)

Methode I:
aan beide zijden de logaritme nemen geeft log(3*) = x - log(3) = log(8100) en dus
= g8 20 ~8,1918
Methode II:
3% = 8100 geeft x = 31log (8100) = bf’(ﬁ% ~8,1918
Methode I:
aan beide zijden de logaritme nemen geeft log (}I)X = x - log (%) = log(0,002) en dus
x = 109(0.002) _ 4 4829
log (1)
Methode II:
(}I)X = 0,002 geeft x = %log (0,002) = % ~ 4,4829

x=5%2=25
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b Oplossing:

2x = 49=1
x = 0,5

¢ Oplossing:

x2 = (4)" =256
x =16vx=-16

d Oplossing:

JX = 25=32
x = 322
x = 1024

8a log(4x-x)=log(4x?) =1, geeft 4x? = 10! = 10 en dus x = ++2,5.
Omdat je geen logaritme uit een negatief getal kunt trekken, is er maar één oplossing mogelijk:
X =+2,5.

b log(x2)—log (2x) = 1og(§) = log (1) = 2, geeft &x = 102 = 100 en dus x = 200.
9a 191og(5-20)=1%1og (100) =2
b Slog(132) =5log(25) =2

¢ %log(32-4) =%1log (36) =2

W=

log(%) = %109(9) =-2

10a 2log (100) = €550 ~ 6,644
b 7log(7°%)=0,5

8 _ log(8000) __

log (50)
d 29=2 ~-3,561
log (3)
e log (40-25) =1og (1000) =1log (103) =3

f log (0,0003)

tog (3)

11a 0,93t =0,5, dus t = 99310g (0,5) = 9,55 jaar.

b 400 - 200 — 100 — 50, dus je halveert het aantal drie keer. Drie keer de halveringstijd is
3-9,55 = 28,65 jaar.

¢ Oplossing:

=~ 7,384

50-0,93t = 10
0,93t = 0,2
t = 99310g(0,2) =~ 22,18

Ongeveer 22,18 jaar. Dat is 22 jaar en ruim twee maanden.
12 a Twee halveringstijden en dus 2 - 165 = 330 dagen.
b Drie halveringstijden, dus 3 - 165 = 495 dagen.

¢ 100- 50 - 25 - 12,5, dus na drie keer halveren is er nog 12,5 gram over van de stof. Het duurt iets
minder lang om 15 gram van de stof over te houden, dus het duurt iets minder lang dan 495 dagen.

d g% =0,5; dus ggaq ~ 0,9958.
Dit levert de vergelijking 100 - 0,9958! = 15 op:
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100-0,9958t = 15
0,9958t = 0,15
t = 0.995810¢(0,15) =~ 451

Ongeveer 451 dagen.
5% = 0,016 geeft x = °log (0,016) = -2,6

Oplossing:
x? =33=27
X = 427

X = 5,2V x=-5,2

log (2x) —log (x2) = log(i—’z‘) = log (%) =1 geeft % =10 =10 endus x = 12—0 =0,2.

Dat gaat zo:

= log (2)

10g(1+1—80)
800 — 400 — 200 — 100, dat is 3 keer halfwaardetijd, dus 3-15 =45 uur.
g'®=0,5, dus g = 0,9548.

Los op: 800 -0,9548" = 160; dus 0,9548" = 0,2 en t = %-9548]0g (0,2) ~ 34,8; ofwel ongeveer 34 uur
en 3 kwartier.

Gebruik de eigenschappen 9 log (a) — 9 log (b) = 9 log (%) en 9log (a) = 5%28 Eg;'
107 _107 _107 7 log(ﬁ)
Je krijgt: Naplog (x) = 107-1 10g(107) _107-1 log (x) = 107-1 log(%) =— o7\
109(107—1)
ﬁ)
o _ X _ 7-log (x)
En dit is Naplog (x) = ( To7 ) = 7og(107-1)°
107-1

200000 - 1,10 = 300000; dus 1,10t = 1,5 en t = 1-1010g (1,5) ~ 4,25 jaar; en dat is ongeveer 4 jaar
en 3 maanden.

1,10t =2; dus t = 1'101og (2) = 7,27 jaar

1,10t = 3; dus t = 1-101og (3) = 11,53 jaar.

1,10t =6; dus t = 1'191og (6) = 1'101og (2-3) = 1'1910g (2) + 1'1010g (3) = 7,27 + 11,53 = 18,80 jaar.
t = 110]og (6) ~ 18,80 jaar

log (1
g= 0,92,‘ dus 0,92T = % enT = Og(3)

g 0,92 ~ 13,175. Dus ongeveer 13 uur.

=1 —05 1y .
0,5! = 55 geeft t = %°log (%) ~ 4,907

1—x =52 =25 geeft x =-24
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2log (3x2) = 5 geeft 3x2 =2% =32 en dus x = i\’IO%.
- \{ 10% voldoet niet, omdat in een logaritme geen negatief getal kan worden ingevuld. Dus x = " 10%.

g =1,003; dus 1,003T =2 en T = k)gl;)(g%—,(g())?x) ~ 231. Dus ongeveer 231 jaar.
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6.3 Logaritmische schalen

V1 a De schaalverdeling op de verticale as loopt niet gelijkmatig op: tussen 1 en 10 zit evenveel afstand
als tussen 10 en 100.

Doen, je moet een rechte lijn krijgen.

1 a Nee, op de verticale as zit tussen twee opeenvolgende streepjes steeds een factor 10. De stappen
worden dus steeds groter: van 1 naar 10 is een kleinere afstand dan van 10 naar 100.

b B()=6-25=6-32=192, dus tussen 100 en 1000.
De juiste plek vind je door de logaritme te berekenen: log (192) = 2,28.
Op vergelijkbare manier is B(10) = 6 - 210 = 6144 en log (6144) = 3,79.

c Zie de tabel.

t 0 1 2 3 4 5) 15

log (B) 0,78 1,08 1,38 1,68 1,98 2,28 5,29

d Zie figuur in de uitleg.

log (B) = log (6 - 2t) =log (6) +log (2¢) =log (6) + t - log (2)
De grafiek wordt een rechte lijn door (0, log (6)) en met richtingscoéfficiént log (2).

2 a Zie de tabel.

X 0 1 2 3 4 5 15

log (y) 0,30 0,78 1,26 1,73 2,21 2,69 7,46

De grafiek wordt een rechte lijn.

b Op de verticale as krijg je van beneden naar boven de waarden 10° = 1, 101 = 10, 102 = 100,
103 = 1000 enzovoort.

c Aflezen: f(10) = 120000
GR: f(10) = 118098

log (y) =log (2-3%) =log (2) + x -log (3)
3 a Ziede figuur.

20000—
8884—T10

20—

1,80—|
0,8—T10

0,02—>

0,003—

log (20000) = 4,30. Dus 20000 =~ 10%3. Je plaatst 20000 dus op 4,3 eenheden boven 10°, dat is
tussen 104 en 10°.

log (0,02) =-1,69. Dus 0,02 = 10° 1,69, Je plaatst 0,02 dus op 1,69 eenheden onder 109, dat is tussen
102 en 101,
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Zie de figuur bij a.

log (1,80) = 0,255. Dus 1,8 = 109:225,

Je plaatst 1,80 dus op 0,255 eenheden boven 109, dat is tussen 109 en 10?.

Zie de figuur bij a.

log (8884) = 3,95. Dus 8884 ~ 103-95,

Je plaatst 8884 dus op 3,95 eenheden boven 109, dat is tussen 103 en 10%.

Zie de figuur bij a.

0,003 mm = 0,000003 m en 0,8 mm = 0,0008 m.

log (0,000003) =-5,52. Dus 0,00003 ~ 10"°-52,

Je plaatst 0,000003 dus op 5,52 eenheden onder 109, dat is halverwege tussen 10" en 1076,

log (0,0008) = -3,097. Dus 0,0008 =~ 10-3-097,

Je plaatst 0,0008 dus op 3,097 eenheden onder 109, dat is net iets onder 107 3.

a=10%5% =~ 3162

Je krijgt een dalende rechte lijn door (0,12000) = (0,10%98) en ~ (10,1288) = (10,103-11).

log (N) =1og (12000 - 0,8) = log (12000) + log (0,8%) = log (12000) + t - log (0,8)

log (y) =log (b- g*) =log (b) + x - log (g). Omdat log (b) en log (g) constanten zijn, is dit een lineair
verband tussen log (y) en x. Op enkellogaritmisch papier zet je log (y) uit tegen x, dus wordt dit een
rechte lijn.

Omgekeerd: log (y) = a-x + b geeft y = 109X+P = 109x.10P = 10P. (109)* = ¢- g, waarbij ¢ = 10
en g = 109 constanten zijn.

A(2) =120

A(10) = 1800

At)=b-gt

A(2) =120 =b- g2

A(10) = 1800=b-glo

1
- . 8. 1800 _ (1800\8 _ . =120
Hieruit VOlgt. g = T30 en g= (W) = 114-'01 enb= (1140)2 ~ 61

b en g invullen geeft A(t) = 61 - 1,40,

Je kunt dan direct de waarde van b bepalen, want in A(t) = b - gt geldt A(0) =b - gO =b-1=hb.
(0,10%) = (0,1)

Lees de punten (-4,1000) en (5; 0,01) af.

N(-4)=b-g*=1000

NG)=b-g°>=0,01

1
Hieruit volgt: g% = &L = 0,00001, zodat g = 0,000019 = 0,28.

Vervolgens invullen: 0,01 = b - 0,285, dus b = 00'20815 ~ 6. Dus N(t) ~ 6-0,28¢.

N(t)=1geeft N(t) =6-0,28t = 1.
0,28t =~ 0,167
t =928]0g(0,167) = 1,40

Het snijpunt wordt ongeveer (1,40; 1).

N (t) = 60,28 is altijd positief, welke waarde je ook voor t invult.
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Oplossing:
_ p

35 = 20-10g(0‘00002)

35 _ p

20 ~ 109(0,000_02)

25 p

20 _—
10°% = 550002

35

p = 0,00002-102% = 0,0011

55 dB:

55
55 = 20 -1og 555507 ) 9eeft p = 0,00002-10%° ~ 0,0112 Pa.

95 dB:
95
95 =20-1log (0 0(’))002) geeft p =0,00002-1029 =~ 1,1247 Pa.
Dat is samen 1,1359 Pa en dat is 20 - log (01"010%) =~ 95,1 dB, dus nauwelijks meer dan de drilboor
alleen.
110 dB:

110
110 = 20 log (55557 ) geeft p = 0,00002 1020 ~ 6,3246 Pa.

130 dB:

130
130 = 20 - 1og (555007 ) geeft p = 0,00002-102° ~ 63,2456 Pa.

Dus tien keer zo groot.

De beginwaarde is 80000 en er is een toename van 6% per jaar. Dit laatste leidt tot een groeifactor
g van 1,06. Dus A(t) = 80000 - 1,06¢.

A(15) = 191725

Voor V(t) = b - gt geldt:

V0)=b-g°=3

V®)=b-g5=7

Dit levert: b =3 en g6 = % = 2%, zodat g = (2%)% ~1,15.

Een passende formule is dan V (t) = 3-1,15¢.

Losop: V(t) =5

3-1,15¢ = 5
1,15t = 12

1

t

115109 (13) = 3,65

t-as ligt op hoogte 1
Losop: V(i) =1

3-1,15¢ 1
t 1
1,15¢ = 3

t = M151log(3) ~-7,86

Het getal a ligt ongeveer op % deel van de afstand tussen 102 en 103,

Dus a = 1027 = 501.
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Bereken bijvoorbeeld log (50) = 1,70. Zo kun je de gegeven tabel omzetten naar een tabel waarin
log (N) wordt uitgezet tegen t.

t (uur) 0 1 2 3 4 5) 6

log (N) 1,70 1,92 2,15 2,37 2,60 2,83 3,05

Zie de figuur.

103
102
q

10t

t
0 1 2 3 4 5 6

100

Ja, je krijgt ongeveer een rechte lijn door (0; 1,70) en (4; 2,60).

Omdat de grafiek van log (N (t)) bij benadering een rechte lijn is, is N (t) bij benadering een expo-
nentiéle functie.

De grafiek gaat door de punten (0;1,7) en (4;2,6). Tussen deze twee punten bestaat een lineair
verband van de vorm y = ax + b. Dat is hier dus y = 0,225x + 1,7. Vertaald naar het verband tussen
log (N) en t wordt dit log (N) = 1,70 + 0,225t.

N(t) = 101,70+0,225t - 101,70 . (100,225)t ~50-1 68t

Kies als beginwaarde 100. Er is sprake van een afname van 6% per uur, dus een groeifactor van 0,94.
Los de vergelijking 100 - 0,944 = 10 op.

100-0,944 10

0,944 = 0,10
u = 99410g(0,10) = 37,2

Je kunt de accu iets meer dan 37 uur gebruiken.

Oplossing:

P = 100-0,944
o5 = 0,94Y

u = 09 0g (1))

De lijn gaat door de punten (log (h),w) = (0,2) en (log (h),w) = (2,8).

De helling is dan a = % = 3.

Invullen van (2,8) levert je de waarde van b: 8 = 3 -1og (100) + b. Dus b = 2.
Het startgetal is dan gelijk aan 2.

Zo nauwkeurig mogelijk aflezen (hiervoor kun je je geodriehoek gebruiken) geeft de waarden m = 1,3
en dus log (m) = 0,1, en p = 240 en dus log (P) = 2,4.

Het is een rechte lijn, dus is de formule van de vorm log (P) = a -log(m) + b, door (0,1;2,4) en
(2,9;2,0).

Invullen in log (P) = a-log (m) + b geeft 2,4 =0,1a+ b en 2,0 = 2,9a + b. Dit geeft a = % =~-0,14
en b = 2,41, dus log (P) =-0,14 -log (m) + 2,41.

Ga uit van log (P) = -0,14 -log (m) + 2,41 en schrijf beide zijden als macht van 10.
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P ~ 10°0.141log(m)+2,41 _ (1010g(m))'0'14

.102:41 L ;m;-0.14 . 957

Het pijltje staat %-de deel van de afstand tussen de groene stippen. De afstand tussen de groene

stippen stelt een macht van 10 voor. In dit geval moet je pijltje dus voor het getal 101-! staan en dit
is ongeveer gelijk aan 12,59.

log (2) = 0,3 ofwel 109-3 = 2. Dus het pijltje komt %-de deel na 10°.

log (55) = 1,74. Ofwel 10174 = 55. Dus het pijltje komt %-de deel na 101.
1095 =~ 3,16. Het pijltje wordt %-de deel na 10° geplaatst.

log (3%) =0,51 ofwel 10051 ~ 3%. Dus het pijltje komt %-de deel na 10°.

1
104 = 1,78. Het pijltje wordt %-de deel na 10° geplaatst.

1

= 0,5 1,5
104 10" '
10%° l L 10% l 10%°
T
3

T T T

2 5,5 55

ENTE

(0,40) correspondeert met (0,log (40)) ofwel ongeveer (0; 1,60); etc.

De punten liggen ongeveer op een rechte lijn door (0,40) en (4,200).

De punten liggen ongeveer op een rechte lijn, dus er is sprake van exponentiéle groei.
Beginwaarde is 40 en groeifactor (ongeveer) 1,495.

Dit leidt dus tot de formule N (t) = 40-1,495! (met t in weken).
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6.4 Logaritmische functies

Gebruik de standaardinstellingen van het venster. Merk op dat veel rekenmachines deze grafiek niet
goed tekenen. Daarover zie je in het vervolg meer.

Df = (0, —>> en Bf =R.

De lijn x = 0.

Bij de machten van 2.

Voer in: Y1=2"X en Y2=log(X)/log(2)

Venster: standaard.

Merk op dat veel rekenmachines moeite hebben met het tekenen van een logaritmische functie in
de buurt van de verticale asymptoot.

Bij de inverse functie wisselen de x-coordinaat en de y-codrdinaat van positie.

(2,4) wordt dus (4,2).

Bijvoorbeeld: (0,1) en (1,0); (1,2) en (2,1).

Het domein gaat over de mogelijke x-waarden die je in kunt vullen. Het bereik gaat over de mo-
gelijke y-coordinaten die eruit kunnen komen. Bij twee functies die elkaars inverse zijn, gelden de
eigenschappen van x-coordinaten van een functie ook voor de eigenschappen van de y-coordinaten
van de inverse functie.

Voer in: Y1=0.5"X en Y2=log(X)/1og(0.5)

Venster: standaard

Merk op dat veel rekenmachines moeite hebben met het tekenen van een logaritmische functie in
de buurt van de verticale asymptoot.

Bij de inverse functie wisselen de x-coordinaat en de y-codrdinaat van positie. (4,%) wordt dus

1
(16:4):
Bijvoorbeeld: (0,1) en (1,0); (1;0,5) en (0,5; 1).
Het domein gaat over de mogelijke x-waarden die je in kunt vullen. Het bereik gaat over de mo-
gelijke y-coordinaten die eruit kunnen komen. Bij twee functies die elkaars inverse zijn, gelden de

eigenschappen van x-coordinaten van een functie ook voor de eigenschappen van de y-coordinaten
van de inverse functie.

Bij de limiet van y; = 0,5* kun je een tabel maken voor x-waarden zoals x = 100, x = 1000,
x = 10000, enzovoort. De bijbehorende y-waarden liggen dan steeds dichter bij 0. Van al de bijbe-
horende punten op de grafiek van de exponenti€le functie liggen de spiegelbeelden bij spiegeling in
y = x op de logaritmische functie met hetzelfde grondtal. Van die punten komen de x-waarden dus
steeds dichter bij 0 en gaan tegelijk de bijbehorende y-waarden steeds verder de positieve y-as op.
Je kunt geen logaritme berekenen van een getal gelijk aan of kleiner dan 0.

Dus Df = (0, -).

Als je de grafiek tekent op de GR, dan kun je zien dat alle uitkomsten mogelijk zijn. Dus: By = R.

De verticale asymptoot is x = 0.

Oplossing:
1
2log(x) = 2
1y2 1
x=(3) =1

Voer in: Y1=log(X)/log(1/2) en Y2=2

Gebruik het antwoord van b en je kunt de oplossing aflezen: 0 < x < %.

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal gelijk aan of kleiner dan 0.
Dus Df = (O, —).
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Als je de grafiek tekent op de GR, dan kun je zien dat alle uitkomsten mogelijk zijn. Dus: By = R.

De verticale asymptoot is x = 0.

3log(x) =2 geeft x =32 =9

Voer in: Y1=log(X)/log(3) en Y2=2

Gebruik het antwoord bij b en je kunt de oplossing aflezen: x > 9.

Voer in: Y1=log(X)/log(3) en Y2=2

Gebruik het antwoord bij b en je kunt de oplossing aflezen: 0 < x < 9.

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal kleiner dan of gelijk aan 0. In dit geval betekent dit
dat moet gelden x — 1 >0 en dus x > 1.

D f= (1, -)

Als je de functie plot op de GR, dan kun je vaststellen dat By = R.

Uit het domein x > 1 volgt direct de verticale asymptoot x = 1. Controleer dit met behulp van een
plot van de grafiek.
Oplossing:

y = %3log (%)

y = %3log(x-1)

y =2-93log(x—-1)

y =-1+2-93log(x-1)

) met 1 transleren ten opzichte van de y-as

) met 2 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as

) met -1 transleren ten opzichte van de x-as

Oplossing:

-1+2-93log(x—-1)
2-0'3109(x—1) =

|
Nj—= = O

0.31og (x — 1)

1
x—1=10,32 0,55
x = 1,55
Het nulpunt is (1,55;0).

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal kleiner dan of gelijk aan 0. In dit geval betekent dit
dat moet gelden x +4 > 0 en dus x > -4.

Df = <- 41 _)>
Als je de functie plot op de GR, dan kun je vaststellen dat B = R.

Uit het domein x > -4 volgt direct de verticale asymptoot x = -4. Controleer dit met behulp van een
plot op de GR.

Oplossing:
y = %log (x) » .
5 met -4 transleren ten opzichte van de y-as
y = “log(x +4) ) ) )
2 ) met 3 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as
y = 3-“log (x) .
5 ) met 2 transleren ten opzichte van de x-as
y = 2+ 3-“log(x)
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Oplossing:
2+3-2log(x+4) =0
3-210g(x+4) =-2
2log (x +4) = -2
L2
23 =x+4
3§/LZ =x+4
1
%/—1—4: = X

Dus:x=3i—4

J4
Je kunt geen logaritme berekenen van een getal kleiner dan of gelijk aan 0. In dit geval betekent dit
dat moet gelden 2 — x > 0 en dus x < 2.

D g= («—,2).
Als je de functie plot, dan kun je vaststellen dat B, = R.

Uit x < 2 volgt direct de verticale asymptoot x = 2.

Controleer dit met behulp van een plot. Je ziet dan dat 11%121 (-1+4- 0.51og (2 — X)) = c.
X

Oplossing:
= 0.5]o0g (x
y 05 1 g E ) ) D met - 1 vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as
= Y2log(-x
y 05 g o ) D met 2 transleren ten opzichte van de y-as
= "2log (- (x —
Y 0 59 D met 4 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as
y =4-"2log (2 - x) .
05 D met - 1 transleren ten opzichte van de x-as
y=-1+4-""log(2-x)
Oplossing:
-1+4-%3log2-x) =0
0,5 _ 1
log (2 —x) = I
1
2—-x = 0,54 =%0,5
Dus: x = 1,16.

Kijk als je herleiding klaar is of je hetzelfde hebt gedaan als in het voorbeeld en of je dezelfde uitkomst
hebt.

p =~ 0,00002-1,12%20 = 19.10°3 Pa.

0,001 \ _
L =20-log (g.go007 ) = 34 dB.

h =-191og (p) + 57 geeft log (p) = 2537 ~-0,0526h + 3.

En dit betekent p ~ 1070-0526h+3 = 103 .10-0.0526h = 1000 - 0,886".
p ~ 1000 -10°0.0526h

f (x) is uit de standaardfunctie f(x) = 7 log (x) ontstaan door deze ten opzichte van de x-as met -2 te
transleren. Je kunt geen logaritme berekenen van een getal kleiner of gelijk aan 0. Dus Dy = (0, —).

De verticale asymptoot is dan x = 0 en het bereik is Bf = R.

Oplossing:
-2+ 7log(x) = 0
7log (x) = 2
x = 7% =49
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Snijpunt met de y-as betekent x = 0 invullen, maar dit valt buiten het domein dat je bij a vond. Er is
dus geen snijpunt met de y-as.

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal kleiner dan of gelijk aan 0. In dit geval betekent dit
dat moet gelden x +4 > 0 en dus x > -4. Dan geldt voor het domein: Df = (-4, -).

Als je de functie plot, dan kun je vaststellen dat By = R.

Uit het domein x > -4 volgt direct de verticale asymptoot x = -4. Controleer dit met behulp van een
plot. Je ziet dat lilIr}1 (1-3-log(x +4)) = .
X1-

Dat gaat zo:

y = log (x)

y = log(x+4)

y = -3-log(x +4)

y =-3-log(x+4)+1=1-3-log(x+4)

) met -4 transleren tov de y-as
) met -3 vermenigvuldigen tov de x-as
) met 1 transleren tov de x-as

Oplossing:
1-3-log(x+4) =0
-3-log(x+4) = -1
log (x + 4) =%
X+4 = 10%=§/E
x = J10-4

1
2

log (x) =3, dus x = (—)3 =1

2log(x)=-3, dusx=2‘3=%

Als twee punten elkaars spiegelbeeld zijn ten opzichte van de x-as, dan hebben ze dezelfde

x-coordinaat en zijn de y-coordinaten tegengesteld. Dus (%, - 3) is het spiegelbeeld van (%,3).

Je kunt het ook zien aan de grafiek. Plot beide grafieken op de GR, dan kun je coordinaten aflezen.

Vul bijvoorbeeld in h(x) voor x het getal % in, dit levert y = 1 op. Vul daarna in k(x) voor x de waarde

% in, dit levert voor y de waarde -1 op. Dus een mogelijk antwoord is (%1) en (% - 1). Controleer

dit ook in de figuur bij c.
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Zie de figuur.

Voer in: Y1=log(X)/log(2) en Y2=log(X)/log(0.5)
Los de vergelijking op.

Dit kan ook algebraisch:

2log (x) = %51og (x)

log(x) _ log(x)
log(2) ~ 1og(0,5)
log(x) =0
x =1
1 2 2 2
2 log (x) = log(x) _ “log(x) _ lo%(x) =-2log (x)

2log(%) 2log(2'1)

Omdat%x—6>0moetx>39nis Df = (3, -).

Verder is By = R.
Voor f geldt: y = 410g(%x - 6) + 2.

Verwisselen van x en y geeft x = 41og (%y - 6) + 2.

Herleid dit tot y is uitgedrukt in x:

X =410g(%y—6) +deeft4log(%y—6) =x—2endus %y—G =4X2,

Hieruit volgt: y = 2-4X"2 +12.

Dr=RenBf= (3, -).

Voor f(x):

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal kleiner dan of gelijk aan 0. Dus is het domein
Df = (0, —) en de verticale asymptoot is dan de lijn x = 0. Voor het bereik geldt By = R.

Voor g(x):

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal kleiner dan of gelijk aan 0. Dus geldt voor het domein
van g dat 2 — x > 0 en dus x < 2 en de verticale asymptoot is x = 2. Voor het bereik geldt hetzelfde
als bij f: By = R.
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f(x) = 2log (x) spiegelen in de y-as, ofwel met - 1 vermenigvuldigen in de x-richting, geeft 2 log (- x).

Dit met 2 transleren ten opzichte van de y-as geeft 21log (2 — x) = g(x).

2 log (x) = 2 log (2 — x)

Dit geldt alleen als wat tussen de haakjes staat hetzelfde is.

x=2-xgeeftx=1
4,0y
3,51
3,0 A
2,5
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Kijk in de figuur bij a. Dan kun je zien dat de grafieken in de lijn x = 1 elkaars spiegelbeeld zijn.

Oplossing:

D+10

k
D+10 k=5
log (F50°) = “> =025k — 1,25

D+10 - 100,25k—1,25

Q

S O o
Il

100 -109.25k-1,25 _ 10
100-10°1.25.100.25k _ 10
5,62-100:25k _ 10
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21 =1+ a-log(100).
log (100) = 2, dit geeft 21 =1 + 2a en dus a = 10.

De meest gangbare ASA-waarden zijn tussen 50 en 1000 en 1 + 10 -log (1000) = 31.
GR: Y1=1+10*log(X) met venster [0,1000] x [0,31].

31=1+10-log (x) geeft log (x) = 3 en dus x = 1000. Dus 1000 ASA.
y =1+10-log (x) geeft log (x) = yl—‘ol =0,1y—-0,1 endus x =10%1y-0.1 = 10-0.1.100.1y,

Dus x = 0,79 -109-1Y ASA.
Je vindt: b= 0,79 en k =0,1.

m= %log (%) — 3 geeft log(g) = % -(m+3)=1,5m+4,5, zodat

E=2.101.5m+45 =5 .10%45.101.5m ~ 63245 . 101.5m,
E ~63245-101.55.2 £ 40.1012.

Dus ongeveer 4,0 TJ (TeraJoule).

130 = k - log (222) = k- 1,0397, dus k = 125.

140 = 125 - log (o2 ) geeft
log (G) —log (2,4) = 1,12
log (G) = 1,12 +1og (2,4)
zodat G = 31,6 kg

L= 120-1og(%) =120- (log (G) —log (2,4)) = 1201og (G) — 1201og (2,4)
Dus 1201log (G) = L + 1201og (2,4) en log (G) = 1%_0L +1og (2,4);

1
zodat G = 10120 L*10g 2.4)

G=~24-1,0194L
GR: Y1 = log(2X)/log(1/3) met venster bijvoorbeeld [0,10] x [-4,4].

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal gelijk aan of kleiner dan 0. Dus voor f(x) geldt
x > 0, zodat Df = (0, -).

1L
=1010g(2,4)_10m .

Het bereik is By = R en de verticale asymptoot is x = 0 met hf% f(x) = oo,
X

Vermenigvuldiging met % ten opzichte van de y-as.

GR: Y1 = log(3X-6)/log(3) met venster bijvoorbeeld [0,10] x [-4,4].

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal gelijk aan of kleiner dan 0. Dus voor g(x) geldt dan
3x—6>0endung = (2, o).

Het bereik is B, = R en de verticale asymptoot is x = 2 met hf’% g(x) = -,
X

Start met y = 3log (x):

y = 3log (x)
y = 3log (3x)
y = 3log (3(x —2)) = 3log (3x — 6)

Los de vergelijking op met je GR: x = 2,080.
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6.5 Logaritmische vergelijkingen

Los eerst op: 2 log (x) = 3. Daaruit volgt x = 53 = 125. Inspectie van de grafiek geeft x < 125.
Tevens is ° log (x) > 0 voor alle waarden van x.

Dus 0 < x < 125.

Voer in: Y1=3*log(X)/log(2)+16.

Venster bijvoorbeeld: [0,200] x [0,50].

Voer in: Y2=38

Bepaal het snijpunt van Y1 met Y2. Je vindt x = 161,27.

Oplossing:
3-2log(x)+16 = 38
3-2log (x) = 22
2 _ 22
log (x) = =
22
x =23

De tweede reden is zonder meer waar. Een precies antwoord is beter dan een benadering. Of het
venster instellen meer tijd kost, hangt af van jouw persoonlijke vaardigheden met de GR.

Omdat je geen logaritme uit een negatief getal kunt nemen, geldt Dy = (0, —).
Uit de plot van de grafische rekenmachine kun je zien dat By = R.
De asymptoot van f zit bij x = 0.

De oplossing voor f(x) = 38: x = 161,27. Dus x < 161,2. Omdat je met het domein van de functie
rekening moet houden, is de oplossing 0 < x < 161,2.

Oplossing:
2+3-210g(x—4) =11
2log(x—4) = 3
x—4 =23
x =12

Vanwege het domein van de logaritme moet x > 4. Uit de grafiek lees je de oplossing van de onge-
lijkheid af: 4 < x < 12.

Oplossing:
1+4-%3log(x+5) =-3
0.510g(x +5) = -1
X+5 = (%)'1=2
X =-3

Omdat x +5>0is Df = (-5, =).

Bf =R.

De verticale asymptoot is x = -5.

GR: Y1=1+4*log(X+5)/10og(0.5) met venster [-5,5] x [-5,5].
Grafiek: -5 <x <-3

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal kleiner dan of gelijk aan 0. Dus voor f geldt x > 0,
zodat Df = (0, —). Voor g moet gelden 2 — x > 0 en dus x < 2, zodat Dg = (—;2).

Voor f is de verticale asymptoot x = 0.

Voor g(x) is de verticale asymptoot x = 2.
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Oplossing:

2log(x) = 210g(2—x)
X =2—-X
x =1

Gebruik eerst de algebraische oplossing van de vergelijking en teken dan de grafieken. Let op het
domein. Lees vervolgens de oplossing af: 1 < x < 2.

Oplossing:
6log(x(x—1)) =1
x2—-x =6
x=-3)(x+2) =0

Je vindt: x = 3 Vv x =-2, waarvan x = -2 niet voldoet (valt buiten het domein).

1
Grafiek: x = BT-

Oplossing:
-5+4-2log(x—2) = 11
4.-2log(x—2) = 16
2log(x —2) = 4
x-2=2%=16
x = 18

Grafiek: 2 < x =18
Oplossing:

3log(x—2) 1+5-310g(2)
3log (x —2) = 3log (3) + 3log (2°)

3log (x —2) = 3log (3) + 3log (32)
310g(><—2) = 3log(96)
x—2 =96
x = 98
Oplossing:
log(2x) —log(x—=1) = 2
log (27) = 2
2 _ 2x
2X
100 = m
100x — 100 = 2x
98x = 100
100 _ 50

X = 98 T 70

N =

21og (%) 2
log (x) = —=5< =-“log (x)
I T B () T
Je krijgt dan 2 log (x) = -2 log (x) en dus 2 log (x) = 0 zodat x = 20 =1.
Grafieken: 0 < x < 1.

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal gelijk aan of kleiner dan 0.
Dus x+4>0en Df = (-4, -).
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Voor het bereik geldt By = R.
De verticale asymptoot is x = -4.

Losop: f(x) =0

log (x +4) = 3
1
x+4 =103
x = J10-4

Met behulp van een grafiek lees je de oplossing af: x > ¥10 — 4.

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal gelijk aan of kleiner dan 0. Dus x =1 > 0 en D:

x> 1.
Voor het bereik geldt B, = R.
De verticale asymptoot is x = 1.

Losop: g(x) =-14

1
3log(x—1) = -2
112
x=1=(3) =9
x =10

Met behulp van een grafiek lees je de oplossing af: 1 < x < 10.
31og (x) = 3log (52), dus x = 52 = 25.

[N

1
log (x) = 3 log (5 -2), dus x = 10.
2log (x) = 5, dus x = 2° = 32.
Slog (x) = 3log (53) + 2 log (3%), geeft ®log (x) = >log (53 - 3%), dus x = 12581 = 10125.

10 5
x=5(2—x)geeftx=?=§.

Slog (x) = °log (5%) + °log (x*) = °log (5% - x*) geeft x = 125x%.
Dit geeft:

X 125x4
x(125x3-1) = 0

x =0vx=0,2

Omdat x = 0 buiten het domein valt, geldt uitsluitend x = 0,2.

Je kunt geen logaritme berekenen van een getal kleiner dan of gelijk aan 0. Voor f(x) is dus het
domein Df = (0, -).

Voor g(x) geldt dan x + 3 > 0 en dus Dg = (-3, -).

Het bereik van beide functies is gelijk: Bf = B, = R.
De asymptoot van f is x = 0 en de asymptoot van g is x = -3.

Oplossing:

%log(x) = -1+%log(x +3)
Tlog (x) = %:-41%}&)
-410g(x) = 4log (%) + 4log(x +3)

“1og(4) = “1og (x+§
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Ditbetekent:%:%x+%, dus x2+3x=4'=4endus x2+3x-4=0,zodat x=-4 v x = 1.

Alleen x =1 zit in beide domeinen, dus x = 1 is het enige antwoord.
¢ Gebruik je antwoord bij b en een grafiek om de oplossing af te lezen: x = 1.
d Gebruik je antwoord bij b en een grafiek om de oplossing af te lezen: 0 < x < 1.
13 a Oplossing:
p =15-3log(5-q)
3log(5-¢q) = 15-p
315-P = 5_¢
q=5-35"P

b Oplossing:

p
15-10g(%)
p—-600

log (ﬁ) 15

q p-600
— 15
200 — 10

600 + 15 - log &)

p — 600

p-600
200-10 13

q

14 a De grenswaarde van het domein ligt bij 5 —3x =0. Dus 3x =5 en x = %
Dit is de vergelijking van de verticale asymptoot.

b Vul voor x de waarde -2 in:
g(-2) =21log (5 +6) =2log (11)
De coérdinaten van het snijpunt zijn dan (-2,21og (11)).

¢ Oplossing:

210(_:](5—3x) =-2
2log (5 —3x) = 2log (2°2)

5—-3x =%

3x = 14—9

19

X = v

Dus het snijpunt is (% - 2).
15a log(10A) =1log(10) +1log(A) =1 +1log (A)
b 1033 x=1995
16 a Vergelijkbaar bewijs als ina.

b D=152,7°, dus 16967 km.
¢ 8,8=log (%) + 1,66 -log (D) + 3,30 geeft log (%) +log (D1-66) = 5,5 en dus log (% . D1'66) =5,5.

1
Dit betekent: - D1-66 = 1055 en D1.66 = 1055 . L zodat D ~ (316227,766 - %) 7°°.

. . " 710,60
Dit kun je schrijven als D = 2057,09 - (Z) .

p = 2057,09 en q = 0,60.
17a x-5=79=1,dusx=6
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=

x1=5,dus x =0,2
4 log(x) =0,5— 4 log (3)
41og (x) = *1log (49-°) — *1og (3)

495 2

a 2x2=(3)" =1

geeft x = iF.

Alleen x = \/g voldoet, want x = - \E valt buiten het domein (het is een negatief getal).

18 a Je kunt geen logaritme berekenen van een getal kleiner dan of gelijk aan 0. Voor f(x) is dus het
domein Dy = (0, -).

Voor g(x) geldt dan 3x — 6 > 0 en dus Dg = (2, »). Het bereik van beide functies is gelijk:
B =By =R.
De asymptoot van f is x = 0 en de asymptoot van g is x = 2.

b Oplossing:

1
3

log(2x) = -2
2x = (%)'2 =9
x = 4,5
¢ Oplossing:
1
3log(2x) = 9

2x = (3)” = 0.0000508

x = 0.0000254

U

Lees de oplossing af met behulp van een grafiek: 0 < x < 0.0000254.

ZO*y
15 A
10 N\
s
5,
X
T T T T T 1
o o o o o S 5
i Ll i Ll Ll Ll Ll
) S 1 o a o 1
1 — i N N

d Oplossing:

3log(3><—6) =0
3x—-6 =1

7

X=§
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4 4
2
X

-10 -5 0 [5 10 15 20 25 30 35 40

Lees de oplossing af met behulp van een grafiek: 2 < x < 7

3
Oplossing:
%log(ZX) = 3log(3><—6)
%log(Zx) = :%((Z%X)) =-3log (2x)
3log (3x — 6) = -3log (2x)
3x-6 = 2x)° !
2x(3x—-6) =1

6x2—-12x-1 =0

_ 12-/168 _ 1244168
X==—"793  VX=—"7;

_ 2742 _ 2442
x—l——12 Vx—1+—12

x=1—%mvx=l+%m
Het domein van f is (0, —), daarom voldoet alleen x = 1 + %@

Gebruik het antwoord van e en een grafiek om het antwoord af te lezen: 2 < x <1 + %\/42

Bedenk dat x = 2 een verticale asymptoot is van g(x).
3 7 y

L =125 log (5% ) geeft log (5 ) = 0,008L en dus G = 2,4 - 10%-008L,

G =2,4-100,008130 ¢ 76 3 kg.
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6.6 Totaalbeeld

-2
x+2=(3) =9
Dit geeft: x =7
2log (x) = 2log (2°) — 2 log (16) = 2log(%)
Dit geeft: x = % =2

Slog (4x2) = °log (52) + °log (x)
Dit geeft: 4x%2 =25x endus x = 0V x = 6,25
Alleen x = 6,25 voldoet.

10+5-21og (x —5) = 100
Dit geeft: 2log (x — 5) = 18 en dus x = 218 + 5 = 262149
Met behulp van grafieken vind je: 5 < x < 262149.

f is alleen gedefinieerd als x + 10 > 0, ofwel als x >-10, dus Dy = (-10, —).

Nu is xlli—nllO f(x) =-m, dus x =-10 is de verticale asymptoot, en %1330 = o0,

f(x) neemt dus het volledige bereik van y-waarden aan, dus By = R.

g is alleen gedefinieerd als - x > 0, ofwel als x < 0, dus Dg = («,0).

Nu is 1(1% g(x) = -, dus x = 0 is de verticale asymptoot, en Xli_)rpoo = «. g(x) neemt dus het volledige

bereik van y-waarden aan, dus B g= R.

Voor f:
log(x+10)+4 =0
log(x+10) = -4
x+10 = 104
X =-10+10%

Dus een nulpunt op x =-9,9999.

Voor g:

log(-x) = 0
-x =109=1
x = -1

Dus een nulpunt x =-1.

Oplossing:
log(x +10) +4 = log (- x)
log (x + 10) +log (104) = log (-x)
10000x + 100000 = -x
100000
X = - 0001 = -9,999

Oplossing ongelijkheid: -10 < x <-9,999.

h(x) =log (x + 10) + 4 +1og (- x) = log (x + 10) +log (10%) +log (- x) = log (-10%x(x + 10)).

En dat levert het gewenste resultaat.

Met een stijging van 11% per jaar is de groeifactor 1,11 per jaar. Je zoekt dus 1,11t = 1,5, dus
t =11110g(1,5) = 3,89 jaar.

1,11t =2, dus t = 1-111og (2) = 6,64 jaar.

1,11t =3, dus t = 111 1og (3) = 10,53 jaar.

1,11t =6, dus t = 11 1og (6) = 17,17 jaar.

Het lijkt erop dat 111 1og (2) + 111 10og (3) = 111 10g (6).
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I(d) =100-0,739, waarin d de dikte van de kunststof in cm en I het doorgelaten percentage licht is.
0,739 = 0,5 geeft d = 97310g (0,5) =~ 2,2 cm.

De dikte moet dus ongeveer 22 mm zijn.

Voer in: Y1=-15xlog(X/1010)

Venster bijvoorbeeld: [0,1500] x [-10,15]

p =400, dus h =-15-log (7o45) = 6,034.

Het vliegtuig vliegt op ongeveer 6 km hoogte.

h=-15-(log (p) —log (po)) = -15log (p) + 151og (po)
De grafiek van h vind je door die van y = -15 - log(p) ten opzichte van de x-as 15 - log (pg) te
transleren.

3=-15- log( ) geeft p = 0,631. De bemanning meet dus een luchtdruk van

631 mbar.

po =1010 endusis h=-15-log (%) =~ 3,064. Zij vliegen op 3064 m hoogte.

A aflezen op t = 0 geeft beginwaarde 103 = 1000.
Aq =1000- gt door (10,10°) geeft g = 2,00, dus A; = 1000 -2,00¢ (0 graden).
= 1000 - g* door (5,100) geeft g = 3,98, dus A, = 1000 - 3,98 (4 graden).

A41(10) = 1024000
A5(10) = 997311256
Ongeveer 974 keer zoveel.

3,98 = 2 geeft t = 0,50 dagen. Dat is 12 uur.

De verdubbelingstijd bij 6 °C is 112 5024 =~ 5,35 uur.

De verdubbelingstijd bij 10 °C is 122 2% ~ 1,93 uur.

H =-log(18) =-1,26
-log(H*)=11,5dus [H*] =1011,5=3,16-10"12 Mol/L.
-log(H*) =4 dus [H*] =104 =0,0001 Mol/L.

-log (H*) =0 dus [H*] = 10% = 1 Mol/L, dus als [H*] > 1 Mol/L.
De oplossing is dan niet erg zuur, maar wordt steede zuurder.

-log (H*) = 5,5 dus [H*] = 10°5,5 Mol/L, dus [H*] = 3,16 - 106 Mol/L.
g%730 = J geeft g =~ 0,999879.

1 1
De verhouding C-14 : C-12 = 1013 = 16" 1oz

Dus 0,999879¢ = 0,1. Dat geeft t =~ 19034,6, dus ongeveer 19000 jaar.
0,999879% = 0,65 geeft t = 3559,097, dus ongeveer 3560 jaar.

0,999879¢t = 0,77 geeft t = 2159,9. 0,999879% = 0,81 geeft t =~ 1741,4.
Dus tussen 1740 en 2160 jaar.

0,9998794500 ~ 0,58, dus ongeveer 58% van de oorspronkelijke hoeveelheid.

2 20 .
201log (m) =100 en 201log (m) = 120, een verschil van 20.

20109 (5-59907) = 120 en 201og (5-gog7 ) = 140, ook een verschil van 20.

L

L =20log (W) geeft log(%) 20 en dus p = 0,00002-102°,

Bij L = 50 dB hoort een effectieve geluidsdruk van p = 0,0063 W/m?.
Bij L = 125 dB hoort een effectieve geluidsdruk van p =~ 35,5656 W/m?.
Dat is meer dan 5600 keer zoveel.
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Er moet gelden: b - 2log (19) = 8. Hieruit volgt: b =

. _ _ _ 2log (5)
Uit bp -2log (17) = by, - 21og (5) volgt bp =b, Tlog (17)

2

211)0gg((157)) ~0.6

De b-waarde van Pim is niet half zo groot.
Bijn=18 geldt T = 3,82.

Bijn=3geldt T = 1,80.

Bijn=6geldt T = 2,53.
EnT@3)+T(6)—-T(18) >0,5.

Eénmenu: T =1-2log(p-q+1).

Submenu’s:T =1 -zlog(p +1)+1 -zlog(q +1) =2 log ((p + 1)(q + 1)).

En(p+1)(q+1)=pq+p+qgq+1>p-q+1.

A _ 4,3-1,2 _
Ak = Bo-10 ~ 0,0443.

h=80en W =4,3 invullen in W = 0,0443h + b geeft b = 0,761 en dus a = 0,044.

6,0 =5,76 - m-log (1gpoz ). dus m = 0,542.

5,7

W =5,76-0,542 -log (—) = 8,4, dus de gevraagde windsnelheid is ongeveer 8,4 (m/s)

0,542

5,76 0,45 -log (22) = 1,3 5,76 - 0,45 - log ( 22)
geeft met de GRr = 0,51.

8
2]log (19)

1,9
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e FUNCTIES EN GRAFIEKEN > MACHTSFUNCTIES

7.1 Werken met machten

Vulin h = 100, dan is a = 35730 m ofwel bijna 36 km.

Vul in h = 50, dan is a = 25265 m ofwel ruim 25 km. De bewering is dus niet waar.
Bij h =501is a = 25265 en als h =100 is a = 35730.

35730 is duidelijk niet twee keer zo groot als 25265.

Dus de bewering klopt niet.

I=43=64cmd

De inhoud wordt dan acht keer zo groot, want 2r - 2r - 2r = 23r3 = 8r3,
Oplossing:

r3 = 500

1
r = 5003
r=1=179
Als de inhoud I = r3 bijvoorbeeld twee keer zo groot wordt, wordt m dat ook.
De formuleis m = 2,7 - 3.
A is recht evenredig met de tweede macht van r.
A=6-42 =96 cm?.

Oplossing:
6r2 = 300
r2 =50
r = /50Vvr=-+50

De negatieve waarde valt in dit geval weg omdat het over een lengte gaat.

r=mz7,lcm

Als de ribben twee keer zo groot worden, wordt de oppervlakte 2-2 = 4 keer zo groot. De oppervlakte

van één zijvlak wordt dan 2r - 2r = 4r2.
Oplossing:
6r2 = A

rZ =

ol

_ 1
r = gA

Dat is %H.

[V

In het voorbeeld zie je r = (% . I)

1
De evenredigheidsconstante is (%) 3.

y is recht evenredig met x.
De evenredigheidsconstante is 2.

y is niet recht evenredig met een macht van x. Dit komt door de +5 aan het eind van de formule.

y is recht evenredig met x*.
De evenredigheidsconstante is 5.
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d Oplossing:

Il
ol
<

1
Dus y is recht evenredig met x* met evenredigheidsconstante (%)

=

5a V=mnr2.2r=2nr3
De evenredigheidsconstante is 21m.

1
isch: 3_ _ (1000\3 _
b Algebraisch: 2nr?® = 1000 geeft r = (W) ~ 5,4 cm.
Ga na, dat je met de GR hetzelfde vindt.

Wl
wl=

¢ V=2nr3geeftr3=--endusr= (%) ~ 0,54V

2o
1
V =1000 geeft dan r ~ 0,54 -10003 = 5,4 cm.

1
6a Alsh=50,dana=3572-502 = 25258.
Dus ongeveer 25258 meter.
b Eerste manier: de grafiek geeft h = 48,98 =~ 49.

1 1
Tweede manier: los op 3572 - h2 = 25000. Dat geeft h?

ongeveer 49 m.

~ 6,998 en h = 48,98. Dus de hoogte is

25000

2
=575 ) =~ 48,98. Dus de hoogte is ongeveer 49 m.

Derde manier: h = (

2
7 a Ga uit van het verband H = c- G3 en vul steeds de in de tabel gegeven waarden in. Bijvoorbeeld de

combinatie G =430 en H = 507.

3 507
Je vindt dan 507 = ¢-4303. Dus ¢ = =~ =~ 8,9.
4303

Reken dit ook na voor de andere waarden in de tabel. Telkens vind je bij benadering ¢ = 8,9.

b Oplossing:

510 = 8,9-G

Wi

0

G 57,3

G ~ (57,3)1° ~ 434

Q

Ongeveer 434 kg.
¢ Oplossing:

wWIN

H=c-G

2
3

G? ==--H

Q|

G = (L) m1s

C

Dus G=K-H»5 met K =c 1.5,
2
d Gauitvan H = ¢-G3 en vul voor G een keer de waarde a en een keer de waarde 2a in. Bij de laatste

bereken je H als G twee keer zo groot is.
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H=c-a

wIN
W

2
3

H=c-(2a)?> =c-23.a

2
Dus H is 23 = 1,59 keer zo groot.

Dus de huidoppervlakte wordt dan minder dan twee keer zo groot.
8 a Zoek bijvoorbeeld in Binas. Je vindt dan:

¢ inhoud van een bol: I = %HI‘S

« oppervlakte van een bol: A = 41?2

b De soortelijke massa van ijzer is gelijk aan 7,9 g/cm3 . Dit verwerk je in de formule voor de inhoud
van een bol die je gevonden hebt bij a:

_4_.3
G—3Hr

G=79- 51r3~33,09r3

1 2 2 2
¢ Uit G =33,09r3 volgt r = (3355)° endus A =41+ (3355)° = — 25 - G3 = 1,22G3
33,093
Dus c = 1,22.
9a f(3)=105-3%=76545
1 1
b 105-x5=15000 geeft x = (3322)° =~ 2,29 v x = - (1202%)® = -2,29.

¢ Ga uit van 105x® en vul voor x een keer a in en een keer 5a.
f(x) =105-a®
f(x)=105-(5a)% =105-ab .56

Dus de tweede functiewaarde is 56 = 15625 keer zo groot.

2
10a r=;5-075=%> s2=0,0075-s2

De evenredigheidsconstante is 0,0075.

b r=10geeft s? = gjo-= ~ 1333,33 en dus s = 36,5.

Omdat het een maximumsnelheid is rond je af naar beneden dus wordt het 36 km/h.

¢ Oplossing:

2
_ S
— 100 0,75
0,75s2 = 100r
2 _ 100 .
s =97 T
1
_ 100 >
S=\oris T

1
Dus s is recht evenredig met r2.

2
d Alss=60,danr = % -0,75 = 27 meter.

=)

0
2
Als s =30,danr = % -0,75 = 6,75 meter.

4.6,75 = 27, dus de uitspraak klopt.

2 2
Je kunt ook vergelijken r = {55 - 0,75 en r = (%gg -0,75.

11a I(2)=23=8cm?3.
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b I(6)=63=216cm?

¢ De inhoud is % = 27 ofwel 33 = 27 keer zo groot.

Algemener: inhoud eerste kubus is r3. Inhoud tweede kubus is (3r)3 =27r3, Je ziet nu dat de inhoud
27 keer zo groot is geworden.
d r3=50dusr=3%50=~3,7.
e De formuleis I =r3.
f r3=1geeftr=7I.
12 a Zes vierkanten met een oppervlakte van r2 geeft de formule A = 6r2.

b A@Q)=6-32=54cm?
A(6) =6-62 =216 cm?

¢ Neem voor r de waarde a en 2a, reken in beide gevallen de oppervlakte uit en kijk hoeveel groter
de oppervlakte is geworden:

r=a:A=6-a’=6a>

r=2a:A=6-Qa?=24ad>

2
Dus de oppervlakte is 264:2 = 4 keer zo groot geworden.

d A =612 gelijkstellen aan 500:

6r2 = 500
= ()
r=122%~913

e Gauitvan A =6r2 en druk r uit in A:

6r2 = A
2 _ A
r~=%s
_[A
"=1%

13 a De formule voor de inhoud van deze kubus zou zijn I = r3. De soortelijke massa van ijzer is 7,9 g/cm3.
Om het gewicht G te berekenen vermenigvuldig je de inhoud met de soortelijke massa: G = 7,9r3.

b Een kubus heeft zes vierkanten als zijden. De oppervlakte van één vierkant is r2. Van zes vierkanten
dus 672. Dit geeft voor de oppervlakte A van de kubus: A = 6r2.

W=

1
3

=~ 0,502G">.

1
3

¢ G=17,9r3geeftr = (i) e

7,9
142 2
Dusis A=6r2=6- (0,50265) ~1,51G3 enc = 1,51.

2
d Gauitvan A =1,51-G3 en vul voor A de waarde 150 in.

1,51-G3 = 150
2
3 _ 150
G® = 151
3
_ (1502
= (51)
G = 990
1
2
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In de formule komt geen variabele ‘gewicht’ voor. Het gewicht heeft dus geen invloed op de slinger-
tijd.

Manier 1:
GR geeft I = 0,9.
Manier 2:
. 1
2
1,9 = 2n1(557)
1,9 1 z
, _ 2
20~ (9 81)
0,09144 ~ (g7
0,897 = 1

I is dus ongeveer 90 centimeter.

Dat gaat zo:
Il
_ L 2
T_Zn(g)
1
T _ 1)7
2on ~ \g
(LZ_L
20 ]
I -1
4m?2 ~ g
T2
1= 91
4

Bij een slingertijd van 2,5 seconden geldt I = 1,55.

T2 = 417

2
T2 is recht evenredig met I. De evenredigheidsconstante is g% ~ 4,02.
y=5-3x)*=5-3%. x4 =405x%.

Dus de evenredigheidsconstante is 405.
405x% = 12000

1
geeft x = 1(12320)4 ~ +2,33.
Oplossing: x =-2,33 Vv x = 2,33

Vul voor x een keer het getal a in en een keer het getal 4a.
y=5-Ba)*=5-3%.a% =405a%.
y=5-3-4a)* =5-3%.4%. % = 103680a%

Dus 104306580 = 256 keer zo groot.

Sneller: als je goed kijkt is de tweede formule dus 4% keer zo groot geworden. Schrijf daarvoor de
formule waarin je 3a invulde in de vorm 44(5-3% - a%).
Ga uit van de gegeven formule V = rr2h en substitueer daar de formule h = 2r in.
Jekrijgtdan V=m-r2.2r=2-1m-r3.
Ga uit van V = 2113 en druk eerst r uitin V.
2nr3 =V
3

_ Vv
=9
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r3=%~V
1 1
r=(zzV)’
1 1
r= () v

1
~ 0,54. r is recht evenredig met V 3.

W=

De evenredigheidsconstante is (%)
De bovenkant en de onderkant van de cilinder zijn cirkels. De oppervlakte van een cirkel is gelijk
aan nr2. Van twee cirkels dus 2mr2.

De mantel van de cirkel is een rechthoek, met als lengte de omtrek van de cirkel (2rr) en de breed-
te(hier de hoogte van het blik) is 2r, want de cilinder moet even hoog als breed zijn (zie opgave
a).

De totale oppervlakte wordt dus A = 2mr - 2r + 2 - 1r2 = 6mr2.

Ga uit van de bij opgave c gevonden formule A = 61112 en gebruik voor r de bij opgave b gevonden
1 1
formule r =V 3. (%)3

2

) =om- ()

Wl
wliN
wIN
wIN

Wl

Substitutie levert A = 611 - (V -V3 =5,54V 3, dus ¢ = 5,54.

(z7)
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7.2 Eigenschappen van machtsfuncties

Als p een even positief getal is. Het minimum is dan O(0,0).
Ja, als p een oneven positief getal is.
Bijvoorbeeld f(x) =1-x3 of f(x) =1-x°2.

Neem voor p een negatief getal.

Bijp = % mag je alleen positieve waarden en 0 voor x toelaten.

Bijp= % kan x alle waarden hebben.

Er zit een knik bij O(0,0).

Alle waarden van x toelaten, kan alleen bij breuken met een oneven noemer en niet bij breuken met
een even noemer.

Het gemakkelijkst is dan het nooit toelaten van negatieve x waarden bij niet gehele decimale getal-
len.

4

x*=x3geeft x3(x—=1)=0,dus x=0vx=1

4

x>x3alsx<0vx>1

x4=x2geeftxz(xz—l)=0,dusalsx=-1Vx=0Vx=1

4

x?>xZalsx<-1vx>1

4

x*=xgeeft x(x3-1)=0,dusx=0vx=1

4

x*>xalsx<0vx>1

Zie de tabel.

x<-1 -l<x<0 O<x<l1 x>1
p<q FO) > gx) F)>gx) fx)>g(x) fx) < gx)
p>q FO) > gx) f)>gx) fx) < g(x) fx) > g(x)

Kies bijvoorbeeld [-2,2] x [-2,14] als vensterinstelling.

x8 =10 geeftx=g’/l_OVx=-§/Edusxz-1,47sz1,47.
x6 <10 geeft-1,47 < x < 1,47.

x® =10 geeft x = ¥10 = 1,58.
x5 < 10 geeft x < 1,58.

De uitdrukking x ! kun je schrijven als %

De uitdrukking x 2 kun je schrijven als lz
X

Als je voor x een groot getal of heel klein getal in beide functievoorschriften invult dan nadert de
functiewaarde in beide gevallen 0.

. _ . 1 _ . L _
Horizontale asymptoot y = 0 want xl_l}f_»lm < =0en Xll)r;_}w =z = 0.
Je mag niet delen door nul.

1
x2

= oo, terwijl lim 1 wenlim-L =c.
x10 X

Verticale asymptoot x = 0 want lim 1 - wenlim >
x10 X x10 X

x10

2

Als%=xl—2danmoetx=x en x #0,dus x =1.

2

Als%=édanmoetx=x en x # 0, dus x = 1.

Grafieken tekenen geeft % < X1—2 alsx<0vO0O<x<l1.

x"1 =0,005 geeft x = 0,005 1 = 200.
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1
x"2 = 0,005 geeft x = +(0,005) 2 en dus x =~ 14,14 v x =~ -14,14.
x"1 = 5000 geeft x = 5000"! = 0,0002.

1
x"2 = 5000 geeft x = +(5000) 2 en dus x = 0,01414 v x = -0,01414.

Bekijk de grafiek (zie a).

x <0V x>200

Bekijk de grafiek (zie a).

0 < x <0,0002

Bekijk de grafiek (zie a).
x<-14,14v x > 14,14

Bekijk de grafiek (zie a).

-0,01414 <x<0v0<x<0,01414
Los op: a(x) = b(x)

21 1

x 2 = x?
1 _
==X
x =1

Voer in: Y1=X"(-1/2), Y2=X"(1/2), Y3=X"(-1/3) en Y4=X"(1/3)
Venster bijvoorbeeld: [0,5] x [0,5]
Antwoord: x > 1

Los op: d(x) = b(x)

1 1
x3 = x2
IX = JXx
X2 = x3

x2(1-x) =0
x =0vx=1

Aflezen uit de grafiek geeft x > 1.
Los op: d(x) = c(x)

1 1
x3 =x3
3 1
X = =—
VX Ix
1
X =x
x2 =1
x=1vx=-1

Aflezen uit de grafiek geeft 0 < x <1Vv x <-1.

Voer bijvoorbeeld in Y5=X"(1/4) om je schets te controleren of gebruik de applet.

Oplossing:
1
x4 =4
124
(xZ = 44
x = 256

Met de grafiek vind je de oplossing: x > 256.
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Oplossing:
5
-20x% = -7
5
x4 = %
4
5\5 4
b 7\5
()" - &)
x = 0,43

Gebruik de eigenschap (g“)b =gab,

4
5\5
Danziejedat(a4) =al =a.

Oplossing:
z
-180x% = -30
7
5 1
X6 = B
6
1\7

x = (5) =022

Voer in: Y1=-180X"(7/6) en Y2=-30
Met de grafiek vind je de oplossing: 0 = x < 0,22

y = x3 geeft na translatie van 1 ten opzichte van de y-as y = (x — 1)3.

Daarna met - % vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as geeft y = - %(x - 1)3.

Dan nog een translatie van -5 ten opzichte van de x-as geeft f(x).
Los op: f(x) =-10

-10

-2(x-1)°3-5

sx-13=-5

x-1)°3 =15
x—1=3Y15=2,47
x = Y15 +1 = 3,47

Met de grafiek vind je de oplossing: x < 1 + ¥15.

Oplossing:
X =
X =

x*—x =
x(x3-1) =

OOXE

Ovx3-1=0
ovx3=1
x =0vx=1

Met de grafiek vind je de oplossing: 0 < x < 1.
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Oplossing:
1
ﬂ == 81
81x% =1
xt = L
1
X4 = 3—4
4 _ (1)*
x* = (3)
x=-3vx=1
Oplossing:
1
? = 27
27x3 =1
3= L
1
X3 = 33
3 _ (1)3
3 = (3)
X =3

Met de grafiek vind je de oplossing: x > % of x < 0.

Oplossing:
5

3 = 30

30x3 = 5

3 _ 1

X =5

_ 31 _
X = J;;,~0,55

Met de grafiek vind je de oplossing: x <0V x > 3\'1%.

Oplossing:
x5 = x4
x2—x% =0
x4(x—1) =0
x4 =0vx-1=0
x =0vx=1

Met de grafiek vind je de oplossing: x <0V 0 < x < 1.

Oplossing:
X6 = x4
x6—x%t =0
x4 (x2-1) =0
x*=0vx?=1
x=0vx=1vx=-1

Met de grafiek vind je de oplossing: -1 < x <0VvO0O< x < 1.
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Als je hele grote waarden of heel kleine waarden invult voor x, zal f (x) naar 0 gaan. Als je hele kleine
waarden (dicht bij 0) invult voor x zal f(x) naar oneindig gaan, dus ook hier is een asymptoot.

Horizontale asymptoot y = 0 met Xlem f(x)=0en )11_r}rg° f(x)=0.
Verticale asymptoot x = 0 met lim f(x) = « en lim f(x) = «.
x|0 x10

1. Een translatie van -1 ten opzichte van de y-as.
2. Een vermenigvuldiging met 2 ten opzichte van de x-as.

3. Een translatie van -4 ten opzichte van de x-as.

f (x) is ongedefinieerd voor x = -1, met hlrn1 f(x) =» en 11Trn1 f(x) = o,
X{- XT-

x = -1 is dus de verticale asymptoot.

Tevens geldt Xllrgm =-4, dus y = -4 is de horizontale asymptoot.

Bij ¢ heb je de asymptoten bepaald. Verder geldt f(x) > -4 voor alle waarden van x. Dus
Df=(—,-1)u(-1,-)enBs = (-4, —).

Los op: f(x) =10

2(x +1)% -4 = 10

2x+1)% =14
x+1)2% =7
1
(><+1)2_7
7Tx+1)2% =1
2 _ 1
(X+1) =7
x+1 = %Vx+1=- %

x==J;—lz-QGZVx=-J;—1z-L38

Met de grafiek vind je de oplossing:

1 1
X > 7—1Vx<-\/;—1.

a=750p1

Voer in: Y1=750/X
Venster bijvoorbeeld: [1,5] x [0,750]

Als p = 2,50, dan a = 300 en als p = 5,00, dan a = 150.
Bij verdubbeling van de prijs wordt de afzet gehalveerd.
Als a = 550, dan geldt:

750 _
750 = 550
550p = 750
p = £23~1,36

Formule: p = 7%, met a de voorraad tomaten in kg.

Bij € 0,01 hoort a = 75000 en bij € 100,00 hoort a = 7,5.

Dit zijn weinig realistische situaties. Sowieso heeft het bedrijf maar 550 kg tomaten op voorraad.
Dus er moet gelden dat a < 550. Dus voor € 0,01 en € 100,00 is de formule niet bruikbaar.

0,50 = p = 5 zijn bijvoorbeeld wel bruikbare prijzen per kg voor de tomaten.

24

Er geldt y = <, dus als x bijvoorbeeld twee keer zo groot wordt, wordt y twee keer zo klein.
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y = % =24-x1, dus y is recht evenredig met x"1.

24 24
= = 10 geeft x = 10 = 2,4.

Voer in: Y1=24/Xen Y2=10
Venster bijvoorbeeld: [0,10] x [0,10]

Met de grafiek vind je de oplossing: 0 < x < 2,4.

1
fx)=3-(x-1)2+5

1
y=x?2
) een translatie van 1 ten opzichte van de y-as
y=(x-1)2
L ) een vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de x-as
y=3x-1)2

L D een translatie van 5 ten opzichte van de x-as

y =3(x=-1)2+5

Onder het wortelteken moet gelden: x — 1 = 0. Dat geeft x = 1.
x = 1 valt af. De noemer is voor x = 1 gelijk aan nul. Dat mag niet.

Het domein is daarom Df = (1, -).

Als je goed naar het functievoorschrift kijkt, dan zie je dat voor y altijd de waarde 5 plus

gevonden.

3
Vx—1

Dus geldt voor het bereik By = (5, —).
Los op: f(x) =10

Omdat

> 0 is y altijd groter dan 5.

+5 =10
x—-1
3 _5
x—1
5yx—-1 =3
3
x—1 = 5
9
x-1= =036
x = 1,36

Met de grafiek vind je de oplossing: x = 1,36.

Dat gaat zo:
1
y=x?
) een translatie van 3 ten opzichte van de y-as
y=x=-3)2
L een vermenigvuldiging met 2 ten opzichte van de x-as
y =2(x-3)2
L ) een translatie van -5 ten opzichte van de x-as
y=2(x-3)2-5
Voor g(x):

onder het wortelteken moet gelden: x = 0.
Dit betekent voor g(x): het domein is Dg = [0, -).

Voor elke x is y = 0; het bereik is dan Bg = [0, -).

wordt

3
Vx-1
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Voor f(x):
X —3=0endus x = 3. Het domein is Df =[3, -).
Voor het bereik geldt dat y = -5, want 2+/x — 3 is voor elke x = 3 ook groter of gelijk aan nul. -5 is

daarom het minimum. Dit vind je als je x = 3 invult.
Dit betekent voor het bereik B¢ = [-5, —).

¢ Losop: f(x) =100

-5+2Vx—-3 = 100
2VYx -3 = 105
Vvx—-3 = 52,5

x -3 = 2756,25

x = 2759,25

Met de grafiek vind je de oplossing: x = 2759,25.

13a f(x)=100(x - 10)'2 + 25 ontstaat uit y = x 2 door de volgende transformaties:

y=x? »
5 translatie van 10 ten opzichte van de y-as
y = (x-10)
) vermenigvuldiging met 100 ten opzichte van de x-as
y = 100(x — 10)"2
D translatie van 25 ten opzichte van de x-as
y = 100(x —10)"2 4+ 25

b Als x = 10 ontstaat de situatie dat er door 0 gedeeld zou moeten worden.
Verticale asymptoot x = 10.

Met xlirlno f(x) =» en Xl%rlno f(x) = oo.

Vul voor x grote getallen of hele kleine getallen in en y nadert dan de waarde 25.
Horizontale asymptoot y = 25.
Met Xleoof(X) =25en }11% f(x) =25.
¢ Letop de asymptoten, dat zijn de waarden die x en y juist niet kunnen bereiken. En f(x) > 25, want

100

102 0 voor elke x uit het domein.
x—

Df =(<,10)U(10, =)
By =(25, -)
d Losop: f(x) =50

100 125 = 50
(x—=10)
100 =25
(x=10)

25(x —10)2 = 100

(x—-10)% = 4
x—10 = 2vx—-10=-2
x =12vx=8

Met de grafiek vind je de oplossing: x <8 v x = 12.

14 a Een maximum of een minimum komt voor bij parabolen. Bij parabolen past de formule
y = a(x— p)2 + q. In deze formule geldt (x — p)2 = 0 voor elke x. Daarom is g in deze formule
het minimum (als a > 0) of het maximum (als a < 0). (x — p)¢ zal ook altijd groter of gelijk aan nul
zijn als ¢ een even exponent is. Daarom zal bij een even ¢ de functie h ook d als minimum of als
maximum hebben. De grafiek van deze functie met ¢ # 2 is geen parabool (al lijkt het daarop).
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Voor de waarde van h(x) = a(x — b)¢ 4+ d met c een even geheel positief getal geldt dat h(x) = d of
h(x) = d is. Vergelijk dit met dal- en bergparabolen. Ook hier vind je dan dat voor a < 0 de functie h
het maximum d heeft en als a > 0 het minimum d heeft.

Je hebt al eerder gezien dat als de grafiek te schrijven is als een translatie van een standaardgrafiek
met top (0,0), de top ook getransleerd wordt. In bovenstaande situatie wordt de top b ten opzichte van
de y-as getransleerd (in de richting van de x-as) en d stappen ten opzichte van de x-as getransleerd
(in de richting van de y-as). De top (0,0) krijgt dan de coordinaten (b,d).

Deze machtsfunctie heeft de vorm Z = ¢ - mP, waarin ¢ en p nog te berekenen zijn.
Je hebt daartoe genoeg aan de gegevens van twee diersoorten, bijvoorbeeld:

o Paard: Z = 85,4 en m = 605,0 geeft: 85,4 = ¢ - 605,0P.

e Muis: Z =0,19 en m = 0,20 geeft: 0,19 = ¢ - 0,20P.

85,4 _ 605,0"
0,19 — 0,20P

lijking los je met de GR of m.b.v. logaritmen op: p = 0,76. En nu vind je door invullen ook ¢ = 0,66.
Het resultaat komt dicht bij de door Kleiber gevonden formule Z = 0,7 - m9-7°.

Rat: Z = 0,75 en m = 1,10 uit de tabel halen en invullen in Z = ¢ - mP geeft: 0,75 = ¢ -1,10P.
Mens: Z = 18,0 en m = 76,1 uit de tabel halen en invullen geeft: 18,0 = ¢ - 76,1P.

Dit geeft: 24 = 69,18P en dus p = 0,75. Hieruit vind je ¢ = 0,70.

Z =0,70-1000°75 ~ 124,5 L.

Met de balansmethode vind je dan: en dus 449,47 = 3025P. Zo’'n exponentiéle verge-

P=c-GP

3,02 =c-1000P en 5,08 = ¢ - 2000P
5,08 _

3,02 2P

Deze vergelijking kun je met behulp van de grafische rekenmachine oplossen. Je vindt p = 0,75.

c~ —3:02
10009.75

~ 0,017
Dus P = 0,017 -G%75

P =0,017-70000°75 = 73,16 joule/minuut.
Die wordt 29-75 = 1,68 keer zo groot.

Voer in de grafische rekenmachine Y1=2X"(1/4) in, met het standaardvenster in en lees de antwoor-
den af:

D=1[0, -)en B=[0, -).
Er is een minimum van 0 voor x = 0.

Er is geen asymptoot.

1 1
2x% =10 geeft x* =5 en dus x = 625.
Uit de grafiek lees je af: 0 = x < 625.

f(x)=-2+15(x + 2)'2. Ganuuitvan y = x"2 en werk naar de uitdrukking van f(x) toe.
y=x?
y = (x+ 2)'2
D Een translatie ten opzichte van de y-as met -2
y = 15(x +2)72
D Een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 15
F(x) = -2+ 15(x +2)2

(x +4)* = 255 geeft x =-4 + Y255 v x = -4 — 255

10 -2Vx -4 =6 geeft: \x —4=2endus x =22 +4 =38,
Voer in de grafische rekenmachine in Y1=10-2sqrt(X-4) en Y2=6 op het standaardscherm.

Oplossing ongelijkheid: 4 < x < 8.
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¢ ¥x =20 geeft x = 20%. Oplossing ongelijkheid: 0 < x < 160000.
Voer in de grafische rekenmachine in Y1=X"(1/4) en Y2=20 met venster
[0,200000] x [0,25].
d 2(x+1)3 =100 geeft (x + 1)® =50 en dus x =-1 + ¥50.
Voer in de grafische rekenmachine in Y1=2(X+1)"3 en Y2=20 met venster [0,5] x [0,25].
De oplossing van de ongelijkheid is x > -1 + ¥50.
e 5+2/x=-3=20 geeft IYx -3 = 7,5 en dus x = 59,25.

Voer in de grafische rekenmachine in Y1=5+2sqrt(X-3) en Y2=20 met venster [0,80] x [0,25]. De
oplossing van de ongelijkheid is 3 = x < 59,25.
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e FUNCTIES EN GRAFIEKEN > MACHTSFUNCTIES

7.3 Kwadratische functies als machtsfuncties

x =20 en x = -+/20.

Geen (reéle) oplossingen.

Alle reéle getallen voldoen aan deze ongelijkheid.

Nee, zie vraag b. Er kunnen maximaal twee oplossingen zijn.

Dit is een goede oefening. Maak een overzicht in de vorm van een ‘mindmap.’

Oplossing:
y = x? »
2 een translatie van 4 ten opzichte van de y-as
y=Kx-4 )
een vermenigvuldiging met 5 ten opzichte van de x-as
_ 1 4 2
y=3Kx-4

1 ) ) een translatie van -4 ten opzichte van de x-as

y=5x-4H"-4

Bij een kwadratische functie mag je alle waarden voor x invullen. Dus D¢ = R.

De coordinaten van de top zijn (4,-4).

De grafiek is een dalparabool en het bereik is dus By = [-4, —).

Zie b. De grafiek is een dalparabool en er is dus een minimum. Het getal waarmee het kwadraat

wordt vermenigvuldigd is % en dit is positief.

Los op: f(x) =100

Tx-9*-4 = 100
F(x—4)% = 104
(x —4)% = 208

x—4 = y208v x —4 =-+208
x = V208 +4v x=-208+4

Met de grafiek vind je de oplossing: 4 — v208 < x < 4 + 208.

fO)=(x-2)2+1

gx) = -x2+1

h(x) = a(x — 1,5)2 + 3 en de grafiek van h gaat door het punt (4,0), dus a - 2,52 +3 = 0. Dat geeft
a=-0,48. Dus h(x) = -0,48(x — 1,5)2 + 3.

Ga uit van:
y = x? »
een translatie van - 1 ten opzichte van de y-as
_ 2
y=x+1)
) een vermenigvuldiging met 2 ten opzichte van de x-as
y = 2(x+ 1)2
een translatie van - 3 ten opzichte van de x-as
_ 2
y =2(x+1)*-3

Fx)=2x+1)2%-3
In deze functie mag je alle getallen voor x gebruiken. Dus: Dy = R.

Het is echter wel een dalparabool met top (-1, - 3). Voor het bereik geldt dus Bf =[-3, -).

De uiterste waarde kun je bij de top vinden. Bereken dus f(-1) =2(-1 + 1)2-3=-3.

De uiterste waarde is dus - 3.
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Los op: f(x) =100

2(x +1)2 -3 = 100
2(x +1)%2 = 103
(x+1?% =515

x+1=4515vx+1=-y515
X =451,5-1=6,2vx=-451,5-1=-8,2
Met de grafiek vind je de oplossing: -8,2 < x < 6,2.
Als a positief is, dan is het een dalparabool en heeft de grafiek een minimum.
Als a negatief is, dan is het een bergparabool en heeft de grafiek een maximum.

De x-coordinaat van de top is gelijk aan p, want de uitdrukking a(x — p)2 is minimaal of maximaal
als x = p, en dit heeft dan als uitkomst 0.

De y-coordinaat is dan gelijk aan 0 + q = q.

De coordinaten van de top van f(x) = a(x — p)2 + q zijn gelijk aan (p,q).
x = p, want de top zit bij de x-waarde waarbij het kwadraat 0 wordt.

Het domein is Dy = R.

Maak voor het opstellen van bereik even onderscheid in a > 0 en a < 0.

a > 0, het is een dalparabool.

Indien x = p dan geldt dat a(x — p)2 de waarde 0 aanneemt. Het houdt in dat q de laagste y-waarde
is.

Voor het bereik geldt dan: Bf = [q, —).

a < 0, het is een bergparabool.

Indien x = p dan geldt dat a(x — p)? de waarde 0 aanneemt. Het houdt in dat g de hoogste y-waarde
is.

Voor het bereik geldt dan: By = (< .ql.
x=10vx=-10
Oplossing:

(x —4)% = 64
x—4 =8vx—-4=-8
x =12vx=-4

Oplossing:
2 _
-3(x+1)° =-75

(x+1)% =25
x+1=5vx+1=-5
X =4VvXx=-6

Oplossing:
3(x +2)% = 30
(x+2)% = 10
X+2 = +4/10
X =-2-4y10vx=-2++10
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Oplossing:
2x2-7=0
2x2 = 7
x%2 = 3,5
X = 43,5vx=-3,5
Los op: (x —4)2 =10
(x —4)%2 = 10
x—4=w/EVx—4=-m
x =V10+4vx=-y10+4

Met de grafiek vind je de oplossing: 4 — V10 < x < 4 + +/10.

Los op: -2(x +3)2+10=4

-2(x+3)%2+10
-2(x +3)?
(><+3)2

x+3

X

Met de grafiek vind je de oplossing: x <-3 — YV3vx>-3++3

=4

= -6

=3

= V3vx+3=-43
=-3-/3vx=-3+43

Los op: 3(x —5)2 =2 =10

3(x—5)%-2 =
3(x — 5)2
(x = 5)2
X—5

X =

Met de grafiek vind je de oplossing: x =3V x = 7.
Ga uit van de standaard kwadratische functie: f(x) = a(x — p)2 +q.
De punten (-2,0) en (4,0) liggen op gelijke hoogte, dus de symmetrieas is x = 1.

Dit is dus ook de x-coordinaat van de top.

De top (1,q) invullen geeft: f(x) = a(x — 1)2 +q.
(0,2) invullen geeft a(0 — 1)2 +gq=2endusa+q=2

(4,0) invullen geeft a(4 — 1)2 +q=0endus9a+q=0.
Los dit stelsel op en dan volgt 8a =-2 en dus a =-0,25.

10

12

4
2Vx—-5=-2
7vx=3

Daaruit volgt q = 2,25.

Het gevraagde voorschrift is f(x) =-0,25(x — 1)2 +2,25.

Dat gaat zo:
y = x?
y = (x+8?
y = 2(x+8)
f(x) = 2(x+8)

2

2_8
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Oplossing:
y =x?
y = (x+8)?
y=(x+8)°2%-8
fx) = 2((x+8)*-8)

F(x) = 2(x+8)%2-16

Het veranderen van de volgorde heeft invloed op het nieuwe functievoorschrift.

Aangezien a negatief is, is het een bergparabool. De symmetrie-as is x =-4 en als je x = -4 invult is
de uitdrukking - 2(x + 4)2 gelijk aan 0. De y-coordinaat is dan 5.

Je hebt het dus over een maximum en de extreme waarde is gelijk aan 5.

Oplossing:

2(x+4)%2+5 = -5
2(x+4)% = -10

x+4)2% =5
XxX+4 = i\/g
X =—4iw/§

X = -4—\/§Vx=-4+\/§
Oplossing:
2(x+4)2%+5 =5

(x+4)% =0
X = -4

Oplossing:
2(x+4)2 45 = -10
-2(x+4)% = -15
x+4)?% =175

X+4 = +7,5
X =-4+475
X =-4—y75vx=-44+475
Losop: f(x)=-3
2(x+4)%+5 = -3
-2(x +4)% = -8
(x+4)? =4
X+4 = 2

X =-2Vx=-6

Met de grafiek vind je de oplossing: -6 < x < -2.
Losop: f(x) =0
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2x+4%+5=0
-2(x+4)% = -5
(x+4)% =25
x+4 = x2,5
X =-4+425

Met de grafiek vind je de oplossing: x <-4 —/2,5v =""x=""> -4+ 2,5.
Los op: f(x) =20

2(x+4)%2+5 = 20
15

-2(x +4)?2
(x+4)?2 =-75
Je kunt geen wortel nemen uit een negatief getal, dus er zijn geen oplossingen van deze vergelijking.
Met de GR vind je: f(x) < 20 voor alle x.
Bereken eerst de coordinaten van de top.
De symmetrieas is x =-2 en de top is dan (-2,10).

Aangezien a < 0 geldt dat de grafiek van deze functie een bergparabool is. Daarom is de grafiek dus
aan de linkerkant van de top stijgend.

Dus stijgend als x < -2 en dalend als x > -2.

De functie is, zoals in a al aangegeven, stijgend als x < -2, maar niet in de top als x = -2. Alleen in
dat punt is de grafiek niet stijgend of dalend. Je zou kunnen zeggen dat de grafiek alleen in dat punt
horizontaal loopt.

Losop: f(x) =0

-3(x+2)%2+10

Il
o

3(x+2)2 = -10

(x +2)2 = 10

]
Q’ wl
w|;
<
x
+
N
]
1
w|8

X+ 2

Los op: 5(x—1)2—9=4

5x—1)2-9 =4
5(x-1)2 =13
x-12=2=26
x—1 = +42,6
X =1++2,6

Met de grafiek vind je de oplossing: x <1 —+2,6 Vx>1++2,6.
Los op: 5 — x2 =-21

5-x2 = -21
x2 = 26
x = ++/26

Met de grafiek vind je de oplossing: - V26 < x < v/26.
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¢ Losop: 3(x — 1)2 =40

3(x—1)2 = 40
x-1? =%
x—-1== %
x =1=% %

Met de grafiek vind je de oplossing: 1 — "% <x<1l+, %.
d Losop: -4(x + 80)% —40 =-100

-4(x +80)%2 -40 = -100
-4(x +80)% = -60
(x +80)2 = 15

X +80 = +y/15
x = -80=%+15

Met de grafiek vind je de oplossing: x < -80 — V15 v x > -80 + +/15.
12 a De symmetrieas is de lijn x = 5. De y-waarde die je dan uitrekent, heeft de waarde c. Dat is dus ook
de extreme waarde die je zoekt.
b De grafiek van functie g(x) = - %(x -5)2 is een bergparabool met de top op de x-as. Om twee snij-
punten te krijgen, moet ¢ > 0 zijn; dan ligt de top boven de x-as.

¢ Als c =1 danis er precies 1 snijpunt.
Bij ¢ > 1 zijn er twee snijpunten en als ¢ < 1 helemaal geen.

d Top(5b,c)opy=2x-—-1geeft:c=5-2-1=09.
13 Het bijpassende functievoorschrift is f(x) = a(x — 4)2 + b.

f(0) =10 geeft 16a + b =10.
f(2) =5geeft4a+b =5.

. 5 1
Dit betekent: a = 17 en b= 33.

Dus: f(x) = 15 (x —4)% + 31, zodat £ (5) = 33.
14 a Luchtweerstand en draaiing van de bal zijn van invloed op de baan.
b Luchtweerstand en draaiing van de bal zijn van invloed op de baan.
¢ Ga uit van de functieh=a(x—10)2 +1,5.

Vul het punt (0; 0,5) in:

0,5 = a(-10)%2 +1,5
0,5 = 100a + 1,5
a =-0,01

d Dat gaat zo:

-0,01(x=10)2+1,5 = 0
(x —10)2 = 150
x = 10+ +/150
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Omdat 10 + v150 < 24 is de bal in.
15 a Top (5,4) geeft: h(x) = a(x — 5)2 +4.
Grafiek door (0; 2,5), invullen van dit punt geeft: 25a+ 4 = 2,5 en dus a = -0,06.
Conclusie: h(x) = -0,06(x — 5)% + 4.
b Los op: h(x) = 3,05

-0,06(x —5)%2+4 = 3,05
-0,06(x —5)% = -0,95

2 95
(x=5)° = 5

X =5 = ®4/5
X =5%122 ~5£3,98

Dit geeft x = 1,02 v x = 8,98. Omdat je weet dat het een driepunter is, vervalt de eerste oplossing.
De speler staat ongeveer 8,98 meter voor de basket.

16 a De symmetrie-as vind je bij x = 0. Dit invullen in f(x) geeft y =-2.
De coordinaten van de top zijn dus (0, - 2). Het betreft een bergparabool.
b De symmetrie-as vind je bij x = 4. Dit invullen in f(x) geeft y = 8.
De top is dus (4,8). Het betreft een dalparabool want a > 0.
¢ De symmetrie-as vind je bij x = -5. Dit invullen in f(x) geeft y = 0.
De top is dus (- 5,0). Het betreft een bergparabool want a < 0.
17 a 3(x—5)2—5=-2geeft(x—5)2=1endusx=4v><=6.
b 3(x—5)2—5=-5geeft(x—5)2=Oendusx=5.

c -2(x+4)2+3= 1 geeft (><+4)2 =lendus x=-5Vv x=-3.

d 2(x+2)2=10geeft (><+2)2 =5endus x =-2—+5V x =-2+ 5.
Voer in de grafische rekenmachine in Y1=2(X+2)"2 en Y2=10 en los de ongelijkheid op.
De oplossing van de ongelijkheid is x <-2 — /5 V x > -2 + /5.

e -(><+4)2 = -3 geeft (x+4)2 =3endus x =-4—+3Vvx=-4++3.
Voer in de grafische rekenmachine in Y1=-(X+4)"2 en Y2=-3 en los de ongelijkheid op.
De oplossing van de ongelijkheid is x <-4 — 3V x > -4 + /3.

f (x+4)2—5=-3 geeft (x+4)2 =2endus x =-4—vV2Vv x=-4++2.
Voer in de grafische rekenmachine in Y1=(X+4)"2-5 en Y2=-3.

De oplossing van de ongelijkheid is -4 — V2 < x < -4 + V2.

18 De punten (10,0) en (20,0) liggen op gelijke hoogte dus vind je de symmetrie-as en de top bij
x = 15. Ga uit van de standaardformule f(x) = a(x — p)2 + q. Je kunt dus meteen p = 15 invul-

len: f(x) = a(x — 15) + q.

Gebruik nu de twee gegeven punten:

(0,30) invullen: 225a + g = 30

(20,0) invullen: 25a+q =0

Dit levert op: 200a = 30 en dus a = 0,15, zodat g =-3,75.

Conclusie: f(x) = 0,15(x — 15)% — 3,75.
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7.4 De abc-formule

go) =2(x + D% +7 =2(x® +2x+1) + 7 =2x% +4x + 9
De grafieken (of tabellen) van beide functievoorschriften vergelijken.

Dalparabool als a > 0, bergparabool als a < 0.

De vorm g(x) = 2(x + 1)2 + 7 ontstaat uit de standaardfunctie y = x2, door deze met - 1 ten opzichte
van de y-as te verschuiven.

Daarna met 2 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.
Ten slotte met 7 ten opzichte van de x-as verschuiven.

De top (0,0) van y = x2 wordt dus verschoven naar (-1,7).
Herleid f naar f(x) = (x + 3)2 —-17.

De nulpunten en de top kun je zo makkelijk achterhalen:
(x +3)% =17 = 0 geeft x = /17 — 3.

De topis (-3,-17).
FOO)=x2-6x+1=(x-3)>-9+1=x-3)*-8

f(x)=(x- 3)2 — 8 is een transformatie van y = x2.

=X2
y=(x=3)?

y=x-32%-8

) een translatie van 3 ten opzichte van de y-as

) een translatie van - 8 ten opzichte van de x-as

Top: (3,-8).
Oplossing:
(x-3)%-8=0
(x-3)% =38
Xx—-3 = +/8
X =-V8+3vx=18+3

In twee decimalen nauwkeurig: x = 0,17 en x = 5,83.

F(x)=x2+12x = (x +6)%2 - 36
gx)=x2-8x+15=(x-4)?-16+15=(x —4)2 -1
h(x) =2x2 = 12x =12 =2(x2 = 6x = 6) = 2((x = 3)* = 15) = 2(x — 3)*> = 30

k() =-x2+4x+3=-(x2-4x-3)=-((x-2?-7) =-(x-2)? +7

3x2 +17x = 45 wordt 3x2 +17x —45=0
a=3,b=17enc =-45

-17+V172-4.3--45 -17-y172-4.3--45

abc-formule: x = 53 VX = 53
Dit geeft x = 1,97 v x = - 7,63.
6+v/32 _ 6=V32
= 23==.

Jevindt nu x = == Vv x

Ga na, dat dit hetzelfde is als x = 3+ /8 v x = 3 — /8.
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Dat gaat zo:
3x%+17x = 45
x2+-%;x = 15
(+ ) () =15
x = - -(&) +15v-F+\(F) +15
Dat gaat zo:

X< + EX + a - 0
2 2
b b c _
(x+25) - (z) +5=0
2 2 2
b _ b c b<-4ac
(x+2a) = () -&="%s
b _ b%-4ac b _ |b%-4ac
X+z—- 1a2 VX+Z 1a2
_ b b%—4ac _ b b%-4ac
X =r"2a- 4z VX="2qa7% 4a?
_ -b—V{b%—-4ac _ -b+yb2%-4ac
X 2a VX = 2a
Oplossing:
x%2 -12x = 30
(x —6)2 =36 = 30
(x—6)% = 66
X = 6—-v66Vx=6++/66

Herleid eerst op 0.

Je hebt dan x2 — 12x — 30 = 0.
Gebruika=1,b=-12en c =-30.

De discriminant D is (- 12)2 —4-1-(-30) =264.

X = 12—2w/264 V X = 12+2v264

X = 12—3\/66 V X = 12+§v66par

X=6-166 v x=6+\/%par

Voer in: Y1=X"2-12X en Y2=30
Venster bijvoorbeeld: [0,20] x [-50,50]

De oplossing is: 6 — V66 < x < 6 + V/66.

Oplossing:
3x2+5x-8 =0
_ -5xy121
X = ===
X = -2% vx=1
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Voer in: Y1=3X"2+6x en Y2=X+8

Met de grafiek vind je de oplossing: - 2% <x<l1

abc-formule:

D=(-1)2%-4.1-(¢-3)=13

X = 1—\2/ﬁ VX = 1+§/ﬁ
abc-formule:
D=5%2-4.(-4)-(-14) =-199
Geen oplossingen.

Oplossing:
2x2 -12x+16 = 0
x2-6x+8 =0
x=-2)(x—4) =0

X =2Vvx=4
2<x<4

Eerst op 0 herleiden geeft -5x2 + x — 10 = 0.

abc-formule:
D =-199
Geen oplossingen.

Oplossing:
x2-7x-8=0
x—-8)(x+1) =0
x =8vx=-1

x <-1vx>8

f(x)=2x2-6x+2=2(x-1,52-2,5

Top (1,5;-2,5).
2x2-6x+2 =0
2(x—1,5)2-2,5 =0
(x-1,5°% = 1,25

1,5-+/1,25vx=1,5++1,25
0,38V x = 2,62

U

a=2,b=6enc=2.
D=(-6)2-4.2-2=20
Ja, dat kun je zien. Je hebt dan 2x% — 6x + 2 = 0 en hiervan had je bij b al de discriminant berekend.

D > 0, dus twee nulpunten.

2x2—6x+2=0geeftx=%ﬁVx=%%.
Pas de wortelvormen nog aan en je vindt hetzelfde antwoord als bij a.

Je kunt ook de oplossingen benaderen met de grafische rekenmachine en controleren of jouw ant-
woorden bij a en ¢ hetzelfde zijn. Dit is het geval.

Midden tussen beide nulpunten bevindt zich de symmetrieas: x = 1,5.

De nulpunten x = 6_21% VX = 6+212W zijn te schrijven als x = 1,5 — 0,25v20 v x = 1,5 + 0,25+20. Je
kunt nu zien dat x = 1,5 de symmetrieas is. De x van de top is daarom 1,5.
Omdat f(1,5) =-2,5, vind je dezelfde top als bij a.
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fa(x) = x2 + 2x + 3 levert met kwadraat afsplitsen f(x) = (x + 1)2 + 2.
Dus top bij x = -1 en dit invullen geeft y = 2.
Top (-1,2).

fi1(x) = x2 + x + 3 levert met kwadraat afsplitsen f(x) = (x + %)2 + 2%.
De symmetrieas is dus bij x = % en dit invullen geeft y = 2%

Top (-4.23)

De discriminant van deze vergelijking is D = k2 — 12.
D=0geeftk2—-12=0endus k =-v/12 v k = /12.

Top ( %k,-%kz + 3).

Dit punt ligtop y =1 als -%kz +3=1.

Dus k =-/8 v k = +8.

Voor de top geldt x = - %k, dus k =-2x.

Dit geeft y = -%(-ZX)2 +3=-x2+3.

Dus de top doorloopt de parabool y = - x2 + 3.

Oplossing:
x?>-4x+5 =0
x+1D)(x-=-5 =0

x =-1vx=5

De symmetrieas ligt precies in het midden dus bij x = 2. Dit invullen geeft de top (2,1).

fo(x) =-4x + 5 is het voorschrift van een lineaire functie.
Gebruik het feit dat D = 0 in deze situatie.
a=p,b=-4enc=>5.
D=(-4)?-4-p-5=0en16—20p =0 levert p = 0,8.

Fo =t —ax 5 =p(x2 =g ) =p((x = 3) - g v ) =p(x =) - 5 v

p
De top is dus (%,-%+5).

Voor deze top geldt x = %, dus p = %
Endaaromisy=-%+5=-2x+5.

fx) = x2 — 2x — 8 levert met kwadraat afsplitsen f(x) = (x — 1)2 -1-8.

fOO=(x-12%-9

Top: (1,9)
Oplossing:
x-1%-9=0
(x-12 =09
=1-+/9vx=1++9

X =-2Vx=4
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c x2-2x-8=0

D=(-1)*-4-1--8=36

X = 2—2\/36 V X 24436

2
_2-6 _ 246
X=52V x=552

x=-2V x=4
d Oplossing:

x2-2x-8=0
(x+2)(x—4)
X

I
o

-2vx=4

11 a Oplossing:
2x2 —x+1 = 10-3x
2x2+2x-9 =0

.2-y76 _ .24476
2z VX=—7

X =

b Voerin: Y1=2X"2-X+1 en Y2=10-3X
Met de grafiek vind je de oplossing: x <-2,679Vv x > 1,679
12a x%2-3x-13=0
geeft D=(-3)2-4-1--13 =61
3+/61

-

b 1x?+10x+1=0
x2+30x+3=0
D=30%2-4-1-3=2888

-30+/888
X ===

c 2x2-6x=0
geeft 2x(x —3) =0
enx=0vx=3.

d 2x2-12x+18=0
geeft x2 —6x+9=0
en (x—3)%2=0
zodat x = 3.

e x2-5x+10=0
D=(-52-4-1-10=-15dan D <0,
geen oplossingen.

13a -13x?+10x+8=-8x%+3xdus-5x%+7x+8=0.
D=7%-4.-5-8=49+ 160 = 209

X = 71T “(2)09 geeft x =-0,75v x = 2,15

Voer in: Y1=-13X"2+10X+8 en Y2=-8X"2+3X
Venster bijvoorbeeld: [-5,5] x [-80,20].
Met de grafiek vind je de oplossing: -0,74 = x = 2,14

b -2x2—-x=-6dus-2x2—-x+6=0.
D=(1)2%-4.-2.6=1+48 =49
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X==757 VX==753
1-7 1+7

—z VX="Tg
x=-2V x=1,5

Met de grafiek vind je de oplossing: x <-2V x > 1,5

c Losop:
0,5x—4 = 0,25x2+3x -8
0,25x2 +2,5x -4 = 0
x2+10x—-16 = 0
_ -10+Y/164
X=—55 -
X =~ -11,40 v x = 1,40

Voer in: Y1=X"2+10X-16
Met de grafiek vind je de oplossing: -11,40 < x < 1,40

14a f(x)=2x%2+6x+4
FO0) =2(x2+3x+2)

Met kwadraat afsplitsen:

f(x) = 2((x + 1%)2 - %)

N~

fx) = 2(x+ 1%)2 -

Top: (-14,-3)

Nulpunten:

b D =236-8p2=0geeft p=+4,5.
Verder is de grafiek van f een rechte lijn als p = 0.
Ook dan is er één punt met de x-as gemeen.

¢ Dit geldt alleen als D > 0. Los de ongelijkheid D = 36 — 8p% > 0 op.
Dit geeft p2 < 4,5.

Let op: p = 0 voldoet niet, want dan staat er f(x) = 6x en de gafiek van deze functie snijdt de assen
alleen in (0,0).

Je krijgt dus: -y4,5<p<0VvO0<p<+4,5
d fe)=9gx

Px2+6X+2p = 6—x
px2+7x+2p—6 =0

a=p,b=7enc=2p-6
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D =0 geeft 8p% — 24p — 49 = 0 en dit geeft:
24—+2144 24442144
16 16

p= Vp=

Er is ook één snijpunt als p = 0, want dan is f(x) lineair met een andere helling dan die van g(x).
Kwadraat afsplitsen geeft f ,(x) = %(x2 +8px —8) = %((x +4p)% —16p2 — 8) = %(x +4p)2-2p2-1.
Top: (-4p,-2p2 — 1) geeft x =-4p en dus p = -0,25x.

Hieruit volgt y =-2(- 0,25x)2 —-1=-0,125x2 - 1.

Stel x2 = p, dan wordt de vergelijking p%Z — 6p + 4 = 0.

Door kwadraat afsplitsen (of de abc-formule): (p — 3)2 =5geeft p=3+ V5.

x2 =3 — /5 geeft x = +{3 — 5 = +0,87.

x2 =3 + /5 geeft x = +{3 + 5 = +2,29.

Er zijn dus vier oplossingen.

Stel x3 = p, dan wordt de vergelijking p2 + 4p — 12 = 0.

Door ontbinden vind je (p +6)(p—2)=0endusp=2V p =-6.

x3 = -6 geeft x = V-6 ~-1,82.

x3 = 2 geeft x = V2 ~ 1,26.

Stel vX = p, dan wordt de vergelijking p2 —4p —5 = 0.

Door ontbinden vind je (p —5)(p+1)=0endusp=5vp=-1.
VX = -1 kan niet, want een wortel is nooit negatief.

VX =5 geeft x = 52 = 25.

Je kunt deze vergelijking ook oplossen door hem te schrijven als 4+/x = x — 5 en dan beide zijden te
kwadrateren. Ga na, dat je dan hetzelfde krijgt.

Stel x2 = u, dan wordt de vergelijking: 3u? — 2u —5 = 0.

Ditgeeftu=2i‘T@enu=%VU=—1.

Terug naar de variabele x:

x? = -1 heeft geen reéle oplossingen.

x2=%=%geeftx=i\/§.
Stel x1'5 = u. Verder geldt x = 0.

2u? — 5u — 4 = 0 geeft met de abc-formule u = 51'4

14

Dusu=35-%-V57(<0)vu=2+ 157

De laatste leidt tot x1-° = 2 + 3+ - 4/57.

Bl
=

Je vindt x = 2,14.
Herleid tot u2 — 40u + 15 = 0.

Dit geeft: u = 20£v1540 V;EAO.

Beide oplossingen zijn positief, dus
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x50 =20~ 1.41540 v x50 =20+ 5 - /1540

1 1

x =£(20 - 5 -+1540)%° v x = (20 + 5 - 1540)°°
X=-0,98 vV x=0,98Vx~-1,08Vx~1,08

(x=5x+3)=0

dus x=5v x=-3.

2

x“+ x+1=0met D =-3, dus geen oplossingen.

x2=9dusx=-3vx=3

x2 +2x — 14 = 0 geeft x = 2/60.

Los de ongelijkheid op en voer in de grafische rekenmachine in: Y1=X(X+2) en Y2=14

-2++/60

-2-460
2 <X 2

De oplossing van de ongelijkheid wordt: <

2

X% —x+7=0met D =-27, geen oplossingen.

Als je de grafieken van y = x2—x +10 en y = 3 met de grafische rekenmachine tekent, dan zie je dat
de ongelijkheid voor alle waarden van x geldt. Deze dalparabool met formule x2 — x + 10 ligt geheel

boven de lijn y = 3, want de top is (%9%)

Nulpunten: p — x% = 0, dus p = x2. Geen oplossingen als p < 0.
4—x2=x2-3x
geeft 2x2 —3x—4=0en

3+v41
i

De snijpunten zijn (2,35;-1,53) en (-0,85; 3,28).

gx) = x2 -3x=(x - 1,5)2 — 2,25, dus de coordinaten van de top zijn (1,5;-2,25).
p- x2 =x2 - 3x

geeft 2x2 —3x —p = 0.

D=0geeft9+8p =0

enp=-%
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7.5 Meer machtsfuncties

Nulpunt berekenen:

2 _ 2 _ 2 _ . _
m+5—0, dusx—+4—-5, ofwel-5 = x +4 en daarmee is x =-4,4.

Snijpunt met de y-as:
f0)=2+5=55
Horizontale asymptoot:

lim f(x)=5

X=>*0
Verticale asymptoot ligt op x = -4, want daar is de hyperbolische breuk ongedefinieerd.

f(x) heeft een verticale asymptoot op x = -4, en is verder gedefinieerd voor alle x, dus
Df =(«,-4)U (-4, -).
Er is een horizontale asymptoot op y = 5, en aan weerszijden van x = -4 vliegt f(x) omhoog en

omlaag, dus By = (< ,5) U (5, —).

Je kunt de functie schrijven als f(x) =2 - (x +4)’ Lys.
Beginpunt berekenen:

Het beginpunt van y = vx ligt op (0,0), en g(x) is -4 in de x-richting en 5 in de y-richting verschoven,
dus ligt hij op (-4,5).

De vergelijking g(x) = 0 heeft geen oplossingen, dus er is geen nulpunt.

Het snijpunt met de y-as: g(0) =2-V4+5=9.

g(x) is gedefinieerd als x + 4 > 0, ofwel als x > -4, dus Dg =[-4, -).

g(-4) =5, en g(x) is stijgend naarmate x hoger wordt, dus B, =[5, -).
1

gx)=2(x+4)% +5

fx)y=4- x 2

Dit is geen machtsfunctie.

h(x) =2(x-3)%+10

k)=2-X=2_1=4x1-1

1
f(x)=4x2 +3

Dit is geen machtsfunctie.
1
h(x) =-52x—-8)% +6

1
k(x)=4x 2 +3

_ _ 50
g(x) =200 a7

~200-50. 1
9(x) =200-50- —

g(x) =-50(x —4)"% +200
Uit y = x~2
« translatie van 4 ten opzichte van de y-as;

« vermenigvuldiging met - 50 ten opzichte van de x-as;
« ten slotte translatie van 200 ten opzichte van de x-as.

Voor x mag je het getal 4 niet invullen (want dan deel je door 0).
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Verder geldt: lim f(x) = - en lim f(x) = - .
x4 x14

Dus x = 4 is de verticale asymptoot.

Als je voor x een groot (of een klein) getal invult, dan gaat }im ( 52)
—00 (x

Dus y = 200 is de horizontale asymptoot.

Voor x mag je geen 4 invullen, alle andere getallen wel.

Dus geldt D¢ = (< ,4) U (4, ).

Aangezien y = 200 de horizontale asymptoot is en de grafiek onder die lijn ligt, is By = (< ,200).

Snijpunt y-as:
200 - —%_ ~ 196,875
0-4

Snijpunt x-as:

200- —=29_ =0
(x—4)

(x—4)% = 2%

x=4iE

x =3,5vx=4,5

Oplossing:
200
x-a0 = 20
200
x—40 = B0 =4
x = 44

Voer in: Y1=200/(X-40) en Y2=50

De oplossing van de ongelijkheid is 40 < x =< 44. Er is namelijk een asymptoot bij x = 40.

Oplossing:
—25 100 = 200
(2x+6)
25__ = 300
(2x+6)

2 1
(2X+6)2 %=ﬁ

2x +6) = -,f%v2x+6=,f%
- .- L = 1
2x = -6 2‘/§V2x 6+2‘/§
- .3__1 = 1
x =-3 4J§VX 3+4J§

Voer in: Y1=25/((2X+6)"2)-100 en Y2=200

Oplossing ongelijkheid: x <-3 we VXx>-3+ Wi

g(x) =200 —50vx + 4.

N~

Gebruik +vx = x2.

1
g(x) =-50(x +4)2 +200

Deze kan ontstaan uit y = x0-5.
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« translatie van -4 ten opzichte van de y-as;
« vermenigvuldiging met - 50 ten opzichte van de x-as;
« ten slotte translatie van 200 ten opzichte van de x-as.

Onder dit wortelteken mag je geen negatieve getallen invullen.

Uit x +4 = 0 en dan x = -4 volgt voor het bereik: Df =[-4, -).

Breng de grafiek in beeld met de grafische rekenmachine.

Bij x = -4 vind je het randpunt (-4,200). Dit is de maximale waarde van y.
Dan volgt het bereik: Bf = («,200].

Snijpunt met de y-as:

vul x = 0 in: g(0) = 200 — 504 = 100

Dus snijpunt (0,100).

Snijpunt met de x-as: 200 — 50Vx +4 =0

50vVx +4 = 200
Vx+4 =4
x+4 =16

x =12

Snijpunt (12,0)
Machtsfuncties kun je schrijven in de vorm y = a(x — p)" + q.
Dit lukt bij f(x) maar niet bij g(x).

Voer in: Y1=2XvV(X)+4 en Y2=2XV(X+4)
Venster bijvoorbeeld: [-1,5] x [-5,20]

Los de ongelijkheid op.
Het snijpunt is x = 1,905.

Het domein van f is [0, —) en het domein van g is [-4, —).

Oplossing ongelijkheid: 0 = x < 1,91

Oplossing:
1 1
(X—40)2 = z
X—40 = f¢
X = 4015

Voer in: Y1=200*V(X-40) en Y2=50
Oplossing ongelijkheid: x > 4011_6

Oplossing:
1
100 -252x +6)2 = 20
1
(2x+6)2 = 3,2
2x+6 = 10,24

2x = 4,24v x=2,12
Voer in: Y1=100-25V(2X+6) en Y2=20
Oplossing ongelijkheid: x > 2,12

x+4-2 x+4 2 2
foo=X22 =X 21—

x+4 x+4 x+4
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foo =22

fx)y=1- Xf_4 (zie a)

fx)=1-2-(x+ 4)'1 en is dus te schrijven in de vorm y = a(x — p)" +q.

Hiermee is het een machtsfunctie.
Je mag niet delen door 0 en dus geldt dat x +4 # 0 en dus x # -4.
Verder geldt: lim f(x) =-« en lim f(x) = .

x|-4 x1-4

De verticale asymptoot is x = -4.

. . . 2
Vul voor x een groot of klein getal in, dan gaat ;15130 iz haar 0.

De horizontale asymptoot is y = 1.
De verticale asymptoot is x = -4.
Df=(«,-4U(-4, -)

De horizontale asymptootis y = 1.
Br =(<=.1)u(l, -)

Oplossing:

_ an_ 100
Foo =40 (x+10)3

— — - —1
fOO) =40 =100 — 3
f(x) = -100(x +10)"3 + 40

Je mag niet delen door 0 dus x + 10 # 0 en dus x # -10.
Verder geldt: xlll-nllo f(x) =-»en xlTl-Hllo f(x) = oo.

De verticale asymptoot is x =-10.

Vul voor x een groot of een klein getal in.
Dan zie je lim m =

De horizontale asymptoot is y = 40.
De verticale asymptoot is x =-10.
Df =(<,-10)U<(-10, -).

De horizontale asymptoot is y = 40.
Bf = («,40) U (40, -).

Oplossing:
100 =40
(x+10)
(x+10)% = 23
X =-10+32%

2

Het nulpunt is x = -10 + § 2%.

Voer in: Y1=40-100/(X+10)"3 en Y2=X

Snijpunten bepalen met de grafische rekenmachine en dan de oplossing van de ongelijkheid aflezen:

x<-10Vv-8,729 < x < 39,999.
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10 a Oplossing:

16 = x5
x°® = 32
X = 2

Voer in: Y1=16/(X"4) en Y2=(1/2)X
Oplossing ongelijkheid: x <OVv0<x <2

b Oplossing:

2X
x=10 = 80
2x = 80x — 800
400
X = 739

Voer in: Y1=(2X)/(X-10)-20 en Y2=100
Denk aan de verticale asymptoot x = 10.

. o 400
Oplossing ongelijkheid: x <10V x > =5~

1
2

1
11a g(x) =20x2xZ — 100 = 20x°Z — 100

b Onder dit wortelteken mag je nooit een negatief getal zetten. Dat heeft gevolgen voor het domein:
D, =10, -).
f

Aangezien er dus een randpunt (0, -100) is heeft dit ook gevolgen voor het bereik B F= [-100, —).
¢ Oplossing:

1
x27=5
2
X = 5>
x = ¥25

d Voerin: Y1=20X"2V(X)-100 en Y2=X.
Oplossing ongelijkheid: x = 1,92.

12 a Oplossing:

[y

16x% = %x
4 . _ 1 a4
16%-x = T
L.xt-16%.x =0

16
x(% -x3 - 164) =0

x = 0vx3=16°=220
20

X Ovx=23

Voer in: Y1=16*X"(1/4) en Y2=(1/2)X
Oplossing ongelijkheid: 0 < x < 2674
b Oplossing:

1
2x —40)2 = 40
2x —40 = 1600
x = 820
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Voer in: Y1=2v(2X-40)+20 en Y2=100
Oplossing ongelijkheid: 20 < x < 820
Denk aan het domein!

1
2

13 a De functie f kun je herschrijven als f(x) = 10><_1 +100.

. . . i
De exponent is negatief. Hoe groter x, des te kleiner 10x ~ 2.

Dus de grafiek van f daalt.

=

De functie g kun je herschrijven als g(x) = 10x2
De exponent is positief. Dus de grafiek stijgt.

b Je mag niet delen door 0 en ook mag je onder deze worteltekens geen negatief getal gebruiken. x = 0
is daarom een verticale asymptoot van f(x).

g(x) = “’WX = 10+/x (als x # 0).

De grafiek van g heeft geen asymptoten.

10 _ 10x
xXVX  Jx

x = -1 voldoet niet.
Grafiek: 0 < x < 1.

14 a f is niet gedefinieerd voor x = 0, met 11% f(x)= li% f(x) = .
X X

geeft 10 = 10x2 en x = +1.

Dus x = 0 is de verticale asymptoot.

b Voerin: Y1=1/(X"2)+X"2 met venster bijvoorbeeld: [-5,5] x [0,10].
Je ziet twee toppen aan weerszijden van de y-as.
Met de functie ‘minimum’ kun je ze vinden: (-1,2) en (1,2).

¢ Voor x naar *+« wordt de term % verwaarloosbaar klein en dus is dan f(x) = x2.

5
15a F=4O

4 _ 1
geeft x* = 3

_ .41 _41
enx=-{Evx={E.

b {2x-10=5
geeft 2x —10 =53 =125

_ 135 _ 51
enx—T—672.

c m%: 12
2J/X + 100 = 124X
104X = 100
Jx =10
x =100

Voer in de grafische rekenmachine in Y1=(2v(X)+100)/V(X) en Y2=12 en lees af:

De oplossing van de ongelijkheid is 0 < x < 100.

d ﬁ =0,016

geeft (5 — x)4 = % =625
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endus5—x=-5v5—-x=25,
zodat x =10V x = 0.
Voer in de grafische rekenmachine in Y1=10/(5-X)"4 en Y2=0,016.
De oplossing van de ongelijkheidis0 = x <5Vv 5 < x = 10.
16 a Je kunt de functies schrijven als f(x) =4 - (10 — ><)'0'5 en g(x) = (10— x)0'5.
b Eerst g(x):

Onder dit wortelteken mag je geen negatief getal hebben, dus geldt voor het domein D = (< ,10].

Als je de functie in beeld brengt met het randpunt (10,0) dan kun je het bereik ook inzien: B, = [0, —).
Dan f(x):

De noemer van de breuk is dezelfde uitdrukking als g(x).

Dus je hebt dan ook met ongeveer hetzelfde bereik te maken.

Nu komt er bij dat f(x) een breuk is. Je mag niet delen door 0.

Dus het domein is iets anders: Dy = (< ,10).

De 10 zelf doet nu niet meer mee.

Breng f(x) in beeld voor het bereik: By = (0, -).

4 P —_
C m—\HO X

geeft 10— x=4
enx=06
dus het snijpunt is (6,2).
d Gebruik het antwoord bij b en voer in de grafische rekenmachine in
Y1=4/V(10-X) en Y2=v(10-X) en los de ongelijkheid op.

De oplossing van de ongelijkheid is 0 < x < 10.
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7.6 Totaalbeeld

« translatie van 1 ten opzichte van de y-as;
« vermenigvuldiging met - 2 ten opzichte van de x-as;
« ten slotte translatie van 10 ten opzichte van de x-as.

f(0) =12, dus snijpunt met y-as is (0,12).
]"(X)=Ogeeft(x—1)5 =5endus x =1+ 5.
Dus het snijpunt met de x-as is (1 + ?/5,0).
Oplossing:
10 -2(x - 1)° = 496

(x—1)° = -243

x—1=%5-243=-3

X = -2
Oplossing:

10-2(x-1)° > 8
10-2(x-1)° =8
(x=-1° =1
x—1=1
X =2

Oplossing ongelijkheid: x < 2

Oplossing:
-0,5(x —2)* +45 = 4,5
-0,5(x —2)* = -40,5
(x-2)* =81
x—2=-3vx—-2=3
x =-1vx=5

Oplossing ongelijkheid: x =-1v x =5
Oplossing:

x2-2x-3x+6 =0
x2-5x+6 = (x=2)(x=3)=0

x=2Vvx=3
Oplossing:
x3—4x2-10x = 0
x(x2—4x—10) =0

x =0vx?-4x-10=0

x =0Vx= 4—2\/56 VX = 4+2v56
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d Oplossing:

1
0,1(x-3)3 =1
1
x-3)% =10
x—=3 = 1000
x = 1003
e Oplossing:

%xz = Xx+5
%XZ—X—S =0
x?—-4x-20 =0

X = 415@
Oplossing ongelijkheid: x < 4_‘2@ VX = 4+5@

f Oplossing:

4 _
o7 = 20
(x-2)3 = 0,2
x = 2+3%0,2

3a Metp=1isf(x)=8+4x—x%=-(x—-2)%+12.

« translatie van 2 ten opzichte van de y-as;
« vermenigvuldiging met -1 ten opzichte van de x-as;
« translatie van 12 ten opzichte van de x-as.

De top ligt dus op (2,12).

De nulpunten vind je met behulp van de abc-formule:

- =+ - 2— . .
x = 22418 o4 V12

De snijpunten met de x-as zijn dan (2 — 2J§,0) en (2 + \/5,0).

Het snijpunt met de y-as is f(0) = 8, ofwel (0,8).

b Eerst het geval met p = 0, want p = 0 geeft f(x) = 8 en de grafiek van deze functie heeft geen
snijpunt met de x-as.

-px% +4px +8 =0 heeft D <0.
D =0levert op: 16p2+32p=0endusp=0vp=-2.Dusals-2 < p <O0.

c f(x)=-p(x2—4x)+8=-p((x—2)2—4)+8=-p(x—2)2+4p+8
De topis (2;4p + 8).
Dit punt ligt op y =50 —2x als 4p + 8 =46, dus als p = 9,5.
2
4a Alsg=3,dant=11-33 =22,9 minuten.

2
Nee, als g =6, dant =11-63 = 36,3 minuten.

2
b T =80+11-g3. Nee, de totale braadtijd is niet recht evenredig met een macht van het gewicht.

Aardappels worden in water gekookt. De kooktijd hangt af van de hoeveelheid water die wordt ge-
bruikt.

5a y2=(x—2)3
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v =x3 = (x=2)3=x3 - (x3 - 6x2 + 12x — 8) = 6x2 — 12x + 8
Oplossing:

6x2 —12x +8

6x2 —12x + 8

6x2 —12x

xX(x—=2) =

X =

A

Il
S O O 0

Vx=2

Als je de grafieken van y = 6x2 — 12x + 8 en y = 8 op de grafische rekenmachine tekent, lees je de
oplossing van de ongelijkheid af: 0 < x < 2.

v beschrijft een dalparabool. Deze heeft een minimum. Dit minimum is dan tevens de lengte van het
kortste lijnstuk.

v(x) = 6x2 —12x+8 =6(x —1)%2 + 2, dus de top van v is (1,2).

v is minimaal 2.

a kun je berekenen met de stelling van Pythagoras in AM PR. (Beredeneer eerst dat AM PR recht-
hoekig is!) Daarin is M R = M Q gelijk aan de straal van de aarde, dus % =~ 6366200 m.

En dus is: a2 = (6366200 + h)2 — 63662002. En dus is a = y (6366200 + h)% — 63662002.

Hieruit volgt: a ~ y12732400h + h2

Omdat h? heel veel kleiner is dan 12732400h kun je h? verwaarlozen.

Dat heeft te maken met de afrondingen bij het berekenen van de straal van de Aarde.
Eigen antwoord.

En?

Doen. Probeer een eerste idee te krijgen van de oplossing.

Kies bijvoorbeeld AE = x.
Laat zien dat de oppervlakte K van de boekenkast dan K (x) = 7,5x — 1,5x2 is.

Bereken de top van de parabool die de grafiek is van K(x) = 7,5x — 1,5x2. Je vindt dat dan x = 2,5
en dan kun je de gevraagde oppervlakte wel berekenen.

Jamaica is ongeveer 1300 km? groot.
Volgens de theorie dus S = 3-13009-30 = 26.

100,30 ~ 2

Grote reservaat zal ongeveer 18 soorten tellen.
Elk van de kleine reservaten zal ongeveer 15 soorten tellen, samen 215 — 8 = 22 soorten.
Men kiest oplossing 2.

280 km/h is 774 m/s.

777\ 3
F = (6—:?) — 2 = 3,34, dus de intensiteit is 3.

Neem voor F de waarde 3,5.

(5:3)
(53)

3
v =263-552=81,3

|<
wiN

3,5 -2

o
w

|<
wlN

5,5

[

De minimale waarde van v is ongeveer 81,3 m/s. Dat is ongeveer 293 km/h.
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N

313
_ [ 2,39(T+4)
o re(rgd)

Dus F = 0,52T - 0,10 endus a = 0,52 en b = 0,10.
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8.1 Coordinaten in het vlak

De uitwerking wordt later gegeven. Puzzel nu eerst zelf.

Omdat je alleen dan echte lengtes en hoeken kunt meten. Anders vervormt elk figuur waarvan de
hoekpunten als coordinaten zijn gegeven.

Doen.

IABl={(4-1)?+@B-1)%2 =413

M= (.30 = (24.2)

1ABI ={(1—-1)% + 4-3)% = |5,

M= (5,258) - (0.33).

|AB| = /(20 —-10)2 + (45 — 33)% = {1044

-10+20 33+45
M = (=57=,757) = (5,39)

Het verschil van de twee x-codrdinaten is x 4 — x g en dat van de y-coordinatenis y 4, — yg. Met de
stelling van Pythagoras vind je:

2 2
|AB|=\/(XA—XB) +(Ya—-VB)
Je moet nu het gemiddelde van beide coérdinaten nemen: M (%,%)

Zie de figuur.

y
A
20
—
E|@-eemmeead \I.W\
oL T ool B
10 D
O 10 20 30 40 X

Teken punt E op lijnstuk AC zo, dat M E // BC. Uit de gelijkvormigheid van de driehoeken AM E en
ABC volgt dat |AE| = |MD| = £|AC|.

Ym=Yo+051AC|=12+35 = 155

|AC|=7,dus y,, = Y. +0,5/AC| =12 +35 = 153

M= (252,25%) = (13.45)

Pas de stelling van Pythagoras toe in de rechthoekige driehoek CBA.
Ga eerstna, dat|CB|=40—-11=29en|CA|=19-12=7.

Je vindt: |AB| = v292 + 72 = /890

Teken een rechthoekige drichoek CDE met E(47,32).
Danis|CE|=15+47=62en|ED| =32+ 13 =45.

Pas in die driehoek de stelling van Pythagoras toe: |[CD| = \/(47 —-15)2 + (-13 = 32)? = /5869
(DI = V622 + 452 = 5869

|ABl=(-3-6)2 + (6 - 0)? = V117

IBC| = 122 + 182 = V468

IACI = V212 + 122 = 585
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Als in deze driehoek geldt dat |AB|2 + |BC|2 = |AC|2 dan is de driehoek rechthoekig (omgekeerde
stelling van Pythagoras).

2 2 2
Hier wordt dat: (V117)" + (v468)" =117 + 468 = 585 = (V/585) ", dus de driehoek is rechthoekig.

D= (3,559) - (15,

B - (S52,.08) _ a29)

P (342,549 05:1)

Bereken eerst de lengtes van de drie zijden van deze driehoek:

IDE| = 146,25
IDF|=+117
|[EF|=+29,25

IDF|? +|EF|? = 117 + 29,25 = 146,25 = |DE|?
De driehoek is dus rechthoekig (omgekeerde stelling van Pythagoras).
Ga na, dat P(2,1) en Q(4,1).

Het midden van EQ isdan S = ('12*'4,%) = (1,5;1,5).

Neem E(-x,y), danis |[EA|=y en|AZq| = x.

En dusisook|Z{B|=yen|BP|=x.

Probeer het eerst zelf en bekijk daarna eventueel het voorbeeld.

| BZ4| = 3-y. Ten slotte is |Z,C| = |[BP| = x en |CQ| = |[BZ,| =3 — y.

De coordinaten van Q zijn daarom (3 + x,3 — y). Het midden van EQ is dus

S = (%yzﬂ) = (1,5;1,5) en is dus niet afthankelijk van de waarden x en y.

|AB| = (-11 - 106)* + (23 - 133)* = 425789
M (-1142-106'23+2133) = (47,5;78)

11Xe 106 en 232YC = 133 geeft x¢ = 223 en y = 243.

De coordinaten van C zijn (223,243).

Je kunt laten zien of hoeken recht zijn door in een driehoek de stelling van Pythagoras te controleren.
Neem bijvoorbeeld de hoek bij A, de hoek tussen AB en AD. Deze hoek zit in AABD.

|IAB| ={(6—-10)% + (0 — 8)% = Y80

|IAD| = (2-6)% + (2-0)® =20

IBD| = (2 -10)% + (2 — 8)2 = y100 = 10
Dus klopt in AABD de stelling van Pythagoras en is hoek A recht.

Zo kun je bij alle hoeken nagaan of ze rechthoekig zijn.

S is het midden van bijvoorbeeld AC. Dus S = (6;—6,0210) = (6,5).

Maak gebruik van de basis AS en als hoogte lijnstuk door B en loodrecht op het verlengde van AS.
Je krijgt dan: 1 - |AS|-4 =5 -5-4 = 10.

Een vlieger is een vierhoek die lijnsymmetrisch is. Dat betekent dat de diagonalen loodrecht op
elkaar staan en de ene diagonaal de andere middendoor deelt.

Omdat de diagonalen loodrecht op elkaar staan. De assen van een cartesisch coordinatenstelsel staan
namelijk ook loodrecht op elkaar.
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A(_32+0,0-;_4) — (_1'5;_2)

B(1,5;-2)

C(1,5;1)

D(-1,5;1)

ZA zitin AABD. Er geldt:
|AB| =3

|IAD|=3

|BD| =32

Controleer nu met de omgekeerde stelling van Pythagoras of A ABD rechthoekig is.

IAB|? +|AD|? = |BDJ?
2
32 +32 = (3v2)
9+9 =18

Dat klopt. AABD is rechthoekig. Hoek A is dus recht.
Dit kun je voor alle vier de hoeken A, B, C en D doen. Als alle vier de hoeken recht zijn, is ABCD

dus een rechthoek.

IABI=V(3--2)2+ (1 --1)2 =29

De afstand tot A moet zijn ya? + b2 = 209.
De enige combinaties van gehele getallen die hieraan voldoen zijn a = 5 en b = £2 of a = x2 en

b = +b.

De roosterpunten zijn dus (-2 +2,-1+5) of (-2+5,-1+2).
Ofwel: (-4,-6), (-4,4), (0,-6), (0,4), (-7,-3), (3,-3), (-7,1), (3,1).

Noem PQ = x.

|AP| = %-(2 -x)=1 —%x, dus |[AQ|=1- %x+x =1 +%x, |IRQ| = x en |AR| = 2 (straal van de cirkel).

2
AAQR is een rechthoekige driehoek, dus (1 + %x) + x2 = 22 (stelling van Pythagoras).
Haakjes wegwerken geeft 1411"2 + x — 3 = 0, met de abc-formule vind je x = % VXx=2.

Alleen x = g voldoet.
T ligt op lijnstuk A B en is het snijpunt van de loodlijn op lijnstuk AB door M.

IAMI=2—F,IMT|=g+ren |AT|=1.

2
2-r?= (g + r) + 12 (stelling van Pythagoras).
Haakjes wegwerken geeft:

4-Ar+r2 = 36+%r+r2+1

25
32, _ 39
"5 =25
_ 39

' = 7160

De afstand van het eerste schip ten opzichte van S is a; = 80 — 20¢t, met t in uren en a in km. Voor
het tweede schip geldt zo a, = 60 — 10t. De koersen van de schepen liggen loodrecht op elkaar, dus
de onderlinge afstand tussen beide schepen is:

a=1(80—20t)% + (60 — 10t)2 km.

Gebruik de grafische rekenmachine.
Voer in: Y1=v((80-20X)"2+(60-10X)"2) met venster bijvoorbeeld: [0,10] x [0,50].
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a is minimaal als t = 4,4 en een afstand van ongeveer 17,89 km.

16a |PQ|=(-120—-0)2 + (-35—12)% = V16609 ~ 128,88.

b Hetmiddenis M = (12240 -35412) _ (_60;-11,5) en|OM| = {(-60)2 + (-11,5)2 = y3732,25 ~ 61,09.
17  Neem A(-3,0), B(3,0) en C(0,4).

Je krijgt dan P = (=32,%2) = (-1,5;2) en @ = (32,%%) = (1,5; 2).
Daaruit volgt dat PQ evenwijdig is met AB (zelfde y-waarde) en |[PQ| =3 = %lABl.

Omdat AABS ~ AQPS is 0ok |SQ| = £|AS| en [PS| = 1|BS|.
En daarom is AS : SQ=BS:BP=2:1.
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8.2 Lijnen

x+3y=10envul (1,3)in,dusx=1eny =3:
1+ 3-3 =10 dus de coordinaten van A voldoen inderdaad aan deze vergelijking.
x+3y=10envul (4,2) in,dus x=4en y=2:

4+ 3-2 =10 dus de codrdinaten van B voldoen inderdaad aan deze vergelijking.

Ga bijvoorbeeld uit van y = mx + n. De helling is % snijpunt met de y-as is (0,3%).
o 1 1
Danvind je y =-3x +33.

Xx+2y=6endusy=- %x + 3. Breng deze in beeld met je GR en de lijn gaat door de roosterpunten
('415)' (_ 2'4)1 (0'3)1 (212) en (411)

XxX—2y=6endusy= %x — 3. Breng deze in beeld met je GR en de lijn gaat door de roosterpunten
(-4,-5), (-2,-4), (0,-3),(2,-2) en (4,-1).

Je zoekt dus alle roosterpunten met x = 3.

Dus (3,-3), (3,-2), (3,-1), (3,0), (3,1), (3,2) en (3,3).

Je ziet in de uitleg hoe lijn AB de vergelijking y = - %x + 2% krijgt.

Je vermenigvuldigt deze vergelijking links en rechts met 3. Dit levert 3y = - x + 7 op en daarna tel je

aan beide zijden x op. Je krijgt x + 3y = 7.

Richtingscoéfficiént is - % Dit getal betekent dat elke toename van x met 1 een toename van y met

- % tot gevolg heeft.

A(1,2) invullen: 2 =a + b.
C(1,4) invullen: 4 =a+b.
Dit geeft 2 = 4 en dat kan niet.

Beide punten voldoen aan deze vergelijking, want beide hebben x-codrdinaat 1.

De eerste twee vergelijkingen kun je herleiden tot y = - %x +3:

e 2x+4y=12wordt4y =-2x + 12 en dan beide zijden delen door 4.
e X+2y=6wordt 2y =-x + 6 en dan beide zijden delen door 2.

De vergelijking wordt dan qy =r, dus y = %, dus % is een constante. Dit betekent dat alle punten

van deze lijn dezelfde y-waarde hebben. De lijn loopt dus horizontaal en dus ook evenwijdig aan de
x-as.

De vergelijking wordt dan px =r, dus x = %, dus % is een constante. Dit betekent dat alle punten
van deze lijn dezelfde x-waarde hebben. De lijn loopt dus verticaal, evenwijdig aan de y-as.

Er is geen richtingscoéfficiént.

r

De vergelijking wordt gx + qy =rendus x + y = i

Dit kun je schrijven als y = -x + % en dus is de richtingscoéfficiént gelijk aan - 1.

Dan krijg je px+qy=0endus y =- %x; deze lijn gaat door de oorsprong O(0,0). Dit heet ook wel
een rechtevenredig verband.

Herleid de vergelijking tot y = 3x —6,5.

Dus de richtingscoéfficiént is 3.

Schrijf de lijn als x = 3,5.
Dit is een verticale lijn en heeft dus geen richtingscoéfficiént.

Schrijf de vergelijking als y =-1,5x + 7,5.
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De richtingscoéfficiént is dus - 1,5.

d Schrijf de vergelijking als 2x + 4y = 10 en herleid deze tot y =-0,5x + 1,25.
De richtingscoéfficiént is dan -0,5.

e Schrijf de vergelijking als y = 0x — 5.
De richtingscoéfficiént is dan 0.

f Schrijf de vergelijking als y = - %x + %.

De richtingscoéfficiént is dan -0,2.

7 Je berekent eerst de richtingscoéfficiént:
g = 25=-35 _ 30
- 12--22 7 17

De vergelijking wordt dan y = %x +b.
Daarin vul je (bijvoorbeeld) S(12,25) in:

30
25 = 30.12+b

360

65
b =17

Je krijgt: y = %x + % ofwel 30x — 17y =-65.

Neem je x = 0 dan krijgje y = % en dus wordt het snijpunt met de y-as (0,%).
. _ o _ 65 _ 13 s 13
Neem je y = 0 dan krijg je x = - 35 =- 5 en dus wordt het snijpunt met de x-as ( T'O)'

8 De lijn heeft een vergelijking van de vorm y = -12x + b. Vul T(38,-15) in en je krijgt b = 441. De
vergelijking wordt dus y = -12x + 441. Dat kun je omschrijven naar 12x + y = 441

Neem je x = 0 dan krijg je y = 441 en dus (0,441).

Neem je y = 0 dan krijg je x = % en dus (%,0) = (36,75;0).

9 Lijn m is evenwijdig aan lijn I en heeft dus dezelfde richtingscoéfficiént, namelijk 2. Een vergelijking
van lijn mis dus y = 2x+b. De waarde van b kun je berekenen door P(0,10) in te vullen: 10 =2-0+b
en dit levert b = 10 op. Een vergelijking van lijn m is dus y = 2x + 10. Deze kan ook geschreven
worden als -2x + y = 10 en dit is van de vorm px + qy =r:

p=-2
q=1
r=10

10 a Begin met het zoeken van twee punten op de lijn. Kies om te beginnen punten waarin x =0 of y = 0.
« X+ y =6 gaat door (6,0) en (0,6).
« y = 2x gaat door (0,0) en (1,2).
e X —2y =4 gaat door (4,0) en (0,-2).
« x =5 gaat door (5,0) en (5,3).

N
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Het snijpunt dat het dichtst bij de oorsprong ligt, is het snijpunt van de lijnen y =2x en x — 2y = 4.

2x = 0,5x -2
1,5x = -2
1
X = -lg
y=2x=2--13=-2%

Het snijpunt is ( 1 % - 2%)
Herleid eerst alle vergelijkingen:
o Iwordty=-305x+2

e mwordt x =-2,4

e nwordt y=-3,5x+2

e« pwordty=-3,5x+7,5

. qwordty=%x+5

o r blijft y=-3,5x+3

Lijnen met dezelfde richtingscoéfficiént zijn evenwijdig of vallen samen (als ze dezelfde vergelijking
opgeleverd hebben). Dus zijn I, n, p en r evenwijdig (of vallen ze samen).
Zie de uitwerking bij a. [ en n vallen samen.
Geen enkele vergelijking hoort bij een roosterlijn (zie de uitwerking bij a).
3-0 _ 3

De richtingscoéfficiént van | is 5— = &

De lijn heeft als vergelijking y = %x +b.

ulo

Bijvoorbeeld punt A invullen geeft b = -

Dus vind je y = %x — g en dit kun je herleiden tot 3x — 5y = 6.

Deze lijn heeft dezelfde richtingscoéfficiént als die bij a.

De vergelijking is daarom y = %x + b.

Punt C invullen geeft b=5endus y = %x +5.

Dit herleid je tot 3x — 5y =-25.
Je kunt dit op verschillende manieren aanpakken.
Manier 1:

« Teken eerst de lijn door twee punten te bepalen: (6,0) en (0, - 3).
« Spiegel die twee punten tot (6,0) en (0,3).
« Stel de vergelijking op van de nieuwe lijn: y =-0,5x + 3 ofwel x + 2y = 6.

Manier 2:

- Bedenk dat bij spiegelen in de x-as (x,y) overgaat in (x, - y).
« Vervang in de gegeven vergelijking x door x en y door - y.
o Jevindt x —2(-y) =6 ofwel x + 2y = 6.

Je kunt dit op verschillende manieren aanpakken.
Manier 1:

« Teken eerst de lijn door twee punten te bepalen: (6,0) en (0, - 3).
« Spiegel die twee punten tot (-6,0) en (0, - 3).
» Stel de vergelijking op van de nieuwe lijn: y =-0,5x — 3 ofwel x + 2y =-6.

Manier 2:

« Bedenk dat bij spiegelen in de y-as (x,y) overgaat in (- x, y).
« Vervang in de gegeven vergelijking x door - x en y door y.
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o Jevindt-x—2y =6 ofwel x+2y =-6.

¢ Je kunt dit op verschillende manieren aanpakken.

14 a

15 a

16

Manier 1:

« Teken eerst de lijn door twee punten te bepalen: (6,0) en (0, - 3).

« Spiegel die twee punten tot (0,6) en (- 3,0).

» Stel de vergelijking op van de nieuwe lijn: y = 2x + 6 ofwel -2x + y = 6.
Manier 2:

« Bedenk dat bij spiegelen in de lijn y = x het punt (x,y) overgaat in (y,x).

« Vervang in de gegeven vergelijking x door y en y door x.

e« Jevindt y—2x =6 ofwel -2x+ y =6.

Snijpunt x-as betekent dat y = 0. Vul dit in de vergelijking van [ in: 2x =0+ 7 =0dus 2x+7 =0 en
dan volgt x = -3,5. Het snijpunt is dus (- 3,5; 0).

Snijpunt y-as betekent dat x = 0. Vul dit in de vergelijkingvan [ in: 2-0—y+7 =0dus y = 7. Het
snijpunt is dus (0,7).

Bereken eerst de richtingscoéfficiént van m. Dit kan door de vergelijking van k te herschrijven naar
de vorm y = ax + b. Dit wordt y = -1,5x + 3. Lijn m heeft dus 60k richtingscoéfficiént - 1,5 en gaat
door (0,10). Door deze gegevens in te vullen in de vergelijking y = ax+ b vindje 10 =-1,5-0+b en
dus geldt dat b = 10. Een vergelijking van mis dus y =-1,5x + 10. In de vorm ax + by = ¢ wordt dit
1,5x + y =10.

Dit kan op verschillende manieren. Herleid bijvoorbeeld de vergelijking van m naar y =-1,5x + 10
zoals je bij b hebt gedaan. Substitueer dit in de vergelijking van I: 2x — y + 7 = 0 wordt dan

2x — (-1,5x+10) + 7 = 0. Dit wordt 2x + 1,5x — 10+ 7 = 0 en dus 3,5x = 3 zodat x = g. Dit

levert ingevuld in I of m voor y de waarde 8% op. Dus (g; 8%)

Bereken eerst de snijpunten van de gegeven lijn met beide assen: (%,O) en (0,4). Omdat deze lijn ook

door D gaat (controleren door dit punt in te vullen) is de gegeven lijn de lijn door D(1,1) en E(0,4).
Nu kun je alle andere hoekpunten van de ster vinden, omdat het spiegelbeelden zijn bij spiegeling
in de x-as, de y-as of de lijn y = x. En daarmee stel je dan alle andere vergelijkingen op.

Je vindt:

DE:3x+y=4
AH:3x+y=-4
EF:-3x+y=4
AB:-3x+y=-4

CD: x+3y=4
GH: x+3y=-4
BC:x-3y=4

FG: x—-3y=-4
IDE| = {12 +32 =10
De omtrek van de ster is dus 8 - V10 = 25,30.

De oppervlakte is4-%-2-3+4= 16.

Elke lijn die niet evenwijdig is met de y-as heeft een vergelijking van de vorm y = ax + b. Als zo'n
lijn loodrecht staat op de lijn y = nx, is a afhankelijk van n.

Een richtingscoéfficiént van n betekent: als je x met 1 verhoogt, wordt y met n verhoogd. Er past
daarom een rechthoekig driehoekje van 1 horizontaal bij n verticaal tegen die lijn.

Bij een lijn die hier loodrecht op moet staan, wordt dit driehoekje n horizontaal bij -1 verticaal. En

dat driehoekje is gelijkvormig met een driehoekje van 1 bij - % Van zo’n lijn is de richtingscoéfficiént

1
dus-ﬁ.
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De algemene vorm van een lijn loodrecht op y = nx is daarom y = % -X +b.

Dercvanlis % = -2, dus de vergelijking is y = -2x+b. Een gegeven punt invullen geeft b = 25.

Dus y =-2x + 25 ofwel 2x + y = 25.
Bij a heb je de rc al berekend: de rc is - 2.
Het snijpunt met de x-as vind je door y = 0 te nemen. Dit geeft (12,5;0).

Het snijpunt met de y-as vind je door x = 0 te nemen. Dit geeft (0,25).

Herleid de vergelijking van [ tot y = %x —4.
De lijn door P heeft dezelfde richtingscoéfficiént en is daarom y = %x +b.

Punt P invullen geeft b = - % De vergelijking is dus y = %x - % Je kunt dit nog omschrijven naar
4x — 5y = 2, maar dat hoeft niet.

Manier 1:

« de richtingscoéfficiént wordt nu - % en het snijpunt met de y-as wordt (0,4).

« de vergelijking wordt dus y = - %x +4.

Manier 2:

» de vergelijking van l is 4x — 5y =20

* (x,y) wordt (x,-y) dus de vergelijking wordt m : 4x + 5y = 20
Manier 1:

« de richtingscoéfficient wordt nu % en het snijpunt met de y-as wordt (0,5).

« de vergelijking wordt dus y = %x + 5.

Manier 2:

« de vergelijking van I is 4x — 5y =20
e (x,y) wordt (y,x) dus de vergelijking wordt 4y — 5x = 20 ofwel n: 5x —4y = -20.
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8.3 Cirkels

De punten die aan deze vergelijking voldoen liggen op een rechte lijn door (0,6) en (- 3,0).

Gebruik GeoGebra en voer deze formule in. Je ziet een cirkel ontstaan met straal 5 en middelpunt
(0,0).

Hier staat x =-2 v x = 2. Dit worden twee verticale roosterlijnen.

Ook dit kun je in GeoGebra invoeren en kijken wat er ontstaat. Je zou eigenlijk moeten weten dat dit
een formule van een parabool is.

Vul de punten in de vergelijking in:

e (1,3) geeft (1 — 4)2 + (3 - 3)2 = (- 3)2 =9 en dat klopt.

« (4,0) geeft (4 —4)% + (0 - 3)2 = (-3)%2 = 9 en dat klopt.

e (7,3) geeft (7 — 4)2 + (3 - 3)2 =32 =9endat klopt.

o (4,6) geeft (4 — 4)2 + (6 — 3)2 =32 =9 en dat klopt.

Invullen geeft (6,5 — 4)2 + (1 —3)% = 10,25 > 9.

En dus is de afstand van dit punt tot M (1,2) meer dan 3. Het punt ligt buiten de cirkel.

De getallen die tussen de haakjes staan bij x en y veranderen als je het middelpunt verandert. Het
getal dat rechts van het isteken staat veranderd als je de straal verandert.

2 2
x“+y* =25
Het middelpunt is (0,0) en alle punten van de cirkel bevinden zich op afstand 5 van het middelpunt.

(x=3)2+(y-1)>2%=22=4
Middelpunt (-4,6) en straal J15.

Met behulp van kwadraat afsplitsen kun je zo’n vergelijking weer herleiden tot (x — 4)24( y- 3)?2=09.
En daarvan is het middelpunt (4,3) en de straal Vo =3.
De afleiding met behulp van kwadraat afsplitsen:

x2+y2-8x—6y+16 = 0

x2-8x+y2-6y+16 =
(x=4)2-16+(y—3)>-9+16

(x-4)2%+wy-3)2%-9

0
0
0
(x-4)2+@y-32=9

In dit geval kun je een roosterpunt op de cirkel vinden door in te zien dat v10 = v9 + 1 = 132 + 12,
Alle punten die 3 rechts of links van M en tegelijk 1 onder of boven M liggen zijn roosterpunten van
de cirkel. Bijvoorbeeld (4 + 3,2 + 1) = (7,3). Ook punten die 3 boven of onder M liggen en 1 links of
rechts daarvan liggen op de cirkel.

Je vindt (3,-1), (5,-1), (3,5), (5,5), (1,1), (1,3), (7,1), (7,3).
De cirkel heeft middelpunt M (1, -2) en straal J13.

Omdat v13 = +/9 + 4 = {32 + 22, liggen de roosterpunten van de cirkel 3 rechts of links en 1 onder
of boven M of 3 onder of boven en 1 links of rechts van M.

Jevindt (-1,-5), (3,-5), (-1,1), (3,1), (-2,0), (-2,-4), (4,0), (4,-4).

V7 =4y1+46=+2+5=+3+4, maar in al die gevallen heb je geen twee kwadraten.
De vergelijking wordt (x — 3)%+ (y— 4)? = r2 en P invullen geeft (-1 — 3)%+(7-4)% =42 432 =25,

De complete vergelijking wordt (x — 3)% + (y - 4)? =25,
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Om te controleren of deze cirkel door (0,0) gaat vul je dit punt in: (0 — 3)2 + (0 — 4)2 = 25 en dat
klopt.

Kwadraat afsplitsen geeft (x + 5)2 25+ (y - 6)2 —36=0endus (x + 5)2 +(y - 6)2 =61.
Middelpunt O(-5,6) en straal J61.

Gauitvan x2+ y2+4x—10y+27 = 0, en pas kwadraat afsplitsen toe: (x + 2)2 +(y — 5)2—=29+27 = 0

en (x + 2)2 +(y - 5)2 = 2. De cirkel heeft dus als middelpunt M (-2,5) en een straal van V2.

Ga uit van de vergelijking van cirkel ¢ : (x — D2+ (y— 1)2 =2 en werk de haakjes weg, je vindt dan
x2 —2x+1+ y? -2y +1 =2 en dit gaat over in x? — 2x + y2 — 2y = 0, de vergelijking van cirkel
d. Ze zijn dus hetzelfde. Je had natuurlijk ook kunnen beginnen met de vergelijking van cirkel d, en

deze door middel van kwadraat afsplitsen kunnen herleiden. Maar dat was in dit geval minder snel
geweest (maar wel goed!).

De vergelijking wordt (x + 4)2 + (y+ 2)% =20

Middelpunt: (-4,-2)

Straal: v/20

De vergelijking wordt (x + 4)2 + (y+ 2)%2=-10

Omdat v-10 geen reéel getal is, kun je geen straal bepalen. Deze figuur bestaat niet.
De vergelijking wordt (x + 4)% + (y+ 2)2=0

Omdat 0 = 0 is dit een cirkel met middelpunt (-4,-2) en straal 0. Dus dit wordt alleen het punt
(-4,-2).

De vergelijking is (x — 2)2 +(y — 0)2 =72
Vul C in en je krijgt (0 — 2)2 + (5 — 0) = 29. De vergelijking wordt (x — 2)2 + y2 = 29.
Het middelpunt van de cirkel is het midden van lijnstuk BC, dus (72L0,3“2L—5) = (3,5;4).

De cirkel is daarom (x — 3,5)2 +(y - 4)2 = r2. Punt C invullen geeft r2=13,25.
De gevraagde vergelijking is dus (x — 3,5)% + (y— 4)? =13,25.

Vul je hier punt A in, dan krijg je geen gelijkheid, dus A ligt niet op de cirkel.
De vergelijking wordt (x — 4)% + (y— 6)2 = 52.

Middelpunt: (4,6)

Straal: V52

De vergelijking wordt (x — 2,5)% + y2 =6,25.

Middelpunt: (2,5; 0)
Straal 2,5

De vergelijking wordt (x — D2+ (y+ 5)% =-1.
Geen cirkel, want V-1 bestaat niet.

Deze vergelijking kun je niet in de vorm (x — a)® + (y—- b)? = r2 brengen, dus geen cirkel.

Deze drie punten liggen op de hoekpunten van een vierkant, dus het middelpunt M van de cirkel is
het midden van lijnstuk PQ.
Daaruit volgt M = (2,2).

De cirkel heeft vergelijking (x — 2)% + (y - 2)2 =r2,
Punt O(0,0) invullen geeft r2=8.
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Dus (x —2)2 + (y—2)2 =8
De snijpunten van de lijn met de assen zijn (3,0) en (0,2).

Het middelpunt van de cirkel is daarom (?’er—()%) = (1 1 1).

2
De cirkel gaat door A en dus vind je (x — 1%) +(y— 1?2 = 3%
Ga uit van de gegeven vergelijking: ¢ : X2 +y2+px+12=0
X2+ px+y2+12 =0

(x + %p)z—}IpZ +y2+12 =0

(x + %p)2 +y2 = 1p2-12

Dit stelt een cirkel voor met een straal groter dan 3 als }Ipz —12 > 32. Los dus deze ongelijkheid op:
%p2 —12 > 9, dan volgt %pz > 21 en p? > 84. Dus als p <-v84 en p > /84 dan is de straal van de
cirkel groter dan 3.

Ga uit van de algemene vergelijking van een cirkel: (x — a)? +( y- b)2 = r2. Vul hierin een keer punt
A en een keer punt B in:

Punt A: (0 — a)? + (0 — b)? =25 dus a? + b2 =25

Punt B: (6 — a)2 + (0 — b)% = 25 dus 36 — 12a + a? + b2 = 25

Nu is het nog een kwestie van een stelsel oplossen van a2 + b2 = 25 en 36 — 12a + a? + b2 = 25. Trek
de onderste van de bovenste af en je vindt 36 — 12a + 25 = 25 dus a = 3.

Vul a = 3 nu in bij a2 + b2 =25 enjevindt 9+ b2 =25dusb=-4v b =4.

Er zijn dus twee cirkels die aan het gevraagde voldoen: (x — 3)2 + (y— 4)2 = 25 en

(x=3)2+(y+4)2=25

De diagonalen van een rechthoek zijn even lang en delen elkaar in gelijke delen. Elke rechthoeki-
ge driehoek is een halve rechthoek: de hypotenusa is een van de diagonalen. Het midden daarvan
ligt daarom even ver van elk van de hoekpunten van de driehoek. En dus kun je met dat punt als
middelpunt een cirkel door de drie hoekpunten tekenen.

De rechthoekige driehoek heeft hoekpunten O(0,0), A(a,0) en B(0,b). De schuine zijde (hypotenusa)

1

is AB. Het midden van de schuine zijde is M (%a,jb). De cirkel met dit punt als middelpunt en door

2 2
0(0,0) heeft vergelijking (x — %a) + (y — %b) = %(12 + %bz.

Ga nu na dat ook de punten A en B op deze cirkel liggen door hun codrdinaten in te vullen in deze
vergelijking.

|PF| = \/x2 +(y— 2)2 =y, dus: y2 =x2+ (y— 2)2 en na uitwerken volgt
y2 =x2 + y2 — 4y + 4 en dit herleid je tot 4y = x2 + 4.
Voer in: Y1=(1/4)X"2+1

De parabool is nu 90° gedraaid. Het idee is hetzelfde als bij a.
Noem het punt op de parabool Q, dan is:

|QB|=\/y2+(x—2)2=y,endus4x=y2+4.

Parabool wordt gespiegeld in de lijn met vergelijking y = x
De algemene vergelijking van een cirkel is (x — a)® + (y - b)? = r2 waarin het middelpunt M (a,b)

en de straal r is. Dusis M(2,-1) en r2 = 13 zodat r = J13.

(5,1) invullen geeft (5 — 22+ 1+ 1)2 = 13 en die berekening klopt.
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1-22+B+1)2%>13

De vergelijking van c is te herleiden tot (x — 3)% + (y+ 2,5)2 = 15,25

Het middelpunt is (3;-2,5). De straal is +/15,25.

Maak een tekening. Het middelpunt M (3,4) is het snijpunt van de lijn y = 4 met de middelloodlijn
van AB. De vergelijking wordt (x — 3)% + (y— 4)?2 = r2. Het punt A moet er op liggen en kun je dus
invullen. Dit geeft r2 = 20.

De vergelijking wordt (x — 3)% + (y — 4)? = 20.

Omdat v20 = V42 + 22 liggen alle roosterpunten van de cirkel 4 links of rechts en 2 onder of boven
het middelpunt, of 2 links of rechts en 4 onder of boven het middelpunt.

Je vindt dan de roosterpunten (1,0), (5,0), (1,8), (5,8), (-1,2), (-1,6), (7,2), (7,6).

PAGINA 116



e MEETKUNDE p ANALYTISCHE MEETKUNDE

8.4 Snijden en raken

V1 a Lijndoor (0,5) en (10,0): y=-0,5x +5.
Cirkel met middelpunt O en straal 5: x2 + y?2 = 25.
b Snijpunten zijn (0,5) en (4,3).
De gevraagde afstand is V42 + 22 = /20 cm.
c +20-10 = 44,7 km.

la l:y=-%x+4enm:y=%X—Sgeeft:

1 _ 3
'7X+4 = ZX_?)

-2x+16 = 3x—-12
5x 28
X = 5,6

Het snijpunt wordt (5,6; 1,2)

b l:y=- %x + 4 invullen in de andere vergelijking geeft

3x —4(-3x+4) = 12
3x +2x—16 = 12
5x = 28

x = 5,6

Weer krijg je (5,6;1,2)

c Xx+2y=28
3x—-4y =12
geeft
2x+4y =16
3x—-4y =12

Nu beide vergelijkingen optellen (want dan valt y weg):
5x =28
en dit geeft x = 5,6.
Weer vind je (5,6;1,2).
2 a Neem bijvoorbeeld de substitutiemethode.

Schrijff m: x =-4y + 10 en vul dit in de andere vergelijking in: 2(-4y + 10) — 3y = 6.
Dit geeft: -8y +20 -3y =6endus-11y =-14 zodat y = %.

Danisx =-4- % +10= %. Het snijpunt wordt (4ﬂ 1%)
b De vergelijking van I levert meteen op x = - 3.

Dit vul je in de andere vergelijking in: - 15+ 2y = 20 geeft y = % = 17%.

Het snijpunt wordt ( 3,17%).

3 Gebruik de balansmethode als je veel gereken met breuken wilt vermijden.
5x -3y =15
2x -6y =11

WISKUNDE B TWEEDE FASE VWO PAGINA 117



10

<)

wordt:
10x —6y =30
2x -6y =11

Beide vergelijkingen van elkaar aftrekken: 8x = 19 geeft x = 2%.

Dit moet je nog wel in een van beide vergelijkingen invullen: 2 - 2% —6y=11geefty=-1 21—4. Het
snijpunt wordt (2%, - 1%).

De vergelijking van m kun je meteen invullen in die van I: 2x + 3(4 - %x) =6 geeft 12 = 6.

Dat is onmogelijk, dus je kunt geen x en ook geen snijpunt berekenen.

Je kunt de vergelijking van I herleiden tot y = - %x + 2 en die van m tot y = - %x + 4. Beide lijnen

hebben dezelfde richtingscoéfficiént, dus ze zijn evenwijdig.

Lijnen niet evenwijdig: één oplossing.

Lijnen vallen samen: oneindig veel oplossingen.

Lijnen evenwijdig en niet samenvallend: geen oplossing.

Probeer de snijpunten te berekenen en je zult zien dat het niet lukt.

Als je beide vergelijkingen omschrijft naar y = ..., dan zie je dat beide lijnen dezelfde rc hebben
en dus evenwijdig zijn (zonder samen te vallen omdat de vergelijkingen toch verschillend zijn; de
snijpunten met de y-as zijn verschillend).

Het aantal snijpunten is 0.

Probeer de snijpunten te berekenen en je zult zien dat het niet lukt, maar er ontstaat wel iets dat
altijd waar is.

Als je de vergelijkingen omschrijft naar y = ..., dan zie je dat beide lijnen dezelfde rc hebben en
dezelfde constante hebben; dus hetzelfde snijpunt met de y-as. Beide lijnen vallen dus samen, beide
vergelijkingen beschrijven dezelfde lijn.

Er zijn oneindig veel snijpunten, omdat elk punt van de lijn voldoet aan beide vergelijkingen.
m: y = 2x — 4 invullen in de cirkelvergelijking geeft x2 + (2x — 4)? = 25.

Dit levert op: 5x2 —16x —9 =0 en dus x =-0,49 vV x = 3,69.

De snijpunten zijn (-0,49;-4,98) en (3,69; 3,38).

0,1, of 2.

Vul de vergelijking van k in die van c in: x2 + (-0,75x + 6,25)% = 25

Dit levert op: 1,5625x2 — 9,375x + 14,0625 = 0 en met de abc-formule: x = 3.

Er is maar één snijpunt, namelijk (3,4).

m:y=- %x + % invullen in de vergelijking van I geeft 2x — (-%x + %) = 2 en dus %x = %, zodat
x= 10

2x —y =2

x+3y=4
omschrijven naar

2x—y=2

2x+6y=28

Beide vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft: -7y =-6endus y = g.

Dit moet je nog invullen in één van beide gegeven vergelijkingen.
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Snijpunt (% g) .

m: x = 10—4y invullen in de vergelijking van [ geeft 2(10 —4y)—-3y =6endus y = %. Dit invullen

geeft x=10-4. % = 4%. Dus je krijgt (4%,1%).

I herleiden naar y = -3 en invullen in de vergelijking van m geeft x = 5%.
Dus je krijgt (5% - 3).

y=4-— %x invullen in de vergelijking van I geeft 2x — 3(4 — %x) = 6.
Hieruit volgt: 4x = 18 en dus x = 4%. Hierbij vind je y = 1.

Dus het snijpunt is (4%,1).
Nu wil je p berekenen als I en m, geen snijpunt hebben. Weer schrijf je de vergelijking van [ als

y = 2x —2.Vul dit in de vergelijking van m,, in: x + p(2x — 2) = 4. Dit geeft: (1 + 2p)x =4+ 2p. Deze

p
laatste vergelijking heeft geen oplossingen als 1 + 2p = 0 en 4 + 2p # 0. Dus alleen voor p = -0,5

hebben I en m,, geen oplossing.

[:x =12 -5y invullen in de vergelijking van m, geeft: p(12 -5y) -y = 4.
Dus je vindt: 12p — 5py — y =4.

Er is geen oplossing als de y wegvalt, dus als -5p = 1. Dat geeft p = - %

Het beste kun je nu in de vergelijking van c, de haakjes wegwerken: x2 + y2 —4x — 6y = -4.

Vervolgens pas je de balansmethode toe op het stelsel:

X2 +y2—4x—-6y=-4
x%2 +y?2 =25

Je ziet dat door de beide linkerzijden en de beide rechterzijden van elkaar af te trekken er een lineaire
uitdrukking overblijft: -4x — 6y =-29 ofwel: x =-1,5y + 7,25.

Dit vul je in een van beide cirkelvergelijkingen in: (-1,5y + 7,25)% + y? =25.

Hieruit bereken je de twee y-waarden van de snijpunten. De twee y-waarden vind je dan weer met
x=-1,5y+7,25.

(-1,5y+ 7,25)% + y? =25 oplossen geeft y = 1,7 en y = 5,0.

Dit invullen in x =-1,5y + 7,25 geeft x =4,7 en x =-0,25;

jevindt (4,7;1,7) en (-0,25;5,0).

De x-as heeft vergelijking y = 0.

Dit geeft (x — 3)2 +52 =25endus x = 3. Het enige snijpunt is (3,0).

De y-as heeft vergelijking x = 0.

Dit geeft -3)2 + (y+ 5)2 = 25 ofwel (y+ 5)2 = 16 zodat y=-9vy=-1.

De snijpunten worden (0,-1) en (0,-9).

k : y =1 — x invullen in de cirkelvergelijking: (x — 3)? + (6 — x)% = 25.

Hieruit volgt: 2x% — 18x + 20 = 0 en dus x2 —9x + 10 = 0.

Dit geeft met de abc-formule x = 7,70 v x = 1,30. En deze waarden vul jein y = 1 — x in.

De snijpunten worden (1,30;-0,30),(7,70;-6,70).
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Bij beide vergelijkingen haakjes uitwerken geeft:
x2+y%2-4y=5
x2+y%2-4x=5
Beide vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft -4y + 4x = 0 ofwel y = x.
Dit invullen in de vergelijking van (bijvoorbeeld) ¢, geeft x2+(x—-2)2=9endus2x2-4x-5=0.
Met de abc-formule levert dit x =-0,87 v x = 2,87 op.
De snijpunten zijn daarom (-0,87;-0,87) en (2,87;2,87).

Voor de x-as geldt y = 0, dus x? + 4 = 9 zodat x = -5 v x = V5. Dit levert op (-5,0) en (v5,0).

Voor de y-as geldt x =0, dus (y — 2)2 =9 zodat y =5Vv y =-1. Dit levert op (0,5) en (0,-1).

I gaat door M (0,2) en M,(2,0) en heeft dus vergelijking y =-x + 2.

Dit invullen in de vergelijking van ¢, geeft x2 + (- x)2 = 9 en dus x2 = 4,5. Dus x =-+4,5V x = y4,5.
Je vindt (2,12;-0,12) en (-2,12;4,12).

De vier snijpunten zijn (die van ¢, en | moet je nog uitrekenen): (2,12;-0,12) en (-2,12;4,12) en
(-0,12;2,12) en (4,12;-2,12).

De grootste afstand is die tussen (-2,12;4,12) en (4,12;-2,12). Die is ongeveer 8,8. Maak eventueel
een schets.

Schrijf de vergelijking van de lijn als x = 4-py. Substitueer dit voor de x in de cirkelvergelijking:
@-py)® +y%=4.

Haakjes uitwerken: (1 + p2) y2-8py + 12 = 0. Een dergelijke vergelijking los je op met de abc-
formule. Je vindt dan slechts één antwoord als de discriminant O is. Hier betekent dit dat:
(8p)2—4 -12. (1 + pz) = 0. Ga na dat daaruit volgt: p2 = 3. Je vindt dus twee waarden van p waarbij
de lijn slechts één punt met de cirkel gemeen heeft en dus een raaklijn aan de cirkel is, namelijk:

p=+vV3enp=-43.
y = ax + 3 invullen in de cirkelvergelijking geeft x2 + (ax + 3)? =4 en dus (1 + c12)><2 +6ax+5=0.

D = 0 geeft 36a® —20(1 +a?) = 0 en dus a® = 3.

Dusa=-%\/gva=%\/§.

Bereken de snijpunten van de cirkel met de lijn m. Dit kun je doen door middel van substitutie:
X2 + (4x + p)2 = 25. Werk hier de haakjes weg: x% + 16x2 + 8px + p2 = 25. Herleid vervolgens op O:
x2 +16x2 4+ 8px + p% —25 = 0 en schrijf in de vorm ax? + bx + ¢ = 0 want dan kun je de abc-formule
toepassen: 17x2 + 8px + p%2 —25=0.

Dus dan geldt a = 17; b = 8p; ¢ = p2 — 25. Omdat cirkel en lijn elkaar moeten raken, mag er maar
één oplossing voor x zijn, en dit betekent dat de waarde van de discriminant gelijk moet zijn aan 0.
Dus b2 — 4ac = 0 en dan volgt (8p)2 —4-17- (p2 — 25) = 0. Dit is nu een kwadratische vergelijking
waarin je p moet oplossen:

64p2 — 68p2 +1700 = 0
4p2 = 1700

p=-v425 v p =425

I:y=6—><geeft(><—1)2+(5—x)2 =10endus x2—6x+8=0zodat x =2V x = 4.
Je krijgt daarmee de snijpunten (2,4) en (4,2).

k:x=6-1,5y invullen geeft 5(6 —1,5y) —2y =10endus y = %.

Het snijpunt is (%,%), dus ongeveer (2,84;2,11).
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2 2 _
{ Xty =6 geeft 2x + 2y =-2 ofwel y =-x — 1.

x2+y2-2x-2y=8
Dit invullen in x2 + y2 = 6 geeft x2 + (x + 1)2 =6endusx=1,16 vx=-2,16.
De snijpunten zijn (1,16;-2,16) en (-2,16; 1,16).
2x = y + 6 kun je herleiden tot y = 2x — 6.
Dit geeft ax + 4(2x — 6) = 10 ofwel ax + 8x = 34. Er zijn geen oplossingen als a = -8 want dan

verdwijnt de variabele x uit deze vergelijking.

c:(x—2)2+(y—1)2=1Genl:y=-0,6x+3.

Snijden:
(x —2)%+(-0,6x +2)% = 16
1,36x%2—-6,4x—8 = 0

X

u

-1,03v x=5,73

Dus de snijpunten zijn (-1,03; 3,62) en (5,73;-0,44).
Hun onderlinge afstand is ongeveer 7,9.
c:(x=-3)2+y2=4

Middelpunt: M (3,0)

Straal: 2

Oplossing:
x2+a?x2-6x+5 =0
(1+a?)x?2-6x+5=0

Uit D = 0 volgt 36 — 20(1 + a?) =0 en dus a =-0,8 vV a = 1/0,8.
Oplossing:

x2+(x+b)2—6x+5
2x24+(2b-=6)x+b%2+5 =0

Uit D = 0 volgt (2b — 6)* —8(b2+5)=0endus b2 +6b+1=0enb=-3-y8vb=-3+8.

De vergelijking van de cirkel heeft de vorm: ¢ : (x — 72+ (v - 4)2 =r2,
De lijn x + y = 2 kun je omschrijven naar y = - x + 2.
Invullen in de cirkelvergelijking (x — 7)2 +(-x- 2)2 =r2 endus2x2—10x +53 —r2 =0.

De discriminant ven deze vergelijking moet 0 zijn, dus 100 — 8(53 — r2) = 0.
Dit geeft r2 = 40,5.

De gevraagde cirkel wordt ¢ : (x — 7)2 +(y - 4)2 =40,5.

Schrijf de vergelijkingvan l als y = - %.

De raaklijn heeft vergelijkingr : y = - %x +q.

Snijden met de cirkel geeft x% + ( %x + q)2 —25 =0 en dus 25x2 — 24¢qx + 9q% — 225 = 0.
D= (-24¢)% —4-25-(9¢% - 225) =0 geeft ¢ = -85 v q = 81.

De gevraagde vergelijkingen van de raaklijnen zijn y = - %x + 8% eny=- %x - 8%.

Met de x-as als Al en M (0,15) als mast wordt de grens van het bereik gegeven door de cir-

kel: x2 + (y—15)2 = 900. De cirkel snijden met x-as: y = 0 geeft x2 + 225 = 900 en dus
X =-4Y675V x = Y675. De gevraagde afstand is 2 - Y675 =~ 52,0 km.
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De straal van ¢ is 2a en het middelpunt A(-a,0).
Duscq: (x+ a)2 + y2 =4qa?.

De straal van c, is 2a en het middelpunt B(q,0).
Dus ¢y : (x —a)? + y? = 4a2.

x2 + y? + 2ax = 3a?
x% + y% —2ax = 3a?

geeft 4ax =0 en dus x = 0.

Dit betekent a + y2 = 4a2 zodat y = -@ = -ay3 Vv y = ay3. Dus zijn de snijpunten (O,Gw/g) en
(0,-a\/§).

Neem C(O,aﬁ).

Dan is |AC| = V4a? = 2a en |BC| = Y4a? = 2a. Ook |AB| = 2a.

l:x=12—-4y geeft 2(12-4y) — 3y =-20 en dus y = 4. Snijpunt (-4,4).

l:x=12—-4y geeft (5-4y)?> + (y+3)%> =34 geeft 17y2 -34y =0endus y = 0V y = 2. De
snijpunten zijn daarom (4,2) en (12,0).

{x2+y2—14x+6y=-24
x2+y2+6y=4
geeft -14x =-28 en dus x = 2.
De snijpunten zijn (2,0) en (2, -6).
px —y =15 herleid je tot y = px — 15.
2x + 7(px —15) = 28 geeft 2x + 7px — 105 = 28.

Er zijn geen oplossingen als 7p =-2 dus p = - %
c:(x=22%+(y-12%=16enl:y=-06x+3.

Snijden: (x — 2)? + (-0,6x + 2)? = 16 geeft 1,36x2 —6,4x —8 = 0 en dus x ~-1,03 Vv x = 5,73. Dus de
snijpunten zijn (-1,03; 3,62) en (5,73;-0,44).

Hun onderlinge afstand is ongeveer 7,9.

c:(x=22%2+(y-12%=16enl:y=ax+6.

Snijden: (x —2)2 + (ax + 5)% = 16 geeft (1+a?)x?+(10a-4)x + 13 =0.

D =0 geeft (10a —4)% —=52(1 + a%) = 0 en dus 12a% —~20a -9 = 0. Dus a = 225832 - 5 + 1./13 pe

twee raaklijnen zijn y = (g + %\/ﬁ)x +6eny= (% - %\/ﬁ)x +6.
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8.5 Loodrechte stand

Teken dit. Je ziet dan dat de vergelijking van de lijn y = 2x is.
Het product van de richtingscoéfficiénten is - 1.
De richtingscoéfficiént van p is 0,25 en de richtingscoéfficiént van q is -4.

Als je beide getallen vermenigvuldigt, krijg je 0,25.--4 =-1.

De richtingscoéfficiént van k is % Om dit in te zien herleid je 2x —5y =10 naar y = %x - 2.
Een lijn die daar loodrecht op staat moet een richtingscoéfficiént hebben waarvoor geldt: % -r=-1.

Hieruit volgt dat de richtingscoéfficiént van die loodlijn - % = -2,5 moet zijn.

Ja.
Vul het punt P met de codrdinaten (3,5) in de cirkelvergelijking (x — 1)2 +(y— 2)2 =13 in.

Dit levert (3 — 1)2 + (5 - 2)2 = 13 ofwel 22 + 32 = 13 en dit klopt. P ligt dus op de cirkel.
De richtingscoéfficiént van lijn M P is % De richtingscoéfficiént van een loodlijn daarop is % want

= -1. De raaklijn heeft dus een vergelijking van de vorm y = - %x +b. Vul daarin de codrdinaten

Nlw
wlN

van P in en je vindt b = 7. De raaklijn in P aan c heeft dus vergelijking y = - %x +7.

Punt A ligt op de cirkel (vul de coordinaten ervan maar in). Schrijf de vergelijking van de cirkel als

(x — 2)2 +(y+ 3)2 = 13 en je ziet dat het middelpunt M (2, - 3) is. De lijn OM heeft een richtingscoéf-

ficiént van - % dus de raaklijn heeft een richtingscoéfficiént van % De raaklijn is een lijn met rc %

en door 0O(0,0), dus heeft vergelijking y = %x.

Delinp:y= %x — 3 heeft een richtingscoéfficiént van %.

Wl

De lijn g daar loodrecht op heeft een richtingscoéfficiént r waarvoor geldt % -r=-1,dusr =-

Lijn g moet door O(0,0) en heeft als vergelijking y = - %x.

De richtingscoéfficiént van lijn I is 2,5, dus [ : y = 2,5x.

De richtingscoéfficiént van lijn m is % =-04dusm:y=-0,4x+25,8.

Het product van beide richtingscoéfficiénten is 2,5--0,4 = - 1 en daarom staan beide lijnen loodrecht
op elkaar.
De lijn AB heeft vergelijking y = - %x + 4 en dus een richtingscoéfficiént van - %

Een lijn daar loodrecht op heeft een richtingscoéfficiént r waarvoor geldt % -r=-1,dusr =2.

De lijn door C loodrecht op A B heeft dus als vergelijking y = 2x + 5.

De lijn AB heeft vergelijking y = - %x + 4 en dus een richtingscoéfficiént van - %

Een lijn daar loodrecht op heeft een richtingscoéfficiént r waarvoor geldt % -r=-1,dusr =2.

De lijn door het midden (3;2,5) van AB en loodrecht op AB heeft dus als vergelijking y = 2x — 3,5.

¢ heeft middelpunt M (2, -3), dus de helling van MQ is '3:'66 = - %. De helling van de raaklijn door Q

s 4
is dus 3

De raaklijn is dus van de vorm y = %x + b. Invullen van Q(6, -6):
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4
b=-14
Eigen antwoorden.

M moet even ver van A als van B liggen en moet dus op de middelloodlijn van A B liggen. M moet
ook even ver van B als van C liggen en dus op de middelloodlijn van BC liggen.

De middelloodlijn van A B heeft vergelijking y = -2x + 7. De middelloodlijn van BC heeft vergelijking
y =0,5x — 0,5. Het middelpunt van de cirkel is het snijpunt van deze twee lijnen en dus M (3,1). De

straal van de cirkel is v10.

De cirkel c heeft vergelijking (x — 3)% + (y— 12 =10.

De richtingscoéfficiént van M A is % =- % De raaklijn aan c in A heeft dus een richtingscoéfficiént

3, want-%-3=-1.

De raaklijn heeft dus de vorm y = 3x + b. Nu A(0,2) invullen geeft:
2=3-0+Db, ofwel y =3x+2.

De straal van die cirkel is 1, dus de vergelijking is x? + y2 = 1.

De snijpunten met de x-as (y = 0) zijn B(1,0) en A(-1,0).

De snijpunten met y = ax vind je uit x2 + (ax)? = 1, dus uit (1 +a?)x? = 1 zodat x2 = 14_102 en
1 1
X =- VX =
V14aZ? V14a?

1 a 1 a
) en D|- ——,- ——| op.
V1+a? \/1+¢12) ( V14aZ? \/1+a2) p

Dit levert de snijpunten C(

In AABC geldt:

B = -
! | (x/1+a2 ) + ( 1+c12)

act = (1) +(7)

IABI>=22=4

Er geldt: |AC|2 + |BC|2 =4 = |AB|2. Pythagoras klopt, zodat AABC rechthoekig is, waardoor
ACLBC. Net zo bij andere zijden, dus het is een rechthoek. En dus is ook ZC recht.

Je kunt in plaats hiervan ook laten zien dat het product van de richtingscoéfficiénten van de lijnen
AC en BC gelijk is aan - 1.

In AABD geldt:

|BD|2=(X_‘1_1)2+( Py )2

V1+a? 1+a?
2 _ x—=1 2 -a 2
|AD|* = m+1 + —
+a +a
IAB> =22=4

Er geldt: |AD|2 + |BD|2 =4 = |AB|2. Pythagoras klopt, zodat AABD rechthoekig is, waardoor
AD1BD. Net zo bij andere zijden, dus het is een rechthoek. En dus is ook £D recht.

Je kunt in plaats hiervan ook laten zien dat het product van de richtingscoéfficiénten van de lijnen
AD en BD gelijk is aan - 1.

AB en CD zijn beide diameters van een cirkel en dus even lang. Ook delen ze elkaar middendoor.
Een vierhoek met even lange diagonalen die elkaar middendoor delen, is een rechthoek.

Als een rechthoekige AABC een rechte hoek heeft bij C dan is AB de middellijn van een cirkel door
alle drie de hoekpunten van AABC.
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Dat het midden M van lijnstuk AB even ver van C als van A en B af ligt.

Neem A(a,0), B(0,b) en C(0,0), dan is M(%a,%b).

Laat zien, dat |[MC|=|MA|=|MB| = ,’}IGZ + }Ibz

De gevraagde lijn moet door punt P(120,31) gaan en loodrecht staan op lijn I.

Bereken dan eerst de richtingscoéfficiént van lijn I. Deze is gelijk aan %. Dus de gevraagde lijn
heeft richtingscoéfficiént - %. Gebruik vervolgens de coordinaten van punt P in y =-1,6x + b om de
waarden van a en b uit te rekenen. Je vindt dan y =-1,6x + 223.

Punt S is (10245,59 598 )-

2 2
Dus PS = \1(17%) +(285328)" = 33,77
Bepaal eerst het midden van PQ. Dit is het punt met de coérdinaten (122,34). Dit is dus een punt op

de gevraagde middelloodlijn. De richtingscoéfficiént van de lijn PQ is gelijk aan % Die van de loodlijn
dus - % Gebruik de coordinaten (122,34) en de gevonden richtingscoéfficiént voor de middelloodlijn
iny=ax+benjevindt y =-%x+ 115%.

De richtingscoéfficiént van AB is % dus die van elke loodlijn daarop is % =-2,5.

y =-2,5x+ b door C geeft b = 10, dus de gevraagde vergelijking wordt p : y =-2,5x + 10.

Losop 0,4x +2 =-2,5x + 10 en je vindt x = %.

Het snijpunt is D(233,355 ) = D(2,76; 3,10).

|AB|=(5—-0)% + (4—2)% =29

o= {(2-25)"+ (5-35)" = H/2

De gevraagde oppervlakte is % 429 %m =5,5.

De coordinaten van A voldoen aan de gegeven vergelijking en dus ligt dit punt op ¢. Om na te gaan

dat B buiten de cirkel ligt, herleid je de cirkelvergelijking tot (x — 4)2 4 ( y- 2)% = 25. Het middelpunt
van de cirkel is M (4,2) en de straal is 5. Nu moet je alleen nog nagaan dat |[BM| > 5. Dat kan met de

stelling van Pythagoras. Je vindt dan dat |[BM| = 5v2

Lijn AM heeft een richtingscoéfficiént van %, dus de raaklijn heeft een richtingscoéfficiént van - %.

De raaklijn gaat door A(8,5) en heeft dus vergelijking y = - %x + 15%.

De richtingscoéfficiént is onbekend, dus (bijvoorbeeld) a. Je krijgt dan y = ax + b en omdat beide
lijnen door B(-3,3) moeten gaan, geldt b = 3 + 3a.

Vul y = ax + 3 + 3a in de cirkelvergelijking in en werk de haakjes weg. Je vindt dan y = %x + 5% en

yz-%x—l.

De zwaartelijn door C gaat door de oorsprong, dus y = %x.

Het midden M van BC is M(agb,%).
(2)_0 c
Richtingscoéfficiént AM = -2f— = =2+ = =2
aib g = 3ab = 3atb
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Invullen van bijvoorbeeld A(-a,0) levert y = ﬁx + %.

. . 1 s 1, 1
s X+ 3995 = £ X geeft (% - Ti—b)x = 5o%% en hieruit volgt x = 3b. Je krijgt zo Z(gb,gc).

Voor de derde zwaartelijn geldt y = ==+ x — ==-+. Het punt Z voldoet aan deze vergelijking.

Neem OA als middellijn van een cirkel. Omdat OP en AQ hoogtelijnen zijn, zij de hoeken bij P
en Q recht. De stelling van Thales zegt dat als de schuine zijde van een rechthoekige driehoek de
middellijn van een cirkel is, dat het hoekpunt bij de rechte hoek dan op die cirkel ligt. Dat is het
geval bij zowel P als Q. O, A, P en Q liggen dus alle vier op dezelfde cirkel.

Stel vergelijkingen op van de lijnen waarmee je de coordinaten van P en Q kunt uitrekenen.

Lijn OP wordt -x + 2y = 0 en lijn AB wordt -2x — y = -10. Deze snijden levert het punt P(4,2).
Lijn AQ wordt -x — 3y =-5 en lijn OB wordt -3x + y = 0. Deze snijden levert het punt Q(0,5; 1,5).
Middelpunt van de gevraagde cirkel is het midden van OA. Je vindt het middelpunt M (2,5;0). Je

hebt dan (x — 2,5)% + y? =r?. Vul dan één van de vier punten in om de cirkelvergelijking te vinden:

(x —2,5)% + y2 = 6,25.

Raaklijn in P: y = -0,75x + 5. Raaklijn in Q: y = $x — 2. Snijpunt 5(2; 3,5).

Neem AABC met A(-a,0), B(b,0) en C(0,c) (a, b en c zijn positief). De hoogtelijn door C is dan

ab

x =0, dieuit Ais y = %x + - endieuit Bis y = - %x + %. Alle drie de hoogtelijnen gaan door

ab
H(0,42).
Maak zo nodig een schets voor het overzicht.

Je zietdat r,,-r, =-1, dus m en n staan loodrecht op elkaar. ABC is dus een rechthoekige driehoek,
met AC als schuine zijde. De stelling van Thales zegt dat het middelpunt van de omschreven cirkel

van ABC midden op de lijn AC ligt, en deze dus een straal %lACl heeft.

Nu is het een kwestie van de coordinaten van A en C bepalen:

3 1
ZX+2_-§X+7
Sy —
ZX_S
x =4

Dat geeft y =5, en A ligt dus op (4,5). Punt C:

ax+2 = 2x—13
%x=15
x =12

Dat geeft y =11, en C ligt dus op (12,11).
Noem het middelpunt van de omschreven cirkel M. Dan ligt M dus op (8,8). Verder is

|AC| = \/(12 - 4)2 + (11 - 5)2 = 10, dus de straal van de omschreven cirkel is 5.

De vergelijking van de omschreven cirkel is dus (x — 8)% + (y— 8)2 = 25.

x=0
- 2_p2_
y = acbx+a 2bc 1
a’-b2-1
M (O'T)
2 2
Voor de derde middelloodlijn geldt y = - %x + %. Het punt M voldoet aan deze vergelijking.
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20 a Schrijfl om naary = %x —20. Noem de op te stellen lijn m. Nu weten we dat de helling van m gelijk
-3 is, omdat die loodrecht staat op I. Dus:
m:y=-3x+b
P substitueren:
44=-3-12+b
b =280
Dusm:y=-3x+80

b Punt S is het snijpunt tussen de zojuist opgestelde lijn m met I:

-3x+80 = $x —20

Waaruit volgt y = -10. Dus S is (30,-10), en |PS| = (30 — 12)2 + (- 10 — 44)2 = /3240 ~ 56,92
2la 42+12=16+1=17en6-4+6-1—-13=24+6—13 = 17. Dus de coérdinaten van A voldoen aan
de gegeven vergelijking en dus ligt dit punt op c.

b Schrijf de vergelijking van de cirkel om naar (x — 3)2 + (y - 3)2 = 5. Het middelpunt M ligt dus in

(3,3), en de helling van AM = % = -2. De helling van de raaklijn is dus 0,5, en heeft de vorm

y =0,5x + b. Punt A invullen geeft:
1=0,5-4+b

b=-1

En de raaklijn door Ais y =0,5x — 1.

¢ Deze raaklijnen hebben de vorm y = ax. Invullen in de cirkelvergelijking en vervolgens de discrimi-
nant gelijkstellen aan 0 geeft a = 0,23 v a = 4,27
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8.6 Totaalbeeld
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De richtingscoéfficiént van AB is 5255 3 = 0,5. De lijn heeft dus vergelijking y = 0,5x + b en gaat door

A(12,3), zodat b =-3. De vergehjklng van AB wordt y = 0,5x — 3.

Het snijpunt van I en m vind je uit 5x — 4(0,5x — 3) = 40. Dit geeft x = 9% eny= 1%. Het snijpunt
142
93,1%).

Het midden M van lijnstuk AB is (122+2 32 2) = (7,%).

is dus (

Een lijn loodrecht op AB heeft als rc 05 5 =-2.

De lijn p door M met een richtingscoéfficiént van -2 heeft vergelijking y =-2x + 14,5.

Het snijpunt van I en p kun je berekenen met 5x — 4(-2x + 14,5) = 40. Dit geeft x = gg eny=- %.

Dus C(lB"%(SS)'

De richtingscoéfficiént van [ is lgg’ SS =-0,5.

Lijn I gaat door A(-22,105) en heeft dus vergelijking y =-0,5x + 94.
Lijn m heeft een richtingscoéfficiént van % = 2.

Lijn m gaat door C(24,0) en heeft dus vergelijking y = 2x — 48.

c1: (x=20)% + (y - 3)2 = r2 door C(24,0) geeft r2 = 25.

De vergelijking is dus ¢4 : (x — 20) +(y - 3)
Herleid beide cirkelvergelijkingen:
cqp:x%+y%2—40x -6y =-384

Cy: X2 +y?—48x=-574

Trek beide vergelijkingen van elkaar af: 8x — 6y = 190, ofwel 4x — 3y = 95. En dit is meteen de
vergelijking van de lijn n.

Maak een tekening met daarin de punten O en A. Omdat het middelpunt M van de cirkel even ver
van zowel O als A af moet liggen is AOM A gelijkbenig en de y-waarde van punt M dus 3. Er zijn twee
punten M mogelijk, die symmetrisch liggen ten opzichte van de y-as. Met de stelling van Pythagoras
bereken je hun x-waarden: x =-2 Vv x = 2.

Bij M(2,3) hoort ¢y : (x —2)% + (y - 3)% =

Bij M5(-2,3) hoort cq : (x +2) +(y - 3) =13

Vul de coordinaten van A in de vergelijking van c in. Ze voldoen.

x2 4+ y2 —2x — 4y = 8 omschrijven naar (x — 1)% + (y — 2)% = 13 geeft M(1,2).

Richtingscoéfficient M A = %

Richtingscoéfficiént raaklijn = & = 1,5

wlwl [a—y

y=1,5x+b, Ainvullen geeft y =1,5x — 6

De richtingscoéfficiént van deze lijnen moet - % zijn. y = - —x + b invullen in de cirkelvergelijking en
dan werken met de discriminant. Je vindt b = % vb=7,dusm:y=- —x +7enn:y= -%x - %
De richtingscoéfficiént van [ is 15, dus dievan mis - =-3,75.Dusm: y =-3,75x + 12.

4x —15(-3,75x + 12) = 61 geeft x = 4. Hieruit volgt S(4, - 3).

De afstand van P tot lijn I is de lengte van lijnstuk PS en |PS| = \/(4 - O)2 +(-3- 12)2 =+/241
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De straal van die cirkel is |PS| = v241.

Dus de vergelijking ervan is x2 + (y — 12)? = 241.

De lijn staat loodrecht op een straal (namelijk lijnstuk PS) van de cirkel en ligt even ver van het
middelpunt af als die straal lang is. Je kunt dit nog verder nagaan door de snijpunten van I en c uit
te rekenen. Je vindt dan alleen punt S.

Lijn door P en loodrecht op I heeft vergelijking y = -0,5x + 10. Deze lijn snijden met y = x
geeft het middelpunt van de cirkel. Je vindt M (6%6%) Dus de vergelijking van deze cirkel is

22 22 2
(x-63) +(v-63) =275
De richtingscoéfficiént van I is -% dus heeft I de vergelijking y = - %x + b. Dit kun je herleiden tot
bx+ay=abentot >+ ¥ =1.

De lijn m door O en loodrecht op I heeft vergelijking y = %x. Deze lijn snijdt [ in het punt

_a’b_ _ab?_ i — _ab i — _2ab_ ; = faZ 1 p2
(a2+b2'a2+b2)' Dus is |OS| = — 3 en is |OPOP| = T Verder is |AB| = Ya“ + b=. De
gevraagde oppervlakte is daarom 2ab_ g2 4+ b2 = 2ab.

va2+b2

A(a,0), B(b,0)
Ca:(X—a)2+y%2=r2,cp:(x—b)2 +y2=r2

Lijn door snijpunten van beide cirkels: x = a + b?

Middelloodlijnen tekenen, het middelpunt is het snijpunt van die middelloodlijnen. De gevraagde
cirkel wordt: (x — 3)2 +(y - 3)2 =10

ac bc

LijnloodrechtoplendoorOism:y = gx. Het snijpuntvanlenmis S(¢12+—192'(12+—1)2

2 2 2
. ac bc c lcl
afstand is |OS| = d(a2+b2) (az+b2) - d a2+b2 ~ [g2ip2’

k:y=ax+4invullenin (x —2)% + y2 = 4 geeft (1 +a?)x? + (-4 +8a)x + 16 = 0. Raken, dus D = 0,

). De gevraagde

geeft: (-4 + 8a)? — 64(1 + az) =0endusa=- % Dusk:y=- %x +4. S is het snijpunt van k met de

x-as, dus S(S%,O).

A(x,px) snijden met de cirkel geeft (x — 2)2 + (px)2 = 4. Verder is |OA| = \/x2 + pzx2 = 3, dus

x2 + p2x2 = 9. Deze twee vergelijkingen met twee onbekenden oplossen geeft a = % enp= %ﬁ
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