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V1a

E WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

1.1 Formules gebruiken

Lengte en breedte. De omtrek en de oppervlakte weet je al.

Neem voor de grootheid lengte de variabele I en voor de grootheid breedte de variabele b.
1-b=5000en 2]+ 2b = 360.

Er zijn verschillende mogelijkheden om deze vraag op te lossen. Bijvoorbeeld:
Mogelijkheid I (proberen):

De lengte en breedte van de rechthoek zijn samen de helft van de omtrek, dus 180 meter. Probeer
nu bijvoorbeeld 90 bij 90 meter. Dan is de oppervlakte 8100 m?. Dat is te groot. Probeer nu 80 bij
100 meter. Ga door tot het ongeveer klopt en ga dan verder in stapjes van 2 meter. Uiteindelijk kom
je op het antwoord.

Mogelijkheid II (tabellen):

Maak in beide formules I vrij. Dat geeft I = SObOO enl =180—-b. b en I kunnen niet groter worden

dan 180 (waarom niet?). Maak nu bij elk verband een tabel en bekijk wat de oplossing is.
Mogelijkheid III (snijpunten van grafieken):

Doe hetzelfde als bij mogelijkheid II, maar teken twee grafieken in een assenstelsel en lees af waar
het snijpunt ligt. Dat geeft het antwoord.

Mogelijkheid IV (nieuw: maak er een vergelijking van en los deze op):

Maak uit de formule I - b = 5000 [ vrij: I = @. Vul deze formule in in de andere formule. Dat geeft

w + 2b = 360. Vermenigvuldig de vergelijking aan beide zijden met b en los de vergelijking op
met de abc-formule.
Het antwoord: Het kan bij een rechthoek van ongeveer 34 bij 146 meter.
A=6-b
12
I-b=12of I = 3.

A=1-1=1°

Neem als oorsprong van het assenstelsel het roosterpunt linksonder.
Bij grafiek I hoort de formule uit b: I = %.

Neem b op de horizontale as. Elk roostervierkantje is 1 m bij 1 m.

Bij grafiek II hoort de formule uita: A =6-b.
Neem b op de horizontale as. Op de horizontale as is elk roostervierkantje 1 m, op de verticale as is
elk roostervierkantje 5 m?.

Bij grafiek III hoort de formule uit c: A = 12,
Neem ! op de horizontale as. Op de horizontale as is elk roostervierkantje 1 m, op de verticale as is
elk roostervierkantje 4 m?.

A= (b+2)-bofkorter A=b(b+2).
Zie de tabel.

0 1 2 3 4 5 6

K 0 3 8 15 24 35 48

De grafiek wordt een kromme door deze punten, een stuk van een parabool.
15=b(b +2)
b = 3 m, zie tabel.

Je kunt wel zeggen dat deze formule een vergelijking is, maar dan heeft hij oneindig veel oplossingen.
Dit is namelijk waar voor elke waarde van b. Het is eigenlijk gewoon een rekenregel die zegt hoe je
haakjes kunt wegwerken.
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@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

In het voorbeeld is het effect van de zwaartekracht op de snelheid van de steen weergegeven door
-9,8t. Op een tennisbal is dat effect precies hetzelfde, dus met de beginsnelheid erbij opgeteld is de
formule voor de snelheid v =5 — 9,8t.

De grafiek is een rechte lijn door (0,5) en ongeveer (0,5; 0) omdat hij evenwijdig is met de grafiek in
het voorbeeld.

Positieve snelheid: de bal gaat omhoog
Negatieve snelheid: de bal gaat omlaag

Oplossing:
5-9,8t =0
-9,8t = -5
5
L'=793
t = 0,510

Na ongeveer 0,510 is de bal op zijn hoogste punt.

Gegeven is dat de bal na 2 seconden neerkomt, dus v =5-9,8-2 =-14,6.
De bal komt met een snelheid van 14,6 m/s = 52,56 km/h op de grond.

Een verband tussen twee variabelen. Je kunt er een grafiek bij tekenen.
Een verband tussen vier variabelen. Je kunt er geen grafiek bij tekenen.

Een rekenregel; Als je de haakjes aan de linkerkant wegwerkt, staat er links en rechts hetzelfde en
zie je dat de formule voor alle waarden van a en b klopt.

Een verband tussen twee variabelen. Je kunt er een grafiek bij tekenen.
Een vergelijking met één variabele. Je kunt deze vergelijking oplossen.
Een verband tussen twee variabelen. Je kunt er een grafiek bij tekenen.
De formule wordt: K = 20 — 4b.

De grafiek is een rechte lijn door (0,20) en (2,12).

De formule wordt: K =2a + 1.

De grafiek is een rechte lijn door (0,1) en (2,5).

Dat gaat zo:
20—4b = 10
4b = 10
10
b=F=25

Een rekenregel; als je de haakjes aan de linkerkant wegwerkt, staat er links en rechts hetzelfde en
dus klopt de formule voor alle waarden van x en y.

Een vergelijking die je kunt oplossen.

Een verband tussen twee variabelen. Je kunt er een grafiek bij maken.
Een verband tussen drie variabelen.

De grafiek wordt een rechte lijn door (0,1500) en (2,700).

Oplossing:
1500 — 400t = 0
400t = 1500
t =33

Na 3 minuten en % - 60 = 45 seconden.

1500 —400-4,5 =-300, dus 300 centimeter onder water.
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@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

K is de totale kosten in euro per belminuut. Als je de totale kosten wilt weten moet je K vermenig-
vuldigen met het aantal belminuten.
24
K-a=a(0,08+ %)
K-a=0,08a+24

Hier is K - a de totale kosten.
Je kunt nu aflezen dat je € 0,08 per belminuut betaalt en € 24,00 de vaste kosten zijn.

Zie de tabel.

a 25 50 100 200

K 1,04 0,56 0,32 0,2

1,50

1,00 A

0,50+

0 50 100 150 @

Oplossing:

0,08+ 2% = 0,12

24
a

= 0,04

24
a = 9,02

a = 600

I-R=2000of1I= % of R = @, de eenheden zijn A (Ampeére) en Q (Ohm).

Zie de figuur.
200
180
160
140+
120
100
80+
60
40
20+ R

1

O 3 6 9 121518 21 24 27
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@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

Oplossing:

I-15 = 200

_ 200
I'= 55

I = 13,3A

In cm3.

Lengte I, breedte b en inhoud I.
(Ook de hoogte is een grootheid, maar die is hier niet variabel.)

l-b=16 ofwel I = % als je I op de verticale as wilt hebben.

1 1 2 4 8

b 16 8 4 2

Zie de figuur bij d.
Zie de figuur.

N & O ©

O 2 4 6 8 1012 14 16 18
— b (cm)

16

Bij dit snijpunt is de breedte en de lengte 4 cm. Omdat de hoogte ook 4 cm is heb je een kubus.

In cm3.

Een diameter van 80 mm is het zelfde als een straal van 4 cm.
V =1m-42.16 ~ 804 cm?>,

V =16nr2

Een (deel van een) parabool.

1 liter = 1000 cm?

Vul de waarde 1000 in voor V in de formule V = - r?% - h. Je vindt 1000 = 7 - r2 - h.

Dit kun je schrijven als h = 1003.
II-r
r 0 1 2 3
h - 318,31 79,58 35,37
h
400+
300+
200+
100+
o 10 20 30 T
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@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

12 a Zie de figuur.
y

/4 2 0 o 1\
b Teken de verticale lijn en de punten A, B en C. Bepaal de coordinaten van de hoekpunten van de

driehoek.
y
K

/4 2 9 2
A(0,8),B(4,0) en C(4,16)
oppervlakte AABC = 1 -16-4 = 32

¢ D(a;-2a+8)en E(a;2a+ 8).
DE =2a+8-(-2a+8) =4a
oppervlakte AADE = % -a-4a =2a>
2a% = 18

a2 =9
a=3va=-3

13 a Herleid de uitdrukking bijvoorbeeld naar de vorm b = 8 — a.

Voorbeeld tabel:
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@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

T 1 r 1 1+ 1T 7T 1
-10 1234567;3\

2

_4 4
Een rekenregel.
Een vergelijking. Je kunt x oplossen: x = ++40.
Zie de tabel.

P -4 0 4 8 12 16 20 24 28

R -232 0 168 272 312 288 200 48 -168

300 A
250 A
200 A
150 A
100 A

50

4 8 12 16 20 24
-50/

QI =2 ~ 241

20=I%,dusG=20-12

Bedenk dat de grafiek pas ongeveer vanaf lengte 1,5 meter betekenis heeft. De formule geldt niet
voor kinderen.
Zie voor de grafiek de figuur bij d. Het is de rode grafiek.
Zie voor de grafiek de figuur bij d. Het is de groene grafiek.
Teken een verticale lijn bij I = 1,8.
Teken vanuit de snijpunten met de grafieken een horizontale lijn.
G

80—
60
40-

20+

o o5 10 15 20 !

Je kunt nu aflezen dat het gezonde gewicht bij deze persoon tussen ongeveer 64 en 81 kilogram ligt.
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e WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

1.2 Formules herschrijven

Vlia 2/+2b=360en!:-b=4500.

b [=180-benl=22

c¢ Bijvoorbeeld door twee grafieken van | afhankelijk van b te maken. Dat gaat nu gemakkelijk omdat
je de formules al de juiste vorm hebt gegeven. Vervolgens kun je bij het snijpunt van de grafieken de
oplossing voor [ en b aflezen.

Maar je kunt dit ook algebraisch oplossen...
1 a Oplossing:
2:x+3-y+4.-x—-6-y =12

6x —3y = 12
2x—y =14
b Oplossing:
2.-x-y+x-y =18
3xy = 18
xy =6

¢ Oplossing:
y = 4x2% 4+ x+3y — 7x + 2x>2
-2y 6x2% — 6x
y = -3x% +3x

d Oplossing:

2xy+xy—-3x =18
3xy—-3x = 18
Xy—x =6
2 a Dat gaat zo:
2x -4y =10
-4y = 10-2x
y = 0,5x-2,5

b Dat gaat zo:

-3x+5 =10-2y
2y = 3x+5

y = 1%x+2%

¢ Dat gaat zo:

5x+ 10y = 20
10xy = 20 —5x
xy = 2-0,5x
2-0,5
y ===
d Dat gaat zo:
x-(y+2) =6
y+2 = g
6
y=x-2
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@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

a? =c¢2 - b2 en b2 =2 - 2.

Oplossing:

(3x)% + (4x)?
9x2 + 16x2
25x2 =

C =

Omdat a,b en c lengtes van een driehoek zijn moet gelden dat x > 0. Daarom geldt alleen ¢ = 5x.

Oplossing:
3x-(x=2y)
3x-x+3x--2y
3x2 - 6xy

Oplossing:
2a—-(9a+6) =
2a—-9a-6 =

-7a—-6
Oplossing:

0,5p-100p —p-(20p + 100)
50p2 —p-20p —p-100
50p2 —20p% —100p

+125x2

+5x

=-5vc=5

30p% —100p
Oplossing:
_5p3(p2 _ 3p3) —
_5p3 .p2 __5p3 3p3 =
-5p5 +15p6
Oplossing:
2(x+2)+6 _
=22 =
2x+4+6 _
e
2x+10 _
= =
2x 10

74‘7 = Xx+b5

Oplossing:
3(x+2)+6
X+2

3x+6+6
xX+2

3x+12
X+2

Oplossing:

(x+2)-
X-X+x-44+2-x+2-4

(x+4)

x2 +6x+8
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@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

Oplossing:

2(b+4)(b-2)
2(b-b+b--2+4-b+4--2)
2(b? +2b - 8)
2b%2 +4b-16

Oplossing:

(l+3)(%+6) =
6

1-1+1-6+3-7+3-
1+6l+3+18 =
19 + 61 + 3
Oplossing:

(5¢ —4)?

(5¢c—-4)-(bc—-4)

5¢-5¢c+5¢c--4—-4-5¢c—-4--4 =
25¢% —40c + 16

2x2 +10x = 2x(X + 5)
3x2 —9x = 3x(x — 3)
Oplossing:
X2 +5x +4
x-x+1-x+4-x+1-4
(x+1)(x+4)

Oplossing:

b2 -9b+8 =
b-b-8-b-1-b-1--8 =
(b-8)(b-1)

Oplossing:
2k? — 34k + 32
2(k? =17k + 16)
2(k? —k—16k — 1--16)
2(k —1)(k — 16)

Oplossing:
c3+2c?+¢c

c(c?+2c+1)

cc+1)(c+1)

c(c+ 1)2
Oplossing:
p3—p5 =
p3(1-p?) =

p3(l+p-p-p?)
p3(1-p)(1 +p)

PAGINA 12
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@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

c 2x*+8x10=2x%*(1 +4x5)
d 3y*-6y5>+2y2=y?(3y%-6y3+2)
Oplossing:
x*+x2-12
X2 x2+4-x%2-3-x2+4.-3 =
(x2 +4)(x?-3)

2 ,1_3
8a Z+g=3
2 1 _2b l.a _ 2b—-a
b 2+5=3p"ba="ab
¢ Oplossing:

4a [ -3 _

3/ 5a2
20a3/ -9 _
15a2 [ 15a2 ~

20a3 _
-9 -
20 3
_?a
Mits a # 0.
d Oplossing:
21 7 _
a2—9 a+3
21 a+3 _
a2-9 7
21(a+3) _
7(a-3)(a+3)
_3_
a-3
Mits a # - 3.
9 a Oplossing:
1 2
Xxtxs1 =
1(x+1)*_ 2-X _
X-(x+1) (x+1)-x —
x+1+2x _
x(x+1) —
3x+1
X(x+1)

b De eerste breuk vereenvoudigen:
2x
x2-x

2X
x(x—1)

WISKUNDE B TWEEDE FASE VWO

PAGINA 13



@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

2 1
1t x¢1T =
2-(x+1) + 1-(x—1) _
(x—=1)-(x+1) (x-1)-(x+1) —
2x4+2+x-1 —
x24x—x—1
3x+1
x2-1
Mits x # 0.
¢ Oplossing:
_5 _ 14 _
x2-1 2x42 —
5 __ 7 _
(x+1)(x-1) x+1 —
5 _ 7(x-1) _
(x+1)(x-1) x+D)(x-1) —
12-7x
x2-1
d Oplossing:
5x+25 5 _
x2+3x-4  x243x-4
5x+20 _
x2+3x-4
5(x+4) _
(x+4)(x-1) —
5
x—1
Mits x +-4
35
10 a 73
2/1_6 /7 _6
b 7/§ = ﬁ/ﬁ =7
2 1 _21_ 2
C a°'p~abp=ab

a
4 2/6_2bla6 _ b
al b ~ ab/ ab ~ 3a

11 a Vereenvoudig eerst de linkerbreuk:

b Vereenvoudig eerst de linkerbreuk:
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@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

o x|w

2x-x _ 3

5-x X-

5
2x2-15
5x

Daarna:

3 [2x2-15

5x 5x

3
2x2-15

Vereenvoudig eerst het linkerdeel:

___EL___/_ﬁL_ -
X24+4x+4 [ X+2

5 4-(x+2)
(X+2)(x+2) [ (x+2)(x+2)

_ S5 __5_
4(x+2) ~ 4x+8
Daarna:
5 2X
Ixy8 T x=2 =

5:(x=2) + 2x-(4x+8)
(4x+8)-(x-2) (x=2)-(4x+8)

5x—10 + 8x2+16x _

4x2-16 ' 4x2-16
8x2+21x-10
4x2-16
Oplossing:
4-x+10 =3-x-2-y
x+10 = -2y
-0,5x -5 =y
y =-0,5x-5
Oplossing:
2-y+2-X-X+4-x = 6-x2
2y +2x2% +4x = 6x2
2y +4x = 4x>
2y = 4x% —4x
y = 2x2 —2x

WISKUNDE B TWEEDE FASE VWO
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@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

¢ Oplossing:

4.x-h+2-x2 =100
2xh+ x2 = 50

d Oplossing:

W =p-(650-2-p)—20-(650—2-p)
W = 650p —2p2 — 13000 + 40p
W = -2p2% +690p — 13000

13 a Oplossing:

0,5x+ 1,5y = 12
x+3y =24
3y = 24—x
y = 8—%x
b Oplossing:
x+y)° =8
xX+y =2
y=2-Xx
¢ Oplossing:
X2_)}2 = 25
x2 =25+ y2
x%2-25 = y?
y2 = x2-25

y = {x2-25vy=-yx2-25

d Oplossing:

2x2 +4xy = 100
4xy = 100 —2x2
100 2x2
V= Ix T ax

y=2-3x
14a -2x(x2+6x)=-2x3-12x2

Let altijd op de mintekens!

b -2x—(x?+6x)=-2x—x2 —6x =-x?-8x
Als er staat - (x2 + 6x), zie dit als -1 - (x? + 6x) en werk dan de haakjes weg. Neem hierna gelijk-
soortige termen samen.

c (t+20)(t-5)=t2—5t+20t—100 = t? + 15t — 100
Eerst haakjes wegwerken, daarna gelijksoortige termen samennemen.

d (x2+1)(3x-2)=3x3-2x2+3x-2
Dit keer zijn er, na het wegwerken van de haakjes, geen gelijksoortige termen om samen te nemen.

e Oplossing:

(@a-3)a+3) =
a?+3a-3a-9 =
a?-9

Dit is een bijzonder product!
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Oplossing:

(6x — 3)?

(6x —3)(6x — 3)

36x2 —18x —18x+9
36x%2 —36x+9

Oplossing:

(a-4)" =
(a-)a-3) =

a2-1-1+3
a

Q-

2 1
a —2+a—2

Oplossing:

(x-2)3
(x=2)(x=2)(x=2)

(x2 —4x+4)(x -2)
x3—2x2-4x%2+8x+4x -8
x3 —6x2+12x -8

x2 —4x = x(x —4)
Gemeenschappelijke factor is x.
-2t2 +18t =-2t(t - 9)
Gemeenschappelijke factor is - 2t.
x2+5x—6=(x+6)(x—1)
Som-productmethode toepassen:
6+-1=5en6--1=-6
Oplossing:
12 —4p — p?
-p2—4p+12
-(p? +4p-12)
-(p+6)(p-2)

Zet het eerst in de standaardvolgorde. Haal dan het minteken buiten haakjes, zodat de p%-term
binnen de haakjes een factor 1 heeft. Gebruik daarna de som-productmethode binnen de haakjes.

Oplossing:
4k% - 16 =
4(k?-4) =

4(k +2)(k—2)

Zet eerst de gemeenschappelijke factor 4 buiten haakjes. Denk er daarna aan dat k2 —4 een bijzonder
product is.
Oplossing:

2p3 —2p2 —24p
2p(p?2-p-12) =
2p(p—D((p+3)

Zet eerst de gemeenschappelijke factor 2p buiten haakjes. Hierna binnen de haakjes de som-
productmethode gebruiken.
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g Oplossing:

16 -p? =
16 +4p —4p — p? =
4-p)4+p)

Som-productmethode gebruiken. Dit is een bijzonder product.
h Oplossing:
x2-10x+9 =
x=-9(x-1)

Som-productmethode gebruiken.

16 a Oplossing:

+

x [N
x|;

+

% .
k|c’ <|w
x|

6 .5y _
;§'+ Xy
6+5y
Xy

<

b Oplossing:

3 2x  _
x=2  x2-4
3x+2)  _ 2x  _
(x=2)(x+2) x2-4 ~
3(x+2) _ _2x_ _
x2-4 x2-4
3(x+2)-2x _
x2-4
3x+6—-2x —
x2-4
X+6
x2-4

¢ Oplossing:

2 /3

¥/§+
2y [3x
Xy /[ xy

x|

x|,

2y
3x T

x|

1
3x

|

2y
3x T

2y+15
3x

d Oplossing:
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e Oplossing:

12 / 16 _
-x2 x
12 /16-x _
x2 x2
12 _
16x —
3
4 x

f Oplossing:

__6 [/ 3
x24+x-12[ x+4

___6 [/ 3
(x+4)-(x=-3) [ x+4 —

6 3-(x-=3)
(x+4)-(x=-3) /| (x+4)-(x-3)

_6
3:(x-3)

x-3

Mits x + 3.

17 a Van het rechthoekige stuk weiland is de lengte tweemaal zo groot als de breedte. Noem de breedte

x meter; dan is de lengte natuurlijk 2x meter. Deze twee vermenigvuldigen geeft de oppervlakte
A =2x2.

b Dat gaat zo:

(x —6)(2x —10) = 2x2 —2690
2x2 —22x +60 = 2x2 —2690
-22x = -2750
x = 125

De breedte is dus 125 meter.

18a 26 =0,00013-v3-242 geeft 0,07488 - v3 = 26 hieruit volgt v3 = 347,22... en dus v = 7,0 m/s. Dat is
ongeveer 25,3 km/h.

b Oplossing:
0,000 13-v3. D?

3.p2 = 26 _

[®)
(@)}
I

2 _ 200000
D =3

D = 200200
v

¢ 7,2km/h=2m/sen 36 km/h =10 m/s.

2m/s: D = ,fw ~158,1

1 _ [200000 _
10 m/s: D = (=3~ ~ 14,1

Je moet dan een diameter kiezen tussen 14,1 meter en 158,1 meter.
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19 a Oplossing:

X-X+4-y=8-x2-4-x
x%2 +4y = 8x?
4y = -x2+8x2—4x
4y = Tx2 —4x
y = 1,75x2% -

b Oplossing:

2xy = 0,4x + 200

0,4x+200
y = 2x

0,4x 200
Yy = 72x 2x

100
y = 0,2+T

¢ Oplossing:
x—4y2 =2
-4y2 =2-X
y% = 0,25x - 0,5
y v0,25x -0,5vy =-40,25x -0,5
20a 2(x-2)(x+3)-12=2x2+2x-24=2(x? +x—12) =2(x +4)(x = 3)
b Haakjes uitwerken:
(X+3)(x—2)+4x—-8=x2+5x—-14 = (x + 7)(x — 2)

21 a Fout: (x+3)2=x2+6x+9.
b Fout:-x2—4x+12=-(x2+4x—12)=-(x+6)(x—2)

8x+100 100 25
¢ Goed: 2 —4X2+4X2— +X2
. 8x _ 8
d Fout: i3k = xX+3 mits x # 0.
X 2 _ x2 4 _ x%+4
22a F+5=5xt3x= "o
3 5 X _ 3 _ x _ 3(xx+1) 10x -7x+3 s
b H/ﬁ T X1 =10 ~ X411 = 10(x+1) ~ TO+D) = ToGerD)- Mits X # 0.
c 2__ 4 _ _20x+5 _ _4(x+3) _
x+3 Xx+5 7 (x+3)(x+5) (x+3)(x+5) —
_ _2x+10  4x+12  _  -2x-=2
~ (x+3)(x+5) (x+3)(x+5) — (x+3)(x+5)
X+l 1 x4+l 1,1 _2 1 _ 3 - .
d o5 ﬁ—x(x+1)+2x—x+2x—2x+2><—2><'mlts"='e 1
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1.3 Formules en de grafische rekenmachine

Doen.

Herleiden van de eerste formule geeft:

2x+y =6
y = 6-—2x
Herleiden van de tweede formule geeft:
X242y =12
2y = 12 —x2
y = 6-0,5x2

Voer in: Y1=6-2X en Y2=-1/2X"2+6
Venster bijvoorbeeld: -10 = x <10en-25 =<y <25

Zoom in op de snijpunten en loop met de cursor naar de snijpunten toe. Zet eventueel het rooster
aan. Je vindt de snijpunten (0,6) en (4,-2).

Of maak een tabel met stapgrootte 1.

Oplossing:
6—2x = 6—-0,5x2
-2x = -0,5x2
“4x = -x2
x2—4x =0
x(x—-4) =0

Dus x = 0 v x = 4. Dit zijn de x-waarden van de codérdinaten van de snijpunten. Vul in bij één van de
functies om de y-codrdinaten te vinden:

Voor x =0 geldt y =6 — 2 -0 = 6, dus snijpunt is (0,6).
Voor x =4 geldt y =6 —2 -4 = -2, dus snijpunt is (4, -2).

Oplossing:
9x — 3y = 12
3y =12-9x
y =3x—-4
Oplossing:
S5(x+y) =12
5x+5y = 12
5y = -5x+12
y =-x+ %
y=-x+24
Oplossing:
5y2 = 125x
y2 = 25x

y = -V25x VvV y =+25x
y =-5VxVy=>5Vx

Oplossing:
2y3 +x =22
2y3 = 22— x
y3 = 11-0,5x
y = 311 -0,5x
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Aan 180—Db kun je zien dat zowel I als b waarden kunnen hebben vanaf 0 tot 180. Het andere snijpunt

is ongeveer (34,146). Je kunt hiertoe een tabel gebruiken, of over de grafiek lopen.

y=9-xeny=x3.
Voer in: Y1=9 - X en Y2=X"3
Venster bijvoorbeeld: -5 < x <15en-5=<y <15

Je vindt: x = 1,9 (tabel met stapgrootte 0,01).

Oplossing:
R =2p+3@3p-2)
R =2p+9p -6
R =11p-6
Oplossing:
K =-2(-v-3)-5v+22
K =2v+6-5v+22
K =-3v+28
Oplossing:

2z = 3x -4y
22x+1) = 3x—-4y

-4y = 2(2x+ 1) — 3x
-4y = 4x+2-3x
-4y = x+2

N~

X —

=

y

=.1 .1
a=-zenb=-3

Oplossing:
_ 12x+18
2 =5
6y = 12x+ 18
y =2x+3

2b +1 =200 geeft I =200 — 2b.

A=1-b,dus A =(200—-2b)-ben A =200b —2b2.
Voer in: Y1=200X-2X"2

Venster bijvoorbeeld: 0 = x =100 en 0 = y <5000
b =50

V =10mr?

Voer in: Y1=10m X" 2

Venster bijvoorbeeld: 0 = x =10en 0 < y <1500

Zoom in op het snijpunt. Je vindt r = 5,64 (een tabel met stapgrootte 0,001).

V =2nr3 en 0,5 liter is 500 cm?.
Voer in: Y1=21 X~3 en Y2=500
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =10en 0 <y <1000

Zoom in op het snijpunt. Je vindt r = 4,30 (een tabel met stapgrootte 0,001).

1L =1000 cm?
Invullen in de gegeven formule 1000 = rr2h.

. . 1000
h vrij schrijven geeft: —z = h.

Voer in: Y1=1000/(m*X"2)
x =5geeft y=12,732...
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h=12,7
Voer in: Y1=250X - 4.9X"2
Venster bijvoorbeeld: -10 = x =60 en-1000 < y < 3500

Voer in: Y1=0.04 + 200/X
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =50 en 0 <y <50

100-2x2

Dit moet je eerst herleiden tot h = —;

Voer in: Y1=(100 - 2X"2)/(4X)
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =20 en 0 =<y =20

Voer in: Y1=60/(30 + 0.5X"2)
Venster bijvoorbeeld: -30 = x =30en-1=<sy=<3

y=x*-5eny=x-2.

Voer in: Y1=X"4-5 en Y2=X-2

Venster bijvoorbeeld: -5=x<=5en-10=y <10

Jevindt: x=-1,2en y=-3,20f x=1,5en y =-0,5 (tabel met stapgrootte 0,01).
Dus de snijpunten zijn ongeveer: (-1,2;-3,2) en (1,5;-0,5).

K =200+ 0,04a

I=0,10a
Oplossing:
200+ 0,04a = 0,10a
0,06a = 200
200 1
a = gg6 = 33333

Minimaal 3334 kopieén.
I-b =10000, waarbij I de lengte in m is en b de breedte in m.

b+20=2lendus b= 2-20

1(31-20) = 10000

Voer in: Y1=X(2/3X-20) en Y2=10000

Venster bijvoorbeeld: 0 = x =300 en 0 <= y < 15000

Je vindt x = 138 (tabel met stapgrootte 0,1).

De afmetingen van het land zijn ongeveer 138 meter bij 72 meter.

I en b zijn de lengte en breedte van het bedrukte deel.

De lengte van het hele affiche is [ + 25. De breedte van het hele affiche is b + 20.
Oppervlakte van het affiche is 1 m? = 10000 cm?. Hieruit volgt (I + 25)(b + 20) = 10000.

Oplossing:
(I +25)(b +20) = 10000
1+25 = 2900

Voer in: Y1=10000/(X+20)-25
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =400 en-10 = y = 600

Voer in: Y1=10000/(X + 20) - 25 en Y2=X
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =400 en-10 = y = 600

Zoek het snijpunt en je vindt I = 77,5 cm en b = 77,5 cm.

De maten van het affiche moeten dan 97,5 bij 102,5 cm zijn.

WISKUNDE B TWEEDE FASE VWO
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12 a Oppervlakte van een cirkel is nr2. Dus G = nr2.

V= %Hrzh
b Oplossing:
1000 = mr2h

3000 = mrh
3000

13 Lengte van vierkant B is 30 — x en de lengte van vierkant C is 20 — (30 — x) = x — 10.

oppervlakte A = x2, opp B = (30 — x)2 en oppervlakte C = (x — 10)2.

oppervlakte D =600 — x2 — (30 - x)2 - (x - 10)2.
Dit kun je vereenvoudigen tot oppervlakte D =-3x? + 80x — 400.

Voer in: Y1=600-X"2-(30-X)"2-(X-10)"2
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =30 en 0 < y <200

Je vindt een maximum bij x = 13 (stapgrootte 0,1).
14 a De waarde van de breuk wordt kleiner als v groter wordt.

b 14=6,9+% geeft 7,1 =% endus v = 42.

De auto reed ongeveer 42 km/h.

¢ 30 km/h invullen geeft:

Uyarm = 4.4 + 2352 =~ 10,93

Uoua = 6,9 + 2352 ~ 16,85

10850593 . 100% =~ 54,2%

U =L (4,4+1280) = 1. |44+ 130

3600
196 : t . .
Apart: —— hier teller en noemer met 5555 vermenigvuldigen, geeft
t
3600

Terug naar de hele formule: L - (4,4 + %) =~4,4L + 0,054t
15a y=-0,5x+2,5
Voer in: Y1=-0,5X+5.
Venster: -10=s x=<20en-5=<y =<10.
b y= 2)(2?
Voer in: Y1=2/(2X+5).

Venster: -10=sx=<5en-3=sy=<3.
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10
4x+2

Voer in: Y1=2X-10/(4x+2).
Venster: -10=x<10en-20< y < 20.

y=2Xx-—

De tijd kan in dit experiment logischerwijs niet negatief zijn. Dus de uitdrukking T — 2 moet altijd
groter zijn dan 0. Dus geldt T > 2.

Voer in: Y1=89/(X - 2). Venster: 0 = x =100 en 0 = y < 20.

De tijd t moet gelijk zijn aan 5 dagen. Dus in de formule t = % vul je voor t de waarde 5 in. Je
89

moet dus oplossen 5 = .

Voer nu in de GR: Y1=89/(X - 2) en Y2=5 en zoek het snijpunt op. Je vindt T = 19,8 graden.
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1.4 Vergelijkingen

V1 a Je hebt gewerkt met lineaire vergelijkingen en kwadratische vergelijkingen. Ook ben je vergelijkin-
gen tegengekomen met exponentiéle functies en met gebroken functies.

De oplossingsmethoden die je hebt leren gebruiken zijn:

¢ inklemmen;

« de balansmethode (aan beide zijden hetzelfde optellen/aftrekken/vermenigvuldigen/delen);
« terugrekenen (met behulp van een rekenschema);

« ontbinden in factoren.

En misschien ook:

« kwadraat afsplitsen;

« de abc-formule.

b Oppervlakte van het doosje = de som van de oppervlakte van alle zijden

12

X

X
Oppervlakte van de vierkante bodem: x - x = x2. Oppervlakte van de vierkante deksel: x - x = x2. De
oppervlakte van de bodem en deksel samen = 2x2.

Zijde: x - 12 = 12x. In totaal zijn er vier zijden: 4 - 12x = 48x.
De buitenoppervlakte is dus 2x2 + 48x, deze is gelijk aan 512 cm?.
512 = 2x2 4+ 48x geeft 2x2 + 48x — 512 = 0 en dus x2 + 24x — 256 = 0.
Deze vergelijking los je op met ontbinden in factoren: (x — 8)(x + 32) = 0 geeft x =8 v x =-32.
Alleen x = 8 kan in dit geval.
1 a Datgaat zo:

3t —400 = 700 -2t
5t = 1100
t = 220

b Dat gaat zo:

2300-0,15p = 1600+ 0,42p
-0,15p = 0,42p — 700
-0,57p = -700

p = 1228,07

¢ Dat gaat zo:

X2 = 1a0-2x)

1 3 _ 2
ZX—z—Z—gX
13 _1n
20X = 71

x = 4,23
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Dat gaat zo:
2-52x—-4) =-7+82+x)
2—-10x+20 = -7+16+8x
13 = 18x
x = 0,72
x5 =20
t—..—100

Je vindt met terugrekenen:

t=%endust=24.

x3 =20 (.2
t—..—..—1600

Je vindt met terugrekenen:

endust=20Vt=-62.

+/1600+20
t= 3 3

.03 x3
p—..—81

Je vindt met terugrekenen:

p=3‘%endusp=3.

x2 =4 o x2
X>..o.>..o12

Je vindt met terugrekenen:

(12)°+4

5 en dus x = 20.

X =

x0,5 -4 /= x3 =2
X— ..o ..>.—>..—>-3

Je vindt met terugrekenen:

(52)°+4

0,5

Controle: 3-,’0,5-8%-4—2 =-1+4-3.

X = endusx=8%.

Deze vergelijking heeft geen oplossing, want de wortel uit een (reéel) getal kan niet negatief zijn.

Door het kwadrateren is er een ‘oplossing’ gegenereerd die niet voldoet.

Dat gaat zo:

0,5x2=4x

0,5x%2—-4x =0

x2-8x =0

x(x—-8) =0
x =0vx=8

Dat gaat zo:
k?+5k—-6 = 0
(k+6)(k-1) =0
k+6=0vk-1=0
k=-6vk=1

Elke afzonderlijke factor is 0.

WISKUNDE B TWEEDE FASE VWO
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Dat gaat zo:
8p—p2 =0
8p—p2 =0
p8—-p) =0

p=0vp=38
Dat gaat zo:

X(x—2) = 3x—6
x2-2x = 3x—-6
x2-5x+6 =0
(x=-2)(x=-3) =0
X =2Vx=3
Dat gaat zo:
x2 = x+12
x2-x-12=0
x+3)(x—-4) =0
x =-3vx=4

Dat gaat zo:
x3 = 4x
x3-4x =0
x(x2—4) =0
x =0vx2=14
=0vx=-V4vx=+4

X =0vx=-2vx=2

Voer in: Y1=X"3enY2=4 -x
Venster: standaard

Je ziet dat er één snijpunt is. Daarna tabel bekijken tussen x = 1,0 en x = 1,5 en verder verfijnen,

inklemmen dus.
x =~ 1,379

Voer in: Y1=600/X en Y2=18 + 0.04X
Venster bijvoorbeeld: -500 = x =50en-50 = y =50

Je ziet dat er twee snijpunten zijn. Bekijk de tabel.
a=31,174v a=481,174

Voer in: Y1=X"3+2X en Y2=16

Venster bijvoorbeeld: -5 <= x <5en-25<y <25
x = 2,26 (een tabel met stapgrootte 0,001).

Voer in: Y1=X+vX en Y2=10
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =15en0<y <25

x = 7,30 (een tabel met stapgrootte 0,001).

Voer in: Y1=X+10/X en Y=10
Venster bijvoorbeeld: -5 = x =15en-25=<y <25

I=1,13vI=8,87 (twee keer een tabel maken met stapgrootte 0,001).

Voer in: Y1=300/(X+4) en Y2=20
Venster bijvoorbeeld: -20 = x =20 en-50 <y =50

p = 11 (een tabel met stapgrootte 1).
Algebraisch:
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1 1 1
3tTx =2
_x 4 x+3 _ 1
X (x+3) x(x+3) — 2
2x+3 _ 1

x(x+3) T 2

22x+3) = x(x+3)
Ax +6 = x2 + 3x

x2-x-6=0
x=-3)(x+2) =0

X =3Vvx=-2

Op de GR:

Voer in: Y1=1/(X+3)+1/X en Y2=1/2

Venster: standaard
Lees de snijpunten af.

Algebraisch:
20 _
p2+5 2
20 = 2(p? +5)
10 = p%2+5
p?2 =5
Op de GR:

Voer in: Y1=20/(X"2+5) en Y2=2

Venster: standaard

Algebraisch:

(10+2x)(x+1) =
10X + 10 + 2x2 +2x =
12x + 10 =

12x =

X =

Op de GR:

Voer in: Y1=10/(2X)+1 en Y2=X/(X+1)

Venster: standaard

x+1
x+1

x+1
2X -
2x2

—_
(=)

alu

Algebraisch:
5x 6 _ _1
X242x X T Xx+2
5x _ 1 6
x242x ~ Xx+2 *tx
5x x4 6(x+2)
x2+2x  xX(x+2) T x(x+2)
5x — 7x+12
X242x X242x
5x = 7x+ 12
X = -6

WISKUNDE B TWEEDE FASE VWO

PAGINA 29



@ WERKEN MET FORMULES » WERKEN MET FORMULES

Op de GR:
Voer in: Y1=5X/(X"2+2X) - 6/X en Y2=1/(X+2)
Venster: standaard

Oplossing:
2x —3(x +4) 5x—-18
2x —3x—-12 5x—-18
6 = 6x
x =1

Oplossing:

Vvx+4 = 20
Xx+4 = 400
x = 396

Oplossing:
(2x -5)% = 125
2x—-5 =5

2x = 10
X =5

Vergelijk met de aanpak bij c.

Va2 +4-20 =0

a?+4 =20
a?+4 = 400
a? = 396

a = V396 v a=-v396
Oplossing:

2x%2 -2 = 12x +30
2x2-12x-32 =0
x2-6x-16 = 0
(x+2)(x—8) =0
X+ 2 Ovx—-8=0
X =-2Vx=28

-x+2)2x+3)=3B-4x)2x + 3)
Merk op dat er twee dezelfde factoren zijn.

2x+3=0V -x+2=3-4x
2x=-3 Vv 3x=1

1
x=-1,5Vv X=3
GR:

Voer in: Y1=V(X) en Y2=6-X
Zoek het snijpunt. Je vindt dan x = 4.

Algebraisch:
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VX = 6—x

X = (6—><)2

x = 36—12x + x2
x2-13x+36 =0
x-4)(x=-9) =0

x =4

De oplossing x = 9 vervalt.
b Voerin: Y1=X"4 en Y2=2+X
Zoek de twee snijpunten, deze vind je bij x =-1 en x = 1,35.

9a Neemeerstp=0:

-3q = 650

q = -216%
Neem g = 0:
2p = 650

p = 325

b Neem eerst g = 0:
W =-0,25-0(0,5-0-100)
W =0--100=0
Indien W = 0:

0 = -0,25¢q(0,5g —100)
-0,25q = 0v0,5g-100=0
q =0vqg=200

¢ Neem!I=0:

k2 +22 = 100
k2 +4 = 100
k2 = 96
k = V96 v k = -/96
Neem k = 0:
(I+2)% = 100
I2+41+4 = 100
(1-8)(1+12) =0
l=8vIi=-12
d neemd=0:
1200
= %oo — 1
a=1
Neem a = 0:
_ 1200
0= 600+0,2d2 1
1 = 1200
600+0,2d2
600 + 0,2d2 = 1200
d? = 3000
d = /3000 v d =-/3000
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e Neem x =0:
-4(y?-9)

-36
9

Neem y =0:
(x2-4)--9 =
x2 -4
X =

f Neem x =0:

9
y =+18vy=-+18

-36

V8V x=-8

yi+l =4

y* =3

y2 =43

y =V/3vy=-1V3
Neem y =0:

_ 4

1_1+x2
1+x2 =4

x = /3vx=-43

10 a Dat gaat zo:

12
x+10 = 400
X+10 = 2=

X = 22 _10~-9,97

18 + 3x2 + 6x

60 +3x2 +27x =
X2 +9x+20 =

(x+5)(x +4)
X

¢ Dat gaat zo:

2a
a-1

Qlw

2a%> _ 3a-3
a(a-1) a(a-1)

2a% -3a+3
a
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Dat gaat zo:
2x%2-4x+2 _
x4+1 -
2x2 —4x +2
x2-2x+1 =
x-1x-1)
X =

|
_ O o o O

Dat gaat zo:

x+1 _  x+2
x24+1 ~ 2x+2

x+DER2x+2) = (x2+1)(x+2)
2X2 42X +2x+2 = xS+ x+2x%2 + x

3x = x3
x3-3x =0
x(x2-3) =0
x =0vx=+vY3vx=-+3
Oplossing:
2 _1
V5x2-3 X

2x = V5x2 -3

2x)%2 = 5x2 -3
4x%2 = 5x2-3
3 = x2

V3vx=-3

De hoogte van het Empire State Building is 381 meter. Voor wat betreft de hoogte hangt de afgelegde
weg s af van de tijd volgens de formule 4,9t 2. Het steentje verliest natuurlijk steeds hoogte, dus moet
dit van de 381 m worden afgetrokken. De formule wordt dan h = 381 — 4,9t2,

X

Als het steentje op de grond komt dan betekent dit h = 0. Vul dit in bij de formule en los algebraisch
op:

381 —4,9t2 = 0
4,9t2 = 381
2 _ 381
t* =79
381
t = 4,—9 = 8,8

Dus na ongeveer 8,8 seconden.

De formule voor de snelheid is v = 9,8t. Vul nu voor t de bij b gevonden waarde t = % =~ 8,8 in.

Je vindt dan v = 9,8 - 8,8 = 86,4 m/s.
86,4 m/s komt overeen met 311040 meter per 3600 s of wel 311,1 km/h.
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Zie de figuur.
X

Noem de lengte van het land zonder boswal x.

De oppervlakte van het land zonder boswal is x2.

De lengte van het land met boswal is x — 4 en de breedte x — 8.

De oppervlakte van het land nadat een stuk is afgestaan voor de boswal is volgens de boer de helft
van zijn oorspronkelijke land: 0,5x2.

Je krijgt de vergelijking (x — 4)(x — 8) = 0,5x2.

Voer in: Y1=(X-4)(X-8) en Y2=0.5X"2

Venster bijvoorbeeld: 0 = x =50 en 0 = y =800

Je vindt x = 20,94 (een tabel met stapgrootte 0,001). (x = 3,06 kan niet).

De oppervlakte van het oorspronkelijk stuk land is ongeveer 20,942 ~ 438,5 m?.

De boer houdt ongeveer 219 m? over.

V staat voor de hoeveelheid kaarsvet en moet je zien als een inhoud. De inhoud van een cilinder kan
worden berekend met de formule I = mr?2h.

Bereken eerst de inhoud K van de hele kaars. De hoogte is gelijk aan 20 cm. De straal is 1,5 mm
(voor de eerste onderdompeling is het alleen nog maar de lont) en wordt bij elke onderdompeling
0,5 mm groter. Dus de lengte r van de straal is afthankelijk van het aantal onderdompelingen volgens

de formule r = 1,5+ 0,5a. Toegepast op de formule van de inhoud geeft dit K = m- (1,5 + 0,5a)2 -200,
oftewel K = 200m (1,5 + 0,5a)2. Maar de inhoud van de lont zelf moet er afgehaald worden. Deze
lont heeft een diameter van 3 mm en dus een straal van 1,5 mm. Dit toegepast op de formule voor
de inhoud geeft dit voor de inhoud L van de lont: L = 11 - (1,5)2 -200 =4501m.

De hoeveelheid kaarsvet V kan dan worden berekend door V = K—L ofwel V = 200 (1,5 + 0,5(1)2—45011.
Voer in: Y1=200n(1.5+0.5a)"2 - 4501
Venster bijvoorbeeld: 0 = x <1000 en 0 < y = 160000000

GR:

106 cm® = 106000 mm3

Voer in: Y2=106000

Na 23 onderdompelingen (zoom eventueel in op het snijpunt).

Algebraisch:

2001r(1,5 + 0,5a)2 — 450 = 106000

2001(1,5 + 0,5a)2 106000 + 450

_ 106000+450m
1,5+0,5a0 = | 108000-00n
_ 106000+450m

0,50 = —200m 1,5

Na ongeveer 23 onderdompelingen.
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15 a Oplossing:

1,25t + 5,50 =
-0,6t =

t =
Oplossing:

0,15(p —2)? =

(p-2)? =

p-2=

p =
Oplossing:

12 —V4+x2 =

12 =

144 =

140 =

X =
Oplossing:

3x—12
3x =

12
X =

Oplossing:

1
x—4 +

(21

x2—4x
5x-20

5
5x—20 T

x2—4x+5
5x-20

5(x2 —4x +5)
5x2 —20x + 25

5x2-10x—-15 =

x2-2x-3

x+1)(x-3) =

1,35

3vp—-2=-3
S5vp=-1

0

\/4+x2
4 + x2
X2

V140 v x =-4140

(6] 8] N vINn glN

-2 (bx —20)
-10x +40
0

0

0

X -lvx=3

16 Voer in: Y1=0.25X"4 en Y2=5-X.

Maak een tabel met steeds kleinere stappen. Je vindt x =-2,33 v x = 1,88.
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1.5 Ongelijkheden

Daarbij hoort de ongelijkheid: 0,052v3 > 20.

Eerst los je de bijbehorende vergelijking 0,052v3 = 20 op.

Vaak kan dat algebraisch, vaak ook doe je dat met je grafische rekenmachine. Je maakt dan grafieken
van Y1=0.052X"3 en Y2=20. Denk dan vooraf goed na over de instellingen van de assen. Bijvoor-
beeld windsnelheden liggen in Nederland vaak tussen 0 en 20 m/s.

Kijk dan naar je grafieken voor de oplossing van de ongelijkheid.

Dat gaat zo:
0,052v3 = 20
v3 ~ 384,6154
v = 7,27

Die gaat bij deze vergelijking sneller en je kunt een exact antwoord geven.
Venster bijvoorbeeld: -30 = x =30 en-30=<y <30

Drie keer.

Los eerst 0,01x(x? —400) = x op.

Met de grafische rekenmachine vind je x = -22,361, x =0V x = 22,361.
De oplossing kun je uit de grafiek aflezen: x <-22,36 v 0 = x < 22,36.

Om de snijpunten te bepalen los je y; = y, op:

0,01><(><2 —400) = x

Voor x = 0 is deze vergelijking waar, dus x = 0 is een oplossing. Voor de eventuele andere oplossing
geldt dan:

x2 - 400 X

0,01x

x2 =400 = 100

x2 = 500

x = -v500 v x = /500
Dat gaat zo:
60 — x2 = 4x

0 = x2+4x-60

0= (x+10)(x—-6)

x =-10vx=06
Gebruike je grafische rekenmachine en maak de bijbehorende grafieken. Lees af: x <-10v x > 6
Venster bijvoorbeeld: -5 = x =15en-50 < y < 200.
Met de grafische rekenmachine kun je bepalen dat de grafieken elkaar snijden voor x = 0 en x = 8.
De oplossing kun je in de grafiek aflezen: x <0Vv 0 < x < 8.

De formule voor de totale kosten bestaat uit de kosten voor de mengmachine plus de kosten voor a
liter verf: TK = 3000 + 4,00 - a. De totale opbrengst is TO = 8,25a.

Losop TO =TK

8,25-a = 3000+4,00-a
4,25-a = 3000
a = 705,89

De verfhandelaar maakt winst vanaf 706 liter.
B =0,125a

Per 10 kilometer betaal je € 0,80. Dat is dus € 0,08 per kilometer. Voor de totaalkosten het eerste
jaar dat je op gas rijdt, tel je hier dan nog de prijs van de gastank bij op. De totaalkosten G worden
dan gegeven door:
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G =1250+0,08a

1250 4+ 0,08a = 0,125a

Oplossing:

1250 4+ 0,08a = 0,125a
0,125a = 1250 + 0,08a

0,045a = 1250
a = 27777,77...

Dus je moet meer dan (afgerond) 27778 km rijden om de kosten van de gastank eruit te halen.

Dat gaat zo:
x3 = x
x3-x =0
x(x2-1) =0

x =0vx=-1lvx=1
Voer in: Y1=X"3 en Y2=X
Venster bijvoorbeeld: -2 = x <=2en-2<sy=<2
Met behulp van de grafiek vindje-1 <x <0V x > 1.
Dat gaat zo:

x3 80x — 2x2

x3 -80x+2x%2 =0
x(x?2-80+2x) =0
0vx%2-80+2x=0
OVvV(x+10)(x—-8)=0
=0vx=-10vx=8

x X X
Il

Voer in: Y1=X"3 en Y2=80X-2X"2
Venster bijvoorbeeld: -12 < x <10 en -1200 < y < 600

Met behulp van de grafiek vind je x =-10v 0 = x < 8.

Oplossing:
% -x =0

8 x2
25 =0
8—-x3=0
x3 8
x = 2

Voer in: Y1=8/(X"2) en Y2=X
Venster bijvoorbeeld: -4 = x<7en-2=<y=<6

Met behulp van de grafiek vind je x <0v 0 < x < 2.

Oplossing:
x2-4x = -3
x2-4x+3 =0
x-1)(x-=-3) =0

x=1vx=3

Voer in: Y1=X"2-4X en Y2=-3
Venster bijvoorbeeld: -2 < x <5en-5=sy=<2

Met behulp van de grafiek vind je x <1V x > 3.
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8a Voerin: Y1=100X"2(X-20)"2en Y2=100000
Venster bijvoorbeeld: -10 < x <10 en-10° < y < 10°

Je vindt dan de oplossingen: x =-1,473, x = 1,731, x = 18,269 en x = 21,473.

Met behulp van een grafiek op je GR vind je de oplossing van de ongelijkheid:
-1,47=x=<1,73v 18,27 = x < 21,47.

b Dat gaat zo:

100x2(x —20)2 = 100x2
0V (x-20)2%=1

Ovx=21vx=19

X

X

Met behulp van een grafiek vind je de oplossing van de ongelijkheid: x =0Vv 19 = x < 21.
9 a Oplossing:

125q > 6150
q > 49,2

q is het aantal verkochte fietsen per maand.
Dus de winkelier moet meer dan 49 fietsen verkopen.

b Oplossing:

425q > 300q + 950 + 5200
425q > 300 -200 + 950 + 5200
425q > 66150

66150
4 > =275

q > 155,647...

De winkelier moet minstens 156 fietsen verkopen.

10 a Bestuurder A heeft dus een voorsprong van 24 kilometer op bestuurder B. Als je snelheid in km/h
vermenigvuldigt met de tijd in uren krijg je de afgelegde afstand.

Dus a, = 110t + 24 en ag = 120t.

b Stelin dat geval de vergelijking ag = a, op en los deze algebraisch op:

120t = 110t + 24
10t = 24
t =24

Dus t = 2,4 uur ofwel 144 minuten. Dus na 144 minuten wordt auto A ingehaald door B.
¢ Optelossenisay—ag=4enag—ay=4
ay—ag < 4
110t +24 -120t < 4

-10t < -20
t > 2

ay—ag < 4
120t — (110t +24) < 4

120t -110t-24 < 4
10t < 28
t <28

Dus tussen 2 en 2,8 uur.
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Oplossing:
p=(p+6)?
p=p2-12p +36
0 =p2-13p+36
0=({mE-9(P-9

p—-4=0vp-9=0
p=4vp=9

Met een grafiek zie je dat p = 9 niet kan en dat het antwoord is: p = 4.

Voer in: Y1=XV(X) en Y2=X(4X-1)
Venster bijvoorbeeld: -0,1 < x < 0,5en-1<y<?2

Je vindt dat bij x = 0 en x = 0,4101 de grafieken elkaar snijden.
Met een grafiek lees je de oplossing vervolgens af: 0 < x < 0,41

Dit kan niet algebraisch.
Voer in: Y1=3(X-1)(X"2-4) en Y2=X"2-3X-2
Venster bijvoorbeeld: -4 = x<4en-10<y <20

Je vindt dat bij m = -1,793 de grafieken elkaar snijden. Met een grafiek vind je vervolgens de oplos-
sing: m <-1,79.

4a-4)¢<2(a-2)

Bij deze vergelijking geldt a # 0. Je lost hem bijvoorbeeld zo op:

4-2%2 =2a-2

4a-4 = 2a°%-2
202 -2-4a+4 =0
202 -4a+2 =0
a’-2a+1=0
a=1

Na controle blijkt dat a = 1 de enige juiste oplossing is van de vergelijking.
Met een grafiek lees je de oplossing af: a > 0 met a # 1.

Het gaat om het bedrag per kilometer vooor de benzine en onderhoudskosten. De onderhoudskosten
zijn het gemakkelijkst: dat is 2,5 eurocent per gereden kilometer. Daarbij komen nog de benzinekos-
ten. Die bedragen 1,60 liter, waarbij je met 1 liter benzine 20 kilometer kunt rijden. Per kilometer

heb je dus % liter benzine nodig. 1 liter benzine kost € 1,60 en % liter benzine dus % -1,60 =
€ 0,08.
In totaal kom je dus op 0,08 + 0,025 = 0,105, dus 10,5 ct/km.

De smart kost € 0,105 per gereden kilometer. Voor 16000 kilometer betaal je dus 16000-0,105 = 1680
euro.

Voor de Smart zelf betaal je € 4,00 per dag. In een jaar dus 365 -4 = 1460
Opgeteld dus € 3140,00.

Je hebt te maken met een vast bedrag van € 1460,00 dat je kwijt bent voor de Smart zelf. Per gereden
kilometer ben je € 0,105 extra kwijt. Je vindt dan voor de kosten de formule K = 1460+0,1054a, met K
de kosten in euro en a het aantal gereden kilometers. De kosten moeten onder de € 5000,00 blijven,
wat resulteert in de ongelijkheid 1460 + 0,105a < 5000.

Eerst de bijbehorende vergelijking oplossen:

1460 + 0,105a = 5000
0,105a = 3540
a = 33714,29
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Dus de oplossing van de ongelijkheid is a = 33714.

Maak onderscheid in twee gevallen: 1) je rijdt minder dan 20000 kilometer per jaar, en 2) je rijdt
20000 kilometer of meer per jaar.

Geval 1: minder dan 20000 kilometer per jaar.

Per kilometer betaal je dan € 0,08 cent (zie a). Voor minder dan 20000 km rijden betaal je alsof je
20000 km rijdt. Dus: 20000 - 0,025 = 500. Dus een vast bedrag van 500 + 1460 = 1960 euro.

Je krijgt dan het functievoorschrift K (a) = 1960 + 0,08a.
Geval 2: 20000 kilometer per jaar of meer

Per kilometer betaal je dan € 0,105 cent (zie a). Je krijgt dan het functievoorschrift
K(a) = 1460+ 0,105a.

Noem het aantal blikken eten dat Frits meeneemt b en het aantal flessen drinken f. We willen dat
het opgetelde gewicht hooguit 10 kg is, met andere woorden: 1,5b + 0,5f < 10

Tevens wil Frits dat het aantal flesjes minstens 5 is en het aantal blikken minstens 4:
f=5

b=4

Schrijf 1,5b+0,5f <10 als 1,5b + 0,5f = 10. Schrijf daarna (bijvoorbeeld) f vrij:
f=20-3b

De andere twee ongelijkheden worden:

f=5

b=4

Bij elkaar sluiten deze drie vergelijkingen een driehoekje in. Alle coordinaten met gehele getallen
op of binnen deze driehoek voldoen aan de ongelijkheden.

Een tas die zo vol mogelijk ingepakt is betekent dat de vergelijking 1,5b + 0,5f = 10 geldt. Op
de tekening liggen de mogelijke samenstellingen dus op de schuine lijn. De twee coordinaten die
voldoen aan b =4 en f = 5 die op deze lijn liggen zijn (4,8) en (5,5).

Kortom, om z’'n tas zo vol mogelijk in te pakken neemt Frits ofwel vier blikken eten en acht flessen
drinken, ofwel vijf blikken eten en vijf flessen drinken mee.

Oplossing:
12 —2x < 2x?
-2x2-2x+12 =0
xX24x-6=0
x+3)(x=-2) =0
x+3=0vx-2=0
x =-3Vvx=2

Met een grafiek lees je de oplossing af: x <-3 Vv x > 2.

Y2:=X2

Intersection
X=2 Y=4

Oplossing:

|~
\Y

0,25x
0,25x2

x< =4

X =2Vx=-2

N = X
Il
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Letop: x #0
Met een grafiek lees je de oplossing af: x =-2v 0 < x = 2.

Y2=.25%

Y=-5

Intersection
X="2

Bij dit vraagstuk kun je de ongelijkheid 144 — 25t > 21t opstellen.

144 — 24t > 18t
144 > 42t
42t < 144

144
t < Iz

t < 3,428...

Met een grafiek lees je de oplossing af: t < 3,429.

Y2=18%

Intersection
X=3.428571Y4 Y=61.714286

Dit komt neer op ongeveer 3 uur en 26 minuten.
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1.6 Stelsels vergelijkingen

Omdat er 300 bezoekers zijn is x + y = 300. De totale inkomsten zijn 2,5x + 4,5y en dat is samen
1110 euro, dus 2,5x +4,5y =1110.

Je kunt nu dit probleem oplossen door beide vergelijkingen te herleiden naar de vorm y = ... en dan
het snijpunt van beide functies te berekenen.
Oplossing:
2,5x +4,5y = 1110
4,5y = -2,5x+1110
-2,5 1110
Y = 725X+75
y = -gx+246%
Dat gaat zo:
x+y = 300

x+ (- 3x +246%) = 300
X — gx +246% = 300

5x +2463 = 300

=S

1
X=53§

X 120

Je hoeft dan niet met breuken te rekenen.

y=-2x+6
x—3(-2x+6) =-4
Oplossing:

x—3(-2x+6) = -4
X+6x—-18 = -4
7x = 14

x =2

y=-2x-2+6=2,dus de oplossingis x=2en y =2.
Controle: x =2 en y = 2 invullen in de andere vergelijking: 2 — 3 -2 = -4.

Dat gaat zo:
2@By-4)+y =6
7y = 14
y=2
x—-3-2=-4
x =2
Oplossing:
2,5x+4,5y—-(2,5x+2,5y) = 1110-750
2,5x+4,5y-2,5x-2,5y = 1110-750
2y = 360
y = 180
4 5x+4 5y = 1350
2 5x+4 5y = 1110

Trek nu de onderste vergelijking van de bovenste af:
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4,5x +4,5y — (2,5x +4,5y) = 1350 — 1110
4,5x +4,5y —2,5x —4,5y = 1350 — 1110
2x = 240
x = 120

Uit x + y = 300 volgt y = 180.

5x+5y = 1500
-5x—9y = -2220

Tel de onderste vergelijking bij de bovenste op:

5x+5y+ (-5x—9y) = 1500 +-2220

5X +5y —5x -9y = 1500 — 2220
4y = -720
y = 180

Uit x + y = 300 volgt y = 180.
De bovenste vergelijking met 3 vermenigvuldigen levert:

6x+3y = 18

x—-3y = -4
Beide zijden optellen:
6x+3y+(x—3y) = 18+-4

7x = 14
x = 2

Invullen in een van beide vergelijkingen geeft y = 2.
De onderste vergelijking met 2 vermenigvuldigen levert:

5x -4y 8
4x -4y = 6

Beide zijden aftrekken:

5x -4y — (4x —4y) =
X =2

|
co

|
o

Invullen in een van beide vergelijkingen geeft y = 0,5.
Eerst beide vergelijkingen schrijven als y = ...

Voer in: Y1=-2X + 6 en Y2=1/3X + 4/3
Venster bijvoorbeeld: -10 = x<10en-10=y <10
Jevindt x=2eny=2.

12x+5y =-14 kun je schrijven als y = -%—%x en 24x+7y =44 kun je schrijven als y = #—7&

Voer in: Y1=-14/5-12/5X en Y=44/7-24/7X
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =20 en-40=<y <10
Je vindt x = 8,83 en y = -24.

0,56x — 2y = 0,82 kun je schrijven als y = 0,28x — 0,41 en -0,33x + 3y = 9,12 kun je schrijven als
y=23,04+0,11x.

Voer in: Y1=0.28X-0.41 en Y2=3.04+0.11X

Venster bijvoorbeeld: 0 = x =30 en 0 <y <25

Je vindt x = 20,29 en y = 5,27.

Omdat de vergelijking [ - b = 120 een product van I en b bevat.
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Eerst de vergelijkingen herschrijven: [ = % enl=23-b.

Voer in: Y1=120/X en Y2=23-X

Venster bijvoorbeeld: 0 = x =25en0=<y =25
Dan snijpunt bepalen met intersect.

Dat lukt niet.

Dat hangt af van de manier waarop je dit aanpakt. Je komt waarschijnlijk op een uitdrukking zonder
x en y die niet waar kan zijn.

Het zijn vergelijkingen van twee evenwijdige lijnen, deze hebben per definitie geen snijpunten.

Als je bijvoorbeeld de balansmethode gebruikt om het stelsel op te lossen kom je op een uitdrukking
zonder x en y die niet waar kan zijn. Het stelsel heeft dus geen oplossingen.

Bovenste vergelijking met 2 vermenigvuldigen levert het stelsel:

2x+2y
2x =3y

12
0

Onderste van de bovenste aftrekken:

5y=12eny=%=2%.
Metx+y=6komjeopx=3%

Vermenigvuldig de bovenste vergelijking met 3, en de onderste met 2:

6x +12y
6x + 10y

21
16

Onderste van de bovenste aftrekken:
2y=5eny=2,5.
Invullen in 2x +4y = 7 levert x =-1,5.

Je kunt de bovenste vergelijking direct in de onderste substitueren:

xX+y =6

X+x%2 =6
x2+x-6=0
x+3)(x-2) =0

x+3=0vx-2=0
X =-3Vx=2
Met behulp van y = x2 kun je zeggen:
Als x =2isy =4.
Als x =-3isy=9.

Schrijf de vergelijkingen eerst als functies van y, zodat je ze kunt invoeren in de GR:

84
y = x
y = 29-2x
Voer in: Y1=84/X en Y2=29-2X
Venster bijvoorbeeld: -10 = x =20en-30 <y < 30

Laat de rekenmachine de snijpunten bepalen.

Dat levert op: x =4en y=210of x=10,5en y = 8.
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Oplossing:
><2+y2 = 50
x2 +(2x+5)2 = 50
x? +4x2 +20x +25 = 50
5x%+20x—25 =0
x2+4x-5 =10
(x+5)(x-1) =0
Xx+5=0vx-1=0
x =-5vx=1
y=2--545=-50f y=2-14+5=7.
Oplossingen: x =-5eny=-50f x=1eny=7.
Bekijk het stelsel

I-b = 300
{21+2b = 80
De onderste vergelijking kun je om schrijven naar b = 40 — .
I-b = 300
1(40-1) = 300
-1%2 + 401 = 300
12-401+300 =0
(I-10)(1-30) =0
1-10 =0vI-30=0
I =10vIi=30

Noem de hoeveelheid kg kaas k en de hoeveelheid kilogram boter b.

Iedere kg kaas gebruikt 9,8 kg melk en iedere kg boter 22,5 kg melk. In totaal is er 1000 kg melk
beschikbaar, dus:

9,8k +22,5b = 1000
Tevens wordt er twee keer zo veel boter als kaas gemaakt: b = 2k.
Het op te lossen stelsel is dus:
{9,8k +22,5b = 1000
b = 2k

De onderste vergelijking substitueren in de bovenste levert:

54,8k = 1000
k = 18,25
Dus b = 36,5.

Noem de prijs van een thuja t en de prijs van een jeneverbes j. Als er 20 thuja’s en 12 jeneverbessen
gekocht zijn voor € 267,00 valt dat om te schrijven naar 20t + 12j = 267.

Twee jeneverbessen plus € 18,00 worden omgeruild voor vijf thuja’s: 2j + 18 = 5t, oftewel
-5t +2j =-18. Je stelsel is dus:

20t +12j 267
-5t+2j = -18

Vermenigvuldig de onderste vergelijking met 4 en tel bij de bovenste vergelijking op:
20j =195 geeft j =9,75.
Invullen in een van de vergelijkingen levert t = 7,5.

De tweede vergelijking van de eerste vergelijking aftrekken: x + 4y = -20.
De tweede vergelijking twee keer van de derde vergelijking aftrekken: 7x + 3y = 55
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Je hebt nu het stelsel:
x+4y=-20
7x +3y =55
De eerste vergelijking met 3 vermenigvuldigen en de tweede vergelijking met 4 vermenigvuldigen

geeft:

{ 3x 412y =-60

28x + 12y =220

De tweede vergelijking van de eerste vergelijking aftrekken geeft -25x =-280, dus x = 11,2.
Invullen leidt tot y =-7,8

De gevonden x en y invullen geeft: z =-6,2

Noem het aantal bestelde borden b, het aantal bestelde kommen k en het aantal bestelde sets bestek
S.

Als een set van 5 borden € 7,50 kost, dan betekent dat dat ieder afzonderlijk bord € 1,50 kost. Volgens
een zelfde redenering kost iedere kom € 1,20. Een set bestek kost gewoon € 6,00. Bij elkaar betekent
dat:

1,6b + 1,2k + 65 = 1560
Zoals gezegd zijn borden en kommen 0,4 kg per stuk, en een set bestek weegt 2 kg:
0,4b + 0,4k + 25 = 500
Als laatste zijn er twee keer zoveel borden als kommen besteld, met andere woorden:
b =2k ofwel b—2k =0
Het stelsel wordt:

1,5b+1,2k+6s = 1560

0,4b+0,4k+2s = 500
b - 2k = 0
1,5b+ 1,2k +6s = 1560
0,4b +0,4k +2s = 500
b -2k = 0

Vermenigvuldig de onderste vergelijking met 0,4, en trek die van de middelste af. Deel de onderste
vergelijking daarna weer door 0,4, zodat je de oorspronkelijke onderste vergelijking terugkrijgt:

1,6b+1,2k+6s = 1560
1,2k +2s = 500
b-2k = 0

Vermenigvuldig de onderste vergelijking nu met 1,5, en trek die van de bovenste af, waarna je de
onderste vergelijking weer terugschrijft naar het origineel:

4,2k +6s5 = 1560
1,2k +2s = 500
b-2k = 0

Los nu de bovenste twee vergelijkingen op door de onderste daarvan (de middelste van de drie) te
vermenigvuldigen met 3, en die van de bovenste af te trekken:

0,6k = 60
3,6k+6s = 1500
b-2k = 0

Uit de bovenste vergelijking zie je al gauw dat:
k=100
Uit 3,6k + 65 = 1500 en b — 2k = 0 kan je dan opmaken dat b = 200 en s = 190.
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Omdat iedere set borden 5 borden bevat, zijn er @ = 40 sets borden besteld. Voor hetzelfde geld
zijn er 25 sets kommen besteld.
16 a Vermenigvuldig de onderste vergelijking met 2:
{Ba +4b =10
2a—-4b =28
Tel de onderste vergelijking bij de bovenste op:
5a =18 endus a = 3,6.
Hieruit volgt b = -0,2.
b Vermenigvuldig de bovenste vergelijking met 5:
{1 Ox -5y =25
3x+5y =15
Tel de onderste vergelijking bij de bovenste op:
13x = 40 en x = 13 ~ 3,08.

Hieruit volgt y = % = 1,15.

c¢ Schrijf beide vergelijkingen als functie van g (van p kan ook, maar is onnodig werk):

_ 400
4=
q=200-0 5p

Voer in op de GR: Y1=400/X en Y2=200-0.5X
Venster: [0,450] x [0,250]
Je vindt p = 2,01 en g = 198,99 of p = 397,99 en g = 1,01.
d 2x +y = 3 kun je schrijven als y = 3 — 2x. Substitutie in de eerste vergelijking geeft

-3x2+(3 = 2x)?% = -27. Dit kun je herleiden tot x2—12x+36, ontbinden in factoren levert (x — 6)% = 0
en dus x = 6.

y=3-2-6=-09.
Oplossing: x =6en y =-9.

17 12,502 + 15b =1080 en z + b = 82, oftewel 2 = 82 — b.
Substitutie geeft:

12,50z +15b = 1080
12,50(82 — b) +15b = 1080
1025 —-12,50b + 15b = 1080

1025 +2,5b = 1080

3,5b = 1080
55
b=75
b =22

Invullen in de vergelijking geeft z = 60.

Er zaten dus 22 mensen op het balkon en 60 in de zaal.
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1.7 Totaalbeeld

1 a Oplossing:

-0,15(x +25)% + 15

(x +25)%2 — 100

(x +25)2 = 100
x2 4+ 50x + 525
(x +15)(x + 35)

x =-150f x =-35

0
0
0
0
0

b Oplossing:

4t -2)3 = 16
t-2)° =4
t-2 =74
t =2+74
¢ Oplossing:

XB—_X3 =x+3
8x = (x+3)(x—-3)
8x = x2-9

x2-8x-9=0
x+1)(x-9) =0
x+1

X

o
. ©
Qhen
><><
N

©
© g

(@)

d Oplossing:

2k? -2k = 180

k2 -k = 90

k% -k —90
(k—10)(k +9) =
k =100ofk=-9

o
o O

e Oplossing:

%+x = 5,2
1+x2 = 5,2x
x2-52x+1 =0
(x-5)x=-0,2) =0
x = 50fx=0,2
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Oplossing:

2x—-9)Bx+3) = 2x—-4)2x-9)
2x—-9)Bx+3)-2x-4)(2x-9) =
2x-90BGx+3-2x-4)) =
2x—-9)Bx+3-2x+4) =
2x -9 @Bx+7) =
2x -9 @3Bx+7) =
2x -9 =0v3x+7=0

2x = 9v3x=-7

) —
X = EVX_-

S O O O O

[SS/EN]

Voer in: Y1=X"2 + V(2X) en Y2=20
Venster bijvoorbeeld: 0 = x <10en0<y <25

Bepaal met inklemmen met behulp van de tabellen in de rekenmachine het snijpunt van beide gra-
fieken met voldoende nauwkeurigheid. Je vindt dan x = 4,138.

Oplossing:
4-—x2 = 3x
-x2-3x+4 =0
x2+3x-4=0
x+4)(x-1) =0
x+4=0vx-1=0

X =-4vx=1

De oplossing lees je af uit de grafieken van y; =4 —x%en y, =3x: -4 <x < 1.

Oplossing:
20x(10 + x)% = 80x
(10+x)% =4
10+x = -2v10+x=2

x=0vx=-8vx=-12
Maak nu de grafieken op je GR, kies een venster waarbinnen alle drie de oplossingen zichtbaar zijn.
De ongelijkheid heeft als oplossing: x =-12v-8 < x < 0.
De bovenste vergelijking met 3 vermenigvuldigen en de onderste met 4 geeft
9x — 12y =36
16x +12y =48
De onderste vergelijking bij de bovenste optellen geeft 25x = 84 en dus x = 3,36.

Deze x-waarde invullen in één van beide gegeven vergelijkingen geeft y = -0,48.

Oplossing:
40+ 0,16a = 36+ 0,18a
0,02a = 4
a = 200

Invullen in één van beide gegeven vergelijkingen geeft K = 72.

2X + 2y = 6 geeft y = - x + 3, substitueer dit in 2y — x2 = -2 en je krijgt:
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2y2 —x% = -2
2(-x+3)%2=x2 = -2
2(x% —6x+9)—x? = -2
2x2 —12x+18 —x2 = -2
x%2-12x+20 = 0
(x-2)(x—=10) =0
x—2=0vx-10=0
x =2vx=10
De oplossingen zijn: x =2eny=1vx=10eny =-7.

I-b=12geeft ] = % en als je dit substitueert in 21 — 3b = 4 krijg je de vergelijking % —3b =6.

21-3b =6
12
2(%2)-3b =6
24
?—Bb = 6
24 —3b?% = 6b
3b2+6b—-24 =0
b%2+2b-8 =0
(b+4)(b-2)=0
b+4=0vb-2=0
b=-4vb=2
Voer in: Y1=1004+40X—-5X"2
Venster bijvoorbeeld: -5 = x<10en-5=< y <200
Het afschieten gebeurt op t = 0, dan is h = 100.

Hij is weer op die hoogte als:

40t -5t2 = 0
5t(8—1t) = 0
t=0vt=8

Na 4 seconden.

180 meter

Nu moet je h = 0, dus 100 + 40t — 5t% = 0 oplossen.

Dit geeft t2 -8t —20 =0, ofwel (t — 10)(t + 2) = 0. Hiervan is alleen t = 10 een bruikbare oplossing.

100 + 40t —5t2 = 0
20+8t—-t2 =0
t2-8t-20 =0
(t+2)(t—-10) =0
t+2=0vt-10=0
t=-2vt=10

Nee, je weet niet onder welke hoek de pijl is afgeschoten. In de formule wordt h uitgezet tegen de
tijd, dus je weet alleen het verloop van de hoogte.

2 cm?.

De vier zijvlakken hebben elk een oppervlakte van xh cm?.
Los op: 48x + 2x2 = 800.

Voer in: Y1=48X + 2X”"2 en Y2=800
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =20en 0 =<y =100

Grondvlak en bovenvlak hebben een oppervlakte van x
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Bepaal het snijpunt door inklemmen. Je vindt x = 11,3 mm.
a euro in A en b euro in B beleggen geeft a + b = 10000 en 0,10a + 0,14b = 1180.

De eerste vergelijking schrijf je als b = 10000 — a en dit substitueer je in de tweede:

0,10a +0,14b = 1180

0,10a + 0,14(10000—a) = 1180
0,10+ 1400-0,14a = 1180
-0,04a = -220

a= 3%

a = 5500

Dus er is € 5500,00 in fonds A belegd.
7,02 m/s = 25,3 km/h

D= 200200
v

Tussen 14,1 m en 158,1 m.

=90 _
BMI = 335 = 30.

BMI = 0,33G

Vanaf 56 kg tot en met 75 kg.

G =18,512

Doen. Bekijk eventueel hoe dergelijke grafieken er uit zien in het artikel Wikipedia: Quetelet Index.

Je kunt dan heel snel zien in welke groep een volwassene valt als je zijn lengte en gewicht hebt
bepaald. Het is wat minder nauwkeurig, maar die nauwkeurigheid is in de praktijk toch niet nodig.

0,75 m? per persoon

M = 0,65 m? per persoon.

M =7 m? per persoon

140 mensen per minuut

71 voetgangers per minuut

De breedte van de doos is b — 2x en de hoogte van de doos is x. Er moet gelden dat b —2x > 0, dus

x < 5b. Haakjes wegwerken geeft I = 4x3 — 4bx? + b2x.

I=4x3-160x% +1296x(0 < x < 18)

Voer in: Y1=4X"3-144X"2+1296X

Venster: 0 = x <18 en 0 =< y <5000

Je vindt dat er bij x = 6 een maximum inhoud is van 3456 cm?.
I =4x3-240x% +3200x(0 < x < 18)

Voer in: Y1=4X"3-144X"2+3200X

Venster: 0 = x =40en 0 < y =20000

Je vindt dat er bij x = 10 een maximum inhoud is van 16000 cm?.
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2.1 Het begrip functie

P =0,00013-103-402 =~ 52 kiloWatt.

P =0,052-v3

Bijvoorbeeld op de horizontale as 0 < v < 20 en op de verticale as 0 < P < 400.
A

P(6) =0,052-63 =11,232

P0)=0
P(15) =0,052-153=175,5

Je moet 0,052v3 = 300 oplossen.

0,052v3 = 300
v3 = 5769,23
v ~17,9

Ongeveer 17,9 m/s.
Met een wieklengte van 20 meter is de diameter 40 meter. Hiermee is de nieuwe uitdrukking:
P(v) = 0,00013 - v3-402 en dus P(v) = 0,208v3.
P(10) = 0,208-103 =208
P(0)=0en P(20) =1664
Venster bijvoorbeeld: 0 = x =20en 0 <y <1664
Oplossing:
0,208v3 = 40
v3 = 192,31
5,77 m/s

v

Q

Datis 3,6-5,77 = 20,8 km/h.

Kies voor x een willekeurig getal kleiner dan 10, bijvoorbeeld 2. Je krijgt dan:
x2+y? =100

22 +y2 =100

4+ y?% =100
y2 = 96
y = V96V y =-96

Dus bij één x zijn meerdere uitkomsten mogelijk. y is daarom geen functievoorschrift.
Oplossing:

xZ +y2% =100
y2 =100 - x?

y = -Y100-x2 v y =100 — x2

yi1(x) = 1100 — x2
Vo (x) = -\llOO—x2

Voer in: Y1=v(100-X"2) en Y2=-V(100-X"2)
Venster bijvoorbeeld: -18 = x <18 en-12 =<y <12

y1(5) =75
y2(5) =-v75
T(15) =0,64

Ja, bij elk gewicht hoort precies één tarief (boven 250 gram is het geen brief meer, maar een pakket).
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Nee, je weet alleen in welke gewichtscategorie de brief zit.

50=G <100
Bij elke waarde van T horen meerdere waarden van G.
Oplossing:
0,5x2-2x = 0
x2—-4x =0
x(x—-4) =0

x=0vx=14

De nulpunten, de waarden van x waarvoor geldt f(x) = 0, die je al bij a hebt bepaald. De snijpunten
zijn daarom (0,0) en (4,0).

Oplossing:
0,5x2-2x = 6
0,5x2-2x—-6 =0
x2—-4x-12 =0
(x+2)(x—6) =0

(x+2) =0v(x-6)=0
X =-2Vx=6
Bij B zijn er voor bepaalde waarden van x meerdere waarden van y. Dit staat haaks op de definitie
van een functie. Bij A, C en D is sprake van een functie.
Nee, deze vensterinstellingen zijn ongeschikt.

De nulpunten vind je door f(x) = 0 op te lossen.

x2-130 =0
x2 =130
x = +4/130

De nulpunten zijn dus x = v130 v x =-+130.

Omdat de grafiek symmetrisch is, kun je ook zeggen dat de x-coordinaat van de top precies tus-
sen de x-waarden van de nulpunten ligt. Je kunt dus zeggen dat f(x) minimaal is voor x = 0, met
f(0) =-130. De top is (0,-130).

Venster bijvoorbeeld: -15 = x <15en-130 = x <130
Zie de figuur.

N/

De grafieken hebben twee snijpunten.
De optie intersect geeft x =-10en y =-30of x =13 en y = 39.
De snijpunten zijn: (-10,-30) en (13,39).

Algebraisch:
f(x)=9gx)
x2-130 = 3x
x2-3x-130 = 0
(x=13)(x+10) = 0
x = 13vx=-10
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f(13)=g(13)=39%en f(-10) = g(-10) =-30
De snijpunten zijn (-10,-30) en (13,39).

8 a De nulpunten van y, zijn:

(x2-4)(x2-9) =0
x2-4=0vVv x2-9=0
x2=4v x%2=9
xX=2Vx=-2V x=3Vx=-3

De nulpunten van y, zijn:

-x2-x+6=0

x2+x-6=0

x+3)(x=2) =0
X =-3Vvx=2

b Zie de figuur.

A
/N

Voer in: Y1=(X"2-4)(X"2-9) en Y2=-X"2-X+6
Venster bijvoorbeeld: -10 = x =10en-50 =<y =50

c (-3,0), (-1,79;4,58), (2,0) en (2,79;-4,58).
-3<x<-18v2<x<2,8
9a f(3)=8-4-3+33=23
b f(x) =8 geeft:

8—4x+x3 =8

x3-4x =0
x(x2-4) =0
X =0vx2-4=0
x=0vx2=4
x =0vx=2Vvx=-2

¢ Venster bijvoorbeeld: -3<=x=3en-2=<y=<16
d Ja. Er zijn geen tegenvoorbeelden.
Nee, bijvoorbeeld voor y = 8 geldt x =0V x =-2 V x = 2 (zie antwoord bij b).
10 a Bij elke waarde van a hoort precies één waarde van K.
b K(100)=35,00+0,77-100=112
K(a)=35+0,77a

Oplossing:
35+0,77a = 500
0,77a = 500 - 35
0,77a = 465
465
a= 9,77

Dus maximaal 603 m3.

11 a De top ligt op de symmetrie-as van de parabool. Deze symmetrie-as is x = 0. Invullen in de functie
geeft £(0) = 100. De coordinaten van de top zijn dus (0,100).
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f(x) =0 geeft 100 — x2 = 0 en dus x = +10. De nulpunten zijn x =-10 en x = 10.
Venster bijvoorbeeld: -15 = x =15en-100 = y =200

De snijpunten bereken je door f(x) = g(x) op te lossen.

100 — x2 = x2
2x2 = 100
x? = 50
X = 542
De snijpunten zijn (5w/§,50) en (-5\/5,50), ofwel ongeveer (-7,07;50) en (7,07; 50).
Van fq:
x*-2x2 =0
x?(x2-2) =0
x2 =0vx2-2=0
Xx=0vx2=2
X = 0Vx=\/§VX=-\/§
Nulpunten van f';: x=0Vx=+v2Vx=-+2
Van f5:
-x2+4x =0
x(-x+4) =0

x=0vx=4

Nulpunten van fo: x=0en x =4

Bij een goede vensterinstelling krijg je de snijpunten van de grafieken van de functies met de coor-
dinaatassen en de snijpunten van de grafieken van de functies onderling in beeld.
Venster bijvoorbeeld: -2 < x=<5en-2<y=<6.

Met de GR vind je (0,0) en (1,8;4,0).

0<x<1,8
f(x) =0 geeft 100x — x2 =0
100x —x2 = 0
X(].OO—X) =0
x =0vx=100

Nulpunten: x =0 en x = 100
Venster bijvoorbeeld: -20 = x =120 en -3000 < y = 3000

g(x) =0 geeft 10x(x —50)=0

10x(x — 50) 0
x =0V x=50

Nulpunten: x =0 en x =50
Venster bijvoorbeeld: -10 = x =60 en - 7000 = y < 7000

h(x) = 0 geeft (x — 10)% — 1600 = 0

(x —10)%2 -1600 = 0
(x —10)%2 = 1600
x—10 =40vx—-10=-40
x =50vx=-30
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Nulpunten: x =-30 en x = 50
Venster bijvoorbeeld: -50 = x =70 en -2000 < y < 2000

I(x) =0 geeft 2yx+3-5=0
2Yx+3-5
2x+3 =
Vx+3 =

2

x+3 = (%)

x = 3,25

o 01 O

Nulpunt: x = 3,25
Venster bijvoorbeeld: -4 = x <30en-10=y <10

h = diameter=2-r
V=no-r2.h=n-r2.2.r=2mnr3
V(20) =2-1-203 =~ 50000

Voer in: Y1=2n0x"3
Venster bijvoorbeeld: -4 < x =20 en -10000 = y = 55000

Voer in: Y2=1000
Met intersect vind je r = 5,42.

Je kunt dit ook algebraisch oplossen:

V(r) =2nr3 =1000 geeft r3 = % enr =73 % ~ 5,42 cm.

Los op: h(x) =0

-0,01x(x —4000)
X

0
0v x =4000

Na 4000 meter komt de kogel weer op de grond.

De top is (2000,40000) gebruik dit voor het bepalen van goede vensterinstellingen.

Venster bijvoorbeeld: 0 = x <4000 en 0 = y < 50000

Y2:=X+10

Intersection
X="10 Y=0

40000 meter

Met de optie intersect vind je x = 268 en x = 3732.
Dus als 268 < x < 3732, is de hoogte van de kogel hoger dan 10000 meter.

f(5)—g(2) =147 -1 = 146
2x-3)(x2-4)=0

2x=3) =0V (x2-4)=0
2x 3vx2=4
x =15vx=2vx=-2
x =-2Vx=15vx=2

Voer in: Y1=(2X-3)(X"2-4) en Y2=4X-7
Venster: -3<=x=<5en-20=<y <20

De grafieken snijden elkaar bij x = -2,48,x = 1,65 en x = 2,32.
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In de grafiek zie je dat x <-2,5v 1,7 < x < 2,3.

17 a Als bij elke waarde van x precies één corresponderende waarde van y hoort dan is het een functie.
Dit is het geval bij de grafieken A en B.

b Het is wellicht het makkelijkst om de grafiek om te draaien, zodat de y-as horizontaal is. Dan is te
zien dat bij de grafieken B en C elke y-waarde met precies één x-waarde correspondeert.
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2.2 Domein en bereik

Nee, toppen kunnen ook lokale ‘hoogtepunten’ of ‘dieptepunten’zijn.

Ja, je mag bijvoorbeeld in de formule y = vx geen negatieve getallen voor x nemen.

En de functie kan ergens over gaan, bijvoorbeeld lengtes, breedtes, etc., moegen niet negatief zijn.
Eigen antwoord, houd rekening met het feit dat er functies bestaan waarbij je sommige x-waarden

niet mag gebruiken. Zoals bijvoorbeeld bij f(x) = % en g(x) = Vx.

Zie de figuur.

[

I I

I I

I I

I A T

I I I

| !

| R
<_:—’:I [
R
————— 9
. e .
-3-2-1 01 2 3 45 6 7 8

Van boven naar beneden:
(‘ 21 _))
(2]
[_ 2l4)
(35,51
(«<,0)U (3,5, -)
x kan alle reéle waarden aannemen, dus Dy = R.
Los voor de snijpunten met de x-as de vergelijking f(x) = 0 op:
4-x2 =0

x2 =4

X =-2Vx=2

Het snijpunt met de y-as ligt op x = 0 dus f(0) = 4.
De snijpunten zijn (- 2,0), (2,0) en (0,4).
De grafiek is een bergparabool met de top (0,4).

Je weet dat de top van de parabool in het interval [-1,3] ligt, dus de bovengrens van het bereik is 4.
Als ondergrens neem je de laagste waarde die de grafiek op [-1,3] aanneemt: f(3) = -5.
By =1[-54]
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Zie de figuur.

54,00
=}
9} ® O
S |
‘@ |
3,00 | ——0
+ |
~ | |
t —0 |
| |
2,00{ | | |
o | |
L i
o0 | 1 |
1,001 1 |
] |
© | |
P | w
[ ! |
[ ! I
Lo | |
o 500 1000 1500 2000
— G (gewichtin g)
Dt =(0,2000)

Bt ={0,60;1,20; 1,80; 2,40; 3,00; 3,60}

szean=[0,—>).

f(0) =1, dus het snijpunt met de y-as is (0,1).

f(x) =0 geeft yx = 1 en dus x = 12 = 1. Het snijpunt met de x-as is (1,0).
Zie de figuur.

.

. Df=Rean=[-4,—>)
+ Dg=RenB,;=R

. Dh=Reth=[-8,—>)
. Dk=[-7,—>)ean=[-6,—>)
Kies het venster [0,40] x [-500,500].

\
N

(10,400)

f(0) =400 en f(40) =-500.

Het bereik is [-500,400].

Voer in Y1=-3.5X"2+14.7X+0.8 met venster 0 = x <5en 0 =< y < 20.

Gebruik voor de nulpunten van het CALC-menu 2: zero. (Of een identieke functies als je een andere

grafische rekenmachine hebt dan de TI-84, zie Practicum.)

Gebruik voor het maximum van het CALC-menu 4: maximum. (Of een identieke functies als je een

andere grafische rekenmachine hebt dan de TI-84, zie Practicum.)

Je vindt een maximum van h = 16,235 bij t = 2,1.
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¢ Los met je grafische rekenmachine op: h(t) = -3,5t2 +14,7t + 0,8 = 10.

Jevindtt = 0,765 vt = 3,435. De bal is dus ongeveer 3,435 — 0,765 = 2,67 seconden meer dan 10 m
boven de grond.

d Er zijn nu geen beperkingen voor x.
Dus Df =R en Bf = («;16,235].

9 a Alsde kogel 14 meter ver komt, geldt: h(14) = 0.
h(14) = -0,0625(14 —6)2 +4 =0
b De kogel is van 0 tot en met 14 m onderweg. Daarom geldt: Dy, = [0,14].

¢ Bijdetopis h(x) maximaal. h(x) is maximaal als - 0,0625(x — 6)2 zo klein mogelijk is. Dat is het geval
als x -6 =0, dus als x = 6.

Invullen geeft: h(6) =-0,0625(6 — 6)2 +4 = 4. De top zit dus bij (6,4), dus 4 meter boven de grond.

d his minimaal 0 en maximaal 4.
By =10,4]

10 a Erzijn geen getallen voor x die je niet mag gebruiken. Dus Dy = R.
De grafiek van f is een dalparabool met top (0,5;-6,25) en dus Bf =[-6,25; -).
b Met je GR vind je als kleinste minimum = -1,62.
Dy=R
B, =[-1,62;-)

¢ Dy=R
B, =R

d 2x-3=0,dusx=1,5
2vY2x—=3=0dus1+2y2x-3=1
Dr=[1,5;-)
Br =11, -)

11 Voer in: Y1=-2(X-10)"2+60
Venster bijvoorbeeld: [0,40] x [2000,200]
Optie maximum geeft f(10) = 60 en de kleinste functiewaarde is f(40) = -1740.
By =1[-1740,60]

12a Losop: f(x)=0

x2-2x* =0
x2(1-2x2) =0
x2 =0v1-2x2=0

2_1
Ovx =5

X

X 0Vx=-%\/§Vx=%\/§

b Bijeen goede vensterinstelling moet je zorgen dat de snijpunten met de coordinaatassen en de toppen
in beeld komen.
Venster bijvoorbeeld: [-1,5;1,5] x [-2,1]

Y1=X2-2X"Y

Xi
50000055 Y=.125
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Zet beide functies in je GR en bereken de toppen. Voor f(x) vind je voor de coordinaten van de
toppen (0,5;0,125) en (-0,5;0,125). 0,125 is de maximale y-waarde. Dus By = (—;0,125].

Voor g(x) vind je (0,0) voor de top. Dus Bg = («,0].

Stel de functievoorschriften aan elkaar gelijk, dus f(x) = g(x).
x2 -2x% = -x2
2x2-2x% =0
2x%(1-x2) =0
2x2 =0v1-x2=0
x =0vx2=1
Xx=0vx=1vx=-1

Snijpunten: (-1,-1), (0,0) en (1,-1).

Je ziet in de grafiek dat de vuurpijl na 6 seconden niet meer op het hoogst punt is. Je moet dus de
coordinaten van de top uitrekenen. Die zit bij t = 4.

Dan geldt voor de hoogte h: h(4) = 40 -4 — 5-42 = 80. Dus het hoogste punt van de vuurpijl is 80
meter.

De vuurpijl spat na zes seconden uit elkaar; het domein is D;, = [0,6].
De vuurpijl komt maximaal 80 meter hoog en start vanaf de grond, dus het bereik is B¢ = [0,80].
h(6) = 60, dus op een hoogte van 60 meter spat de vuurpijl uit elkaar.

Voer in: Y1=40X-5X"2 en Y2=40
Venster bijvoorbeeld: [0,6] x [0,100]

Er is één snijpunt (let op het domein). De optie intersect geeft x = 1,17.
De vuurpijl is ongeveer 6 — 1,17 = 4,83 seconden boven 40 meter.

h is tegen de tijd t uitgezet. Als de baan van de vuurpijl getekend zou zijn, zou op de horizontale as
ook een afstandseenheid moeten staan.

De opbrengst van het product kun je berekenen door de prijs te vermenigvuldigen met het aantal
verkochte exemplaren. Noem de opbrengst R, de prijs p en het aantal verkochte exemplaren q. Je
krijgt dan R = p - q. Er geldt ook q = 400 — 0,5p en dus volgt uit substitutie R = p(400 — 0,5p).

q = 0 betekent 400 — 0,5p = 0, hieruit volgt 0,5p <400 en dus p < % = 800.

p kan alle waarden aannemen in het interval [0,800].

Voer in: Y1=X(400-0,5X)
Venster bijvoorbeeld: [0,800] x [0,100000]

Je vindt max. R = 80000.

R kan alle waarden aannemen in het interval [0,80000].

Y1=X(460-.5X)

199999 Y¥=80000

De nulpunten zijn -5 en 5. Omdat voor x-waarden hiertussen alleen maar positieve waarden voor
h(x) voorkomen, zijn -5 en 5 daarom de grenzen van het domein.

Dy, =[-5,5]

De top vind je door de x-waarde in te vullen die in het midden van het interval [-5,5] zit, dus x = 0.
f(0)=v25-0%2=425=5

By =1[0,5]

Waarden tussen -20 en 20.

De kortste tuidraad is 5 meter bij x = 0. De langste is 63,32 meter bij x = 18.
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Los op: h(x) = 45,5. Dat kan met de GR, maar sneller algebraisch: S%XZ +5 =45,5 geeft 59—0x2 =40,5
endus x2 =225endus x =-15Vv x = 15.
De twee tuidraden hangen 30 meter uit elkaar.

I = lengte - breedte - hoogte =1-b-h

1=20-2-x
b=12-2-x
h=x

I(x) =x(20-2x)(12 -2x)

Er gaat twee keer x cm van de breedte van 12 cm af. Voor x moet daarom gelden x < 6 om papier
voor de zijkant over te houden. Dus: D; = (0,6).

I(x) invullen in GR. Maximum bepalen met GR: via de top (2,43; 262,68) vind je het maximum 262,68.
I(x) > 0 dus: By =(0;262,68].

I(x) invullen in GR. Maximum bepalen op domein (0,6): het maximum is 262,68 voor x = 2,43.

Dus 2,43 cm bij 2,43 cm.

Zie de figuur.

Ya=4-(X-2)2

/ \

¥=2 Y=4
Voer in je GR in Y1=4-(x-2)"2 met standaardinstellingen.

Voor x zijn er geen getallen die je niet mag gebruiken. Dus geldt Dy = R.
De top is (2,4) en dus is 4 de maximale y-waarde. Het bereik is daarom By = (< ,4].

Er zijn geen waarden voor x die je niet mag gebruiken. Dus D = R.

De grafiek is een horizontale lijn en dus is de uitkomst onafhankelijk van x. 4 is de enige waarde die
y kan aannemen. Dus geldt B, = {4}.

Yi=4

X=1 Y=y

Zie de figuur.

Onder het wortelteken mogen geen negatieve getallen staan. Dus 4 is het grootste getal dat je voor
x kunt invullen. Er geldt Dy, = (< ,4].

De functie begint bij het punt (4,2). Dit punt wordt ook wel een randpunt genoemd. De laagst moge-
lijke y-waarde is dan 2. Dus voor het bereik geldt B;, = [2, —).

y(3)=3%4-8.32=81-8-9=81-72=9
y(-3)=(-3)*-8-(-3)2=81-72=9
Stel y(x) =0, dan volgt
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x4-8x2 =0
xz(x2—8) 0
x2 =0vx2-8=0
x=0vx%=8

x=0Vx=+8vx=-y8.

¢ Voerin je GR: Y1=X"4-8X"2 met venster [-4,4] x [-20,20] en bepaal de toppen. Je vindt de punten
(0,0), (-2,-16) en (2,-16).

11
VN

X=2 Y=-16
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2.3 Bijzondere functies

Twee rechte lijnen, neem de afstand a in km en de tijd t in minuten.

Op t = 0 is de afstand van de eerste auto a; precies 0 km, en die afstand neemt met 90 km/h = 1,5
km/min toe. Hier geldt dus a; = 1,5¢.

De afstand van de tweede auto a; is 0 km na 6 minuten, en neemt met 2 km/min toe. Hier geldt dus
a, = 2t + q. Het punt (6,0) invullen levert de waarde voor q op. 0 =2-6+ q geeft ¢ =-12.

Dus a, =2t — 12.

1,5t = 2t — 12 geeft 0,5t = 12 en dus is t = 24 min.

In de grafiek zie je dat na 24 minuten de tweede auto de eerste heeft ingehaald.

Tot t = 24 ligt de eerste auto voor, daarna de tweede auto. De grafiek bestaat dus uit twee delen

e a)—dy=-0,5t+12voort <24
e ay—a; =0,5t—-12voort > 24

a;=50-1,5t en a =2t

50 — 1,5t = 2t geeft opnieuw t = 14,3.

a(t) =150 — 3,5t|

Dit wordt (natuurlijk) dezelfde grafiek als die in de uitleg.

50 — 3,5t| = 20 kun je als twee vergelijkingen schrijven, die op te lossen zijn.
50 — 3,5t =20 en 50 — 3,5t =-20

Oplossen levertop t = 8,6 vt = 20.

Als beide fietsers met 18 km/h op elkaar af fietsen, betekent dat dat de onderlinge afstand verandert
met de dubbele snelheid, dus 36 km/h. Nu is 36 km/h = 10 m/s. Daarom wordt de onderlinge afstand
gegeven door a(t) =[10t|.

[10t| = 90 wil zeggen 10t = 90 of 10t =-90, ofwelt =-9vt =09.

a is het hellinggetal, als je x met 1 verhoogt, wordt y met a verhoogd.
In de figuuris a = 0,5.

(0,b) is het snijpunt met de y-as. Hier geldt dus b = 3.

Als x met 4 omhoog gaat (van 1 naar 5), gaat y met 1 omhoog (van 2 naar 3). De helling is dus
7=025=a.

y=0,25x+b

2=0,25-1+bgeeftb=2-0,25=1,75.

3,20+10-1,20 = 15,20

R(a) =3,20+1,20a

Voer in: Y1=1.20X+3.20 met venster bijvoorbeeld [0,20] x [0,30].

(0; 3,20) is het snijpunt met de y-as en 1,20 is de richtingscoéfficiént.

21___01 = 3 en het snijpunt

Lijn I (groen) gaat door de punten (0,-1) en (1,2). De richtingscoéfficiént is
met de y-as is (0,-1). Hieruit volgt dat I: y = 3x — 1.

Lijn m (rood) gaat door de punten (0,5) en (3,4). De richtingscoéfficiént is % =- %, en het snijpunt

met de y-as is (0,5). Hieruit volgt dat m: y = - %x +5.

De x-coordinaat van het snijpunt kun je bepalen door op te lossen 3x — 1 = - %x + 5.

Dit geeft 3%)( =6endus x =1,8.

De y-coordinaat bepaal je dan door substitutie in één van de vergelijkingen y =3-1,8 -1 =4,4.
Het snijpunt is (1,8; 4,4).
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Voer in: Y1=abs(X)
Venster bijvoorbeeld: standaardvenster.

|

(0,0)
X=-6VXx=6

f(x) = |x| is altijd groter of gelijk aan 0.

yi=x—-2alsx=0

y1=-x—2alsx<0

en

yp=x—-3alsx=3

Vo =-x+3alsx<3

Je bekijkt drie gevallen.

« Als x =0losjeop-x—2=-x+ 3; deze vergelijking heeft geen oplossing.
e« AlsO<x<3losjeopx—-2=-x+23. Ditgeeftx=2%.

« Als x = 3los je op x —2 = x — 3; deze vergelijking heeft geen oplossing.
Het snijpunt is (2%; %)

yi1=4geeft x=-6vx=6

yp=4geeftx=-1vx=7

Zie de figuur.

Voer in: Y1=abs(X"2+X-6)
Venster bijvoorbeeld: [-5,5] x [-2,10]

Afstand is eigenlijk de kortste verbinding en dit is wel de kortste verbinding tussen twee punten die
boven elkaar liggen, maar niet de kortste verbinding tussen de twee grafieken.

Je kunt de vergelijking opsplitsen in delen voor x <-3vx > 2 en-3 < x < 2 en vervolgens algebraisch
oplossen. Maar met de GR werken is hier sneller (en toegestaan). Als je op je GR Y2=4 invoert en de
x-coordinaten van de snijpunten afleest, vind je x =-3,70vx =-2v x =1V x = 2,70.

2<x<3

f,43)=3en f(-om)=-8

Df=RenBf={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

int (2x) — 1 = 4 geeft [ (2x) =5 en dus 5 = 2x < 6. Hieruit volgt 2,5 = x < 3.
f(x)=ax+b

_ 140-80 _ 60 _
a=-—7g- 5 =10

f(2)=80dus 10-2 + b = 80 en hieruit volgt b = 60.
Je krijgt de functie f(x) = 10x + 60.
gx)=ax+b
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_:25-15 _ -40 _ 5
=7T0-5 ~ 15 —

wI N

g(-5=15,dusb=15-2%.5=1

wIN

Je krijgt de functie g(x) = —Z%X + 1%.

h(x)=ax+b

_-19-8 _ .27 _
a=-5—3 =g =-3

h(3)=8,dusb=8+3-3=17.
Je krijgt de functie h(x) =-3x +17.
Oplossing:

|x2—4| =2

x2-4=2v x2-4=-2
x2=6vV x2=2

Xx=-v6vx=vV6 Vv x=-12vx=+2

Kaars I:

II=at+b

Opt=1geldtl =75enopt = 3,5geldt | = 62,5. Ofwel de grafiek van deze lineaire functie gaat

door de punten (1,75) en (3,5;62,5).

_62,5-75 _
a= =357

I;(1) =75, dus 75 =-5-1 + b en hieruit volgt b = 80.
Dus voor kaars I geldt de formule I} = -5t + 80.

Kaars II:

De grafiek van de lineaire functie gaat bij deze kaars door de punten (1,71) en (3,5; 61).

_61-71
a4=35-1

de formule I}; = -4t + 75.
Losop L; = Ly.

-5t+80 = -4t + 75
-t = -5
t =5

Na 5 uur branden zijn de kaarsen even lang.

De afstand tussen beide grafieken moet dan gelijk zijn aan 1.

Los dan op |-5t + 80 — (-4t + 75)| = 1. Dit geeft -t +5=-1v-t+5=1endust=4vt=6.
Dus na 4 uur en na 6 uur branden verschillen de kaarsen precies 1 cm in lengte.

Het knikpunt zit bij x — 1 = 0, dus als x = 1. Het knikpunt is het nulpunt (1,0).

x =1 is het grensgeval. Maak onderscheid tussen de situaties x <1 en x = 1.

e Als x = 1 is het functievoorschrift y(x) = 4x(x — 1)
« Als x < 1 krijg je de andere situatie: y(x) =-4x(x — 1)

Voer in: Y1=4X abs(X-1) en Y2=0,7
Venster: standaard
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Y2=.7

~

V

Intersection
X=.22613872 Y=?

x <0,226v 0,774 < x < 1,52

Maak een schets. Omdat de lijn van functie f symmetrisch is in een verticale lijn, kun je zien welke
twee van de drie punten op één lijn liggen. Dit zijn de punten (0,3) en (1,1). De lijn door deze punten
snijdt de positieve y-as en heeft dus een positieve waarde voor b.

Wanneer functie f positief is, geldt f(x) = ax + b en wanneer functie f negatief is, geldt
f(x) = -ax — b. Door bij beide situaties de punten (0,3) en (1,1) in te vullen, krijg je bij alleen
de eerste situatie een positieve b. Zie het stelsel:

b = 3
a+b =1

Hieruit volgt ook a =-2 en dus f(x) =-2x + 3.

Het negatieve deel van de lijn f(x) = -2x + 3 wordt gespiegeld in de x-as en is daarom gelijk aan
f(x)=-1-(-2x+3)=2x—-3.Dusa=2enb=-3.

R(a) =2,25+0,75a

De treintaxi kost in alle gevallen € 3,00 per persoon, dus voor twee personen € 6,00.
Als R(a) > 6, dan is de treintaxi voordeliger.

0,75a + 2,25 > 6 geeft a > 5.

Als a > 5 is de treintaxi voordeliger.

De reistijd met een gewone taxi is % -60 = 10 minuten. Dus de treintaxi is voordeliger.

Voer in: Y1=abs(abs(X-2)-2)

Je ziet dat er drie knikpunten zijn, bij x =0, x =2 en x = 4.

Absoluutstrepen maken een negatief getal positief. Je moet dus naar de grensgevallen kijken.

|x — 2| wordt negatief als x < 2. Dus bij x = 2 is er een knikpunt.

Als x = 4 dan geldt dat ||x — 2|-2| = 0 dus dit is ook zo’n grensgeval. Hier bevindt zich dan ook een
knikpunt.

Als x = 0 dan geldt dat ||x — 2|]-2| = 0 dus ook dit is een grensgeval. Hier bevindt zich een derde
knikpunt.

Oplossing:
[x=-2]—-2 =0
Ix =2 = 2

Ix =2 =-2V|x=2]=2
x =0vx=4
Dus x = 0 en x = 4 zijn de nulpunten.

Voer in: Y1=abs(abs(X-2)-2) en Y2=1
Bereken de snijpunten. Je vindtdan x =-1vx=1vx=3V x=5.

De grafiek moet dan bijvoorbeeld een in de x-as gespiegelde letter W zijn. Dit is bijvoorbeeld het
geval bij y(x) = -|2—|x||, maar ook bijvoorbeeld bij y(x) =-[3—|2x]|.
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Noem K de jaarlijkse kosten in duizenden euro’s en a het aantal gereden km per jaar.
De rode grafiek gaat door de punten (0,2900) en (8000,3400). De richtingscoéfficient is

3200-2990 — 0,0625. De formule voor auto A is K 4 = 0,0625a + 2900.

De blauwe grafiek gaat door de punten (0,2700) en (10000,3500). De richtingscoéfficient is

3500-2700 .
=To000=0_ = 0,08. De formule voor auto B is K g = 0,08a + 2700.

Er moet gelden K g > K 4, dus
0,08a +2700 > 0,0625a + 2900

0,08a + 2700 = 0,0625a + 2900
0,0175a = 200

200

Dus vanaf 11500 kilometer rijden, is het voordeliger om auto A aan te schaffen.

Een lineaire functie wordt geven door f(x) = ax + b.

Het hellingsgetal a is % =-0,48. De functie gaat bijvoorbeeld door het punt B(30,16). Dit punt

vul je in.

16 =-0,48- 30 + b geeft b = 30,4.

Het functievoorschrift is f(x) =-0,48x + 30,4.

In het functievoorschrift zie je de uitdrukkingen [x — 1| en |1 + 2x|. De knikpunten zitten op de plekken
waar zo’n uitdrukking de waarde 0 aanneemt. Datis bij x =1 en x =- % Daar bevinden zich dus de

twee knikpunten.

De knikpunten x = % en x = 1 geven de volgende mogelijkheden.
o Als x > 0 krijg je f(x)=%x—lx—1|—|1—2x|=%x—x+1—1—2x=-2,5x
. Als-0,5=x <1krijgje f(x) = sx—Ix =1/ +I1+2x| = $x = x + 1 +1+2x =1,5x +2

. Alslekrijgjef(x):%x+|x—1|+|1+2x|=%x+x—1+1+2x=3,5x

Voer in je GR in Y1=1/2x+abs(x-1)+abs(1+2x| en lees de oplossing af.

Y1=.5X+abs(X-1)+abs(1+2X)

1
Minimum
¥=".4999997 ¥=1.2500004

Bf =[1,25; -)
Zie de figuur.

Y=y

N\ /

V.

Ga uit van de drie gevallen bij deelvraag b.

-2,5x =4 geeft x = -% en 3,5x = 4 geeft x = %.

8 8
Dusxs-EVx27
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2.4 Samengestelde functies

% = 6, vervolgens 62 = 36 en tenslotte % -36 = 27. De bijbehorende remweg is 27 m.
3 v )2
R=7%(15)
Door terug te rekenen.
% =120 en dan v120 = 10,95 en tenslotte dit antwoord maal 10 en je vindt 109,5 km/h.
z
Oplossing:
3( V)2
i(i5) =R

~—~
-
olc
N— N—
N
Il
Py
o
iN|

v _ |_R_
10 — \0,75

_ R
vV=+vo75" 10

Voer in Y1=3/4*(v/10)" 2 met venster bijvoorbeeld [0,140] x [0,160].
Dy =[0,140]
By =10,147]

Door bij elke schakel van de gegeven functie het omgekeerde te doen en dit ook in de omgekeerde
volgorde toe te passen.

Voer in Y2=10%*V(4/3*R) met venster bijvoorbeeld [0,160] x [0,140].

De grafiek wordt het spiegelbeeld van die van f bij spiegeling in de lijn met punten waarvoor geldt
R = v, omdat je beide assen omwisselt.

D fin = [0,147]
B finv = [0,140]
Zie de figuur.

x e SR e CRCR

h(4)=V4+5=2+5=7

h(x) =Jx+5

Zie de figuur.

x=(y-52 =GP )—vy-5-—(5 }—v

hiv(x) = (y — 5)2; het is gebruikelijk om dan toch hi"V(x) = (x — 5)? te schrijven.
Zie de figuur.

k(4)=vV4+5=+9=3
k(x) =vx+5

Zie de figuur.
kinv(y) = y2 — 5; het is gebruikelijk om dan toch k™V(x) = x2 — 5 te schrijven.
x=-3Vvx=3

finv(9) = /9 = 3. Als je bij functie f terugrekent heb je meestal twee uitkomsten (alleen bij y = 0
niet) en de inverse functie kan nooit meer dan één uitkomst hebben (omdat het een functie is).
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Zie de figuur.

Alleen het gedeelte waarvoor x = 0.

Bij elke waarde van y in het bereik van de functie moet precies één waarde van x horen, anders kun
je niet eenduidig terugrekenen.

Als je eerst functie f toepast en daarna zijn inverse, krijg je de oorspronkelijke invoerwaarde weer
terug.

Ja, f en ™V zijn elkaars inverse.

Maak een rekenschema zoals in het voorbeeld. Je moet alleen de eerste en de derde schakel omwis-
selen. Je krijgt g(x) = (VX + 9)2.

Ook nu ziet het terugrekenschema eruit als in het voorbeeld met de eerste en de derde schakel
verwisseld. Je krijgt g™ (x) = (vX — 9)°.

Bedenk dat ook nu [0, —) het domein van a is.

WINDOW
Xmin=-2
Xmax=10
Xscl=1
Ymin=-2
Ymax=10
& Yscl=1
= /{ Xres=1
o aX=.04545454545454
TraceSter=.09090909090909

De terugrekenbewerking is delen door % ofwel vermenigvuldigen met 2.
De inverse functie is (bijvoorbeeld) f Inv(x) = 2x.

De waarde van x wordt omgekeerd. 3 wordt % en % wordt 3, % wordt % enzovoort.

1

De inverse functie is ‘opnieuw omkeren’, dus f Inviy) = <

Bij terugrekenen vanuit een kwadraat krijg je meestal twee uitkomsten. Bij een inverse functie
mag dat niet. Je moet daarom het domein van de functie die de rekenstap kwadrateren voorstelt,
(f(x) = x2) beperken, bijvoorbeeld tot [0, —).

In beide gevallen vind je als uitkomst 6.
f(g(6)) =g(f(6)) =6

Fg0) =3(3x+3)-1=xen g(f(x)) = §@x—1) + § = x

Zie de figuur.

Ja, ze zijn elkaars inverse.

Nu moet je achtereenvolgens eerst met 3 vermenigvuldigen, dan door 10 delen en tenslotte 1 bij het
resultaat optellen. Maak een rekenschema.
Terugrekenen gaat in stappen: eerst 1 aftrekken, dan met 10 vermenigvuldigen en tenslotte door 3

delen. Je vindt p = W.
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12 =9 ,1-143P
€ 35 9+1l=35+1=1+735

d Dan vervang je ¢ door X en p door Y. Je krijgt de grafiek van de functie c(p) en zijn inverse in één
figuur.

8a w=1,21 -k
b De inverse functievanw=1,21-kisk=%zO,SZG-W.

Een factor 0,826 is hetzelfde als 82,6%.
9a f(g@)=4,gh@)=4enh(f4)=1

b f(g(X))=\/;=x(metx20)

ghoo) = (3x)° = 1x2

h(f () = VX
- S I
¢ k(x)=fh(@g(x)) =437x
d y= %XZ geeft yZ = %xz en 2y2 = x2, zodat y2y?2 = x

Als je x en y verwisselt krijg je de inverse k™, dus ki?V(x) = y2x2.

{ 2
e kinV(k(X)) — kinV(1 %Xz) = 2(‘ %Xz) =W 42 - %Xz =

10 a Rekenschema: x » x —4 —» Vx -4 = y
Terugrekenschema: x = y2 +4 « y2 — y
Dus (f1)™(x) = x2 + 4 met domein [0, —).
b Rekenschema: x » /x> y=/x—-4
Terugrekenschema: x = (y + 4)? « y+4 <y
Dus (f2)™ (x) = (x + 4)® met domein [-4, —).

¢ Rekenschema: x - x2 — %xz Sy= %xz +5

Terugrekenschema: x = {2y —10 <« 2y - 10« y -5« y

Dus is (f3)inv(x) = y2x — 10 met domein [5, —).

d Rekenschema: x - x+5 - (x + 5)2 - y= %(x + 5)2

Terugrekenschema: x = {2y =5 « /2y « 2y « y

Dus (f4)™(x) = ¥2x — 5 met domein [0, ).

e Eenrekenschema maken is niet goed mogelijk, de x moet twee keer worden ingevoerd. Terugrekenen
gaat daarom niet (eenvoudig).

11 Stel twee willekeurige functies samen en controleer of er x uit komt. Bijvoorbeeld

f(h(x)) = %(ZX + %) +2=x+ 2% dus f en h zijn niet elkaars inverse.

Maar in f (k(x)) = %(Zx —4)+ 2 = x, zijn f en k wel elkaars inverse.

f en k zijn dan natuurlijk niet ook de inverse van een van de andere gegeven functies.

f en k zijn elkaars inverse en g en I zijn elkaars inverse.
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f(g(x))=3(0,5x+b)+8=1,5x+3b+8
g(f(x))=0,53x+8)+b=15x+4+b
Dus 1,5x+3b+8=1,5x+4+bgeeft2b=-4enb =-2.

De grafieken van f en f™V moeten elkaar snijden op de lijn y = x. De coérdinaten van het snijpunt
zijn dus (7,7). Dus f(7) = 7.

Dit betekent 3-7+ b =7, dus 21 + b = 7 en hieruit volgt b = -14.
3—x 3 X 3
fO)==F==5-5=x-1

3

3 3 : 3
y=;—1w0rdtx=y—1end1tgeeftx+1=§eny=X+1.

Dus f™(x) = 23+

Spiegeling in de lijn y = x levert de halve lijnen y = £x voor x = 0. Omdat een functie voor iedere
waarde van het domein maar één uitkomst mag hebben, bestaat er voor g(x) geen inverse functie.

Op Dy =(«,4)ish(x) =-(x—4)+2=-x+6.
y=-x+6wordt x =-y+ 6 met y <4. Dus de inverseis y =-x + 6 met y < 4.

De inverse h'™(x) = - x + 6 heeft dezelfde vorm als h(x) op x < 4, alleen het domein is anders. Er
geldt: hi™V(x) < 4, ofwel x > 2.

Het object gaat naar boven met een positieve snelheid. Dat wil zeggen dat wanneer de snelheid
negatief wordt, het object begint te vallen. Je lost dus v(t) = 0 op.

v(t) =20-9,81t =0 geeft t = 2,04 seconden.
v-20
t = 981 ~-0,10v + 2,04

Het object gaat naar boven met een positieve snelheid. Dat wil dus zeggen dat wanneer de snelheid
negatief wordt, het object begint te vallen. Je lost dus de vergelijking v = 0 op.

v = 0 geeft t = 2,04 seconden.

2
t=2m 98T = 2,84 seconden

1 t 1 t )2 I t \2
t=2m 981 geeft o = 9.81 dus (E) = 981’ zodat 9,81 . (E) =1

1=9,81(32)" ~ 2,54 meter.
f(g4) =20, g(f(4)) = 64 en h(f(4)) = 16.
flg()) =x?+4

a(f () = (x +4)?
h(f(x)) =2(x+4)=2x+8

flgh)) = 2x)%2 +4=4x2 +4

Omdat alleen dan eenduidig terugrekenen mogelijk is, alleen dan hoort er bij een mogelijke waarde
van y precies één waarde van x.

Op het domein [0, —) kun je k(x) als volgt herleiden.

y =4x?% +4 geeft y —4 =4x? en 411(31—4)=x2

= "%(y —4) = x, zodat 3/y — 4 = x, zodat k™ (x) = +/x — 4
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18 a Oplossing:

h = 100 — 4,9t2
h-100 _ .2
9 =t
h-100
t =\—zo

b h =0 geeftt = 4,5 seconden.
¢ g(t)=h(2t) =100-4,92t)% = 100 — 19,6t2
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2.5 Transformaties

De grafiek van f wordt 4 eenheden naar rechts verschoven.
De grafiek van f wordt 3 eenheden naar boven verschoven.

De grafiek van f wordt met 1,5 vermenigvuldigd in de verticale richting.

De grafiek van f wordt met % vermenigvuldigd in de horizontale richting. (In dit geval kun je ook
zeggen dat hij in de verticale richting wordt vermenigvuldigd, maar dan met 9. Snap je waarom?)

De grafiek van f wordt 4 eenheden naar rechts verschoven, dan met 1,5 vermenigvuldigd in de
verticale richting en tenslotte 3 eenheden omhoog geschoven.

Met 0,5 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

Een translatie van 4 ten opzichte van de y-as en een translatie van 2 ten opzichte van de x-as.

Met -1 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en dan een translatie van 2 ten opzichte van de
x-as.

Met % vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as en dan een translatie van 2 ten opzichte van de
X-as.

Met 3 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

Een translatie van -4 ten opzichte van de y-as en een translatie van 2 ten opzichte van de x-as.

Met -2 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en dan een translatie van 5 ten opzichte van de
y-as.

Met 2 vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as en dan een translatie van 1 ten opzichte van de
y-as.

Door translatie van -2 ten opzichte van de y-as.

Door translatie van 2 ten opzichte van de x-as.

Overal waar in f(x) de variabele x staat, vul je x + 2 in. Denk hierbij aan de haakjes.
Je krijgt dan gq (x) = (x +2)° — 4(x + 2).

go(x) = x3 —4x +2
Voer in: Y1=0.5X"3
Venster bijvoorbeeld: [-5,5] x [-10,10]

g1 (x) = 0,5x3

Voer in: Y2=0.5(X+2)"3

Translatie van -2 ten opzichte van de y-as.

go(x) = 0,5x3 -2

Voer in: Y3=0.5X"3-2

Translatie van - 2 ten opzichte van de x-as.

Met 0,5 ten opzichte van de y-as vermenigvuldigen.
Met 2 ten opzichte van de x-as vermenigvuldigen.
Overal waar in f(x) de variabele x staat, vul je voor 2x in. Denk aan de haakjes. Je krijgt dan
g100 = 2x)3 —4(2x) = 8x3 - 8x.

g2 (x) =2(x3 —4x) = 2x3 - 8x

Eigen antwoorden.

Voer in: Y1=0.5X"3

Venster bijvoorbeeld: [-5,5] x [-10,10]

g1(x) =0,5-12x)3

Voer in: Y2=0.5%(2X)"3

Vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 0,5.

9200 =x3
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Voer in: Y3=X"3

Vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 2.

Vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 2 en dan translatie van 3 ten opzichte van de x-as.
Translatie van 4 ten opzichte van de y-as en dan translatie van 2 ten opzichte van in de x-as.

Vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as met -1 en dan translatie van 2 ten opzichte van de x-as.

Vermenigvuldiging met % ten opzichte van de y-as en dan translatie van 2 ten opzichte van de x-as.

Eerst met % vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as, dan translatie van 1 ten opzichte van de

y-as, vervolgens met 2 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en tenslotte translatie van 4 ten
opzichte van de x-as.

gx)=-2-f(x)+1

g(x) =£(0,5x) -3

gx)=f(x—-4)-2

gx)=fQ2Kx—-4)) =f(2x-8)

gx)=f(@2x—-4)-2

y=x*

Eerst translatie van 5 ten opzichte van de y-as, dan met 0,25 vermenigvuldigen ten opzichte van de
x-as en tot slot - 10 verschuiven ten opzichte van de x-as.

De top van y = x* is (0,0) en de top van f is na de twee translaties, minimum van de grafiek:
f(5)=-10.
Voer in: Y1=X"2

\i/

Vo ontstaat door de grafiek y; te transleren ten opzichte van de x-as met 2;

y3 ontstaat door de grafiek y; te transleren ten opzichte van de y-as met - 2;

V4 ontstaat door de grafiek y; te vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as met 2;

Vs ontstaat door de grafiek y; te vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as met %

Eerst een translatie van 3 ten opzichte van de y-as, dan met 0,5 vermenigvuldigen ten opzichte van
de x-as en dan een translatie van 4 ten opzichte van de x-as.

Vermenigvuldigen met -1 ten opzichte van de x-as of spiegelen ten opzichte van de x-as.

y=a(b(x - c))2 +d

Door uit te gaan van de functie y = x2, waarvan (0,0) de top is en dan eerst translatie van 12 ten
opzichte van de y-as toe te passen, dan met - 2 te vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en dan
translatie van 315 ten opzichte van de x-as toe te passen. De top is (12,315).

« a: translatie van - 3 ten opzichte van de x-as, dus y = x2 — 3
« b: translatie van 3 ten opzichte van de y-as, dus y = (x — 3)2

« c: vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as met 0,5, dus y = 0,5x2
« d: de functie is gespiegeld in de x-as, dus y = - x2
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« e: translatie van -4 ten opzichte van de x-as en 2 ten opzichte van de y-as, dus y = (x — 2)2 -4

« f: de functie is gespiegeld in de x-as, getransleerd met 5 ten opzichte van de x-as en met 3
ten opzichte van de y-as en tenslotte vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as met 0,5, dus

y=-05(x+3)2+5
12 a Vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 0,5.
Vo = x2 — 1,5x
b Translatie van 4 ten opzichte van de y-as en 2 ten opzichte van de x-as.
y3=2(x—4)%> =3(x —4) +2 = 2x% — 19x + 46
¢ Vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met -1 en translatie van 2 ten opzichte van de x-as.

Va4 =-2x2+3x+2

d Vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met % en dan translatie van - 4 ten opzichte van de x-as.

y5=2-3x)2-3-3x-4=18x2-9x—4
13 « a: Translatie ten opzichte van de x-as met 4 eenheden geeft y, = x3+4
» b: Translatie ten opzichte van de y-as met 4 eenheden geeft y3 = (x — 4)3
« c: Vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met factor —% geeft y, =- 0,25x3

« d: Hier zijn twee translaties uitgevoerd. Eerst ten opzichte van de y-as met 2 eenheden, daarna
ten opzichte van de x-as met -4 eenheden. Dus y, = (x — 2)3 —4.

14 a Translatie van 2 ten opzichte van de y-as.

i

1 X

b Vermenigvuldiging van -2 ten opzichte van de x-as.
y
1
M\ |

¢ Translatie van -2 ten opzichte van de x-as.
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Vermenigvuldiging van % ten opzichte van de y-as en daarna translatie ten opzichte van de x-as met
-1.

y1=vx—-5+4+2
x—5=0, dus x = 5.
Vvx—=5=0,dusVx—-5+2=2.

Dy1 =[5,-)en By1 =[2, -).

Yo=-vx—3-4;x-3=0,dusx=3en-yx-3=0

Dus -Vx —3 -4 <-4 geeft Dy, =[3, —-)enB, =(,-4].

V3=+v-2x+4+4

-2x+4=0,dus x < 2.

Vv-2x+4=0,dus v-2x +4 = 4.

Dy3 =(«,2] en By3 =[4, -).

F(X)=-2+0Bx=-3)2=-2+32(x-1)2=-2+9(x-1)?

Bijvoorbeeld eerst translatie ten opzichte van de y-as met 1 eenheid. Daarna wordt ten opzichte
van de x-as met de factor 9 vermenigvuldigd. Tot slot translatie ten opzichte van de x-as met -2
eenheden.

Een andere mogelijkheid is eerst translatie ten opzichte van de y-as met 3 eenheden, daarna ten
opzichte van de y-as met de factor % vermenigvuldigen en tot slot translatie ten opzichte van de
x-as met - 2 eenheden.

De grafiek van g onstaat uit de grafiek van y = x? door te vermenigvuldigen ten opzichte van de
x-as met a en daarna 2 naar links te verschuiven en 4 omhoog.
Los op:

g2)=aR+2)%+4=10
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a+2)%+4 =10
16a = 6
a = 0,375

g(x) =0,375(x +2)2 +4=0,375x2 + 1,5x + 5,5
a=0,375,b=1,5enc=5,5
Venster bijvoorbeeld: [0,25] x [0,5].

Oplossing:
-0,02(x —10)%2 +4 = 0
(x —10)? = 200
x —10 = 200
X = 10+ 200 =~ 24,14

De kogel komt ongeveer 24,14 meter ver.

Oplossing:
-0,02(x —10)%2 +4 = 2
(x —10)? = 100
x—10 = 10
x = 20
Na 20 meter.

Eigen antwoord.

Translatie van 3 ten opzichte van de y-as en translatie van 5 ten opzichte van de x-as.

Met % ten opzichte van de x-as vermenigvuldigen en dan translatie van 1 ten opzichte van de x-as.

Met % ten opzichte van de y-as vermenigvuldigen.

y = VX is de standaardfunctie. In f (x) komt het wortelteken voor. Dat wijst op deze standaardfunctie.
Dat er nog +50 bijkomt, doet voor de standaardfunctie niet ter zake.

Eerst vermenigvuldig je met de factor 10 in de y-richting. Je krijgt de rode grafiek. Dan schuif je de
grafiek nog 50 eenheden omhoog. Het eindresultaat is de groene grafiek.

80 1y
70
60
50
40 A
30
20
10

o 1 2 3 4 5 6 7 8

Het domein van deze functie is By = [0, —). Dus voor x kies je als instelling bijvoorbeeld [0,10].

De y-waarden worden met 10 vermenigvuldigd en daarna nog met 50 verhoogd. Kies daarom
[50,100] als vensterinstelling voor y.

Plot eerst op je GR de functie f(x) = x> en breng in kaart welke transformaties er zijn uitgevoerd.
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« vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met -a
« translatie ten opzichte van de y-as van 5 eenheden
« translatie ten opzichte van de x-as van 10 eenheden

Een voorlopig functievoorschrift is f(x) = -a(x — 5)3 + 10. Nu moet je alleen nog de waarde
van a uitrekenen. Hiervoor gebruik je het gegeven dat de functie door het punt (7,6) gaat, dus
6=-a(7—5)3+10 geeft6=-a-8+10ena=-0,5.

Het functievoorschrift is f(x) =-0,5(x — 5)3 +10
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2.6 Totaalbeeld

Losop: f(x) =0

5x2(x +20) = 0
5x2 = 0vx+20=0
x =0vx=-20

Dus de grafiek van f heeft snijpunten (0,0) en (-20,0) met de x-as.
Los op g(x) =0.
50x2 = 0
x =0
Dus de grafiek van g heeft een snijpunt (0,0) met de x-as.
Gebruik bijvoorbeeld de ‘Intersect’-functie op de GR, maar algebraisch kan ook:

Los op: f(x) = g(x)

5x2(x 4+ 20) = 50x2
5(x +20) = 50V x2=0
x+20 =10vx=0
x =-10vx=0

De snijpunten zijn (-10,5000) en (0,0).
Plot beide grafieken en lees af: x <-10.
Losop: f(x) =0
x2(x2-400) = 0

x? = 0vx2-400=0
0V x = +1/400 = +20

X

De nulpunten zijn x =-20v x =0V x = 20.

Deze functie is gedefinieerd voor alle x. Als je de grafiek van f plot, zie je dat deze twee minima
heeft, beiden met y =-40000.

Df=R
B, =[-40000, -)
Losop: g(x) =0

v20—-x—-40 = 0
V20— x = 40
20-x = 1600
x = -1580

g(x) bestaat als 20 — x = 0, ofwel x = 20.
Plot de grafiek van g. Je ziet dat de grafiek daalt tot x = 20. Hier is de waarde van y minimaal, en
die waarde is -40.

Dg = (—,20]
By = [-40, -)
Oplossing:
[4x — 5] = 20
4x -5 =-20v4x-5=20
3 1
X = -31 VX= GZ
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Oplossing:

|x2—5x| 6
x2-5x=6 V x2-5x=-6
x=-06)(x+1)=0V (x=-2)(x-3)=0

x=-1vx=2V x=3Vvx=6

X—>4x 54x —-12 > y=+4x—-12

of
X>Xx—-3-4x-3)=4x-12 > y=+v4x—-12
Dr=1[3, =)

Eerst translatie van 12 ten opzichte van de y-as en dan vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as
met 411' of eerst vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as met % en dan translatie van 3 ten opzichte
van de y-as.

Eerst translatie van 10 in de x-richting, dan vermenigvuldigen met 0,25 in de y-richting, dan trans-
latie van - 16 in de y-richting.

Voer in: Y1=0,25(x-10)"4-16

Venster bijvoorbeeld: [0,20] x [-20,15]

Bepaal de nulpunten en de toppen. (7,17,0) en (12,83,0), top (10,-16).

Oplossing:

0,25(x —10)*-16 = 10
0,25(x —10)* = 26
(x-10)% = 104

10 = Y104

De grafiek laat zien dat 10 — 104 < x < 10 + ¥104.

X

Grafiek a geeft y = Vx + 5
Grafiek b geeft y =2Vx +3 -6
Grafiek c geeft y =8 —4+/x + 4
Grafiek d geeft y =2 — V4 — x

f(x)=ax+b

_80-8 _ 72 _
a=g-—5=35 =9

en
b=8+9-2=26
Dus f(x) =9x + 26

Oplossing:
9(ax+b)+26 = 2x+4
9ax +9b+26 = 2x +4
9a = 2en9 +26=4

_ 2 _ 22
a= §enb— 5
2
9

22
9

X —

g(x)

X - 9x - 9x + 26
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ly-28y_26-y
fiv(x) = %X—Zg
X=X = -5/X > y=-2/X+4

Dy = [0, —)
By = (< 4]

Deze functie heeft een inverse functie op het domein [0, —) die je kunt vinden met terugrekenen.
YV(x) = (-2x + 8)2

Z(0) = 200, neem als venster voor je GR

Gebruik de GR en bereken daarmee het minimum (150) en de bijbehorende t = 10.

t < 0 omdat deze variabele het aantal minuten na het uitvallen van de airco voorstelt.
Verder begint Z op 200 en gaat hij langzaam weer naar die waarde terug.

D, =[0, -») en B, =[150,200].
GR: 22,4 minuten.

T(0,5;0) en S(0,1)

Df =(<;0,5] en Bf = [0, -).

Neem A(p0O) (met p > 0). Dan is B(pn/l - Zp). Omdat OA = AB geldt: 4/1 —2p = p. Dit levert twee

waarden voor p op, waarvan alleen de positieve waarde voldoet. Je vindt: B(—l +42, -1+ \/E)

Het gaat om het maximum van H(p) = 0,5-p-+1 — 2p. Dit zit niet bij p = —1 + /(2). Met de grafische
rekenmachine kun je dit maximum en de bijbehorende p-waarde benaderen.
Los op 0 < f(x) < 20.

f(x)=0geeft x=-2v x=2.
f(x) =20 geeft x =-136 v x = {36.
Dus2<x < ¥36Vv-136 < x <-2.

Dit is hetzelfde a152<x<\/€V-\/€<x<-2.

Een verschuiving van ¢ eenheden omlaag geeft de nieuwe grafiek van f: f(x) = x* —16 — c. Bijvoor-
beeld het punt (3,0) ligt op de nieuwe grafiek en dus moet gelden f(3) = 34 _16—-c=65—-¢c=0;
hieruit volgt dat ¢ = 65 dus de grafiek van f is 65 omlaag geschoven.

Oplossing:

1 1 _ 1

X X2 ~ 4

X 1 _ 1

X2 xz2 T %

x=1 _ 1

x2 T 4
x2—4(x—1)

x2—-4x+4 =0

(x-2)2 =0

x =2

Voer in: Y1=1/VX-1/X
Venster bijvoorbeeld: [0,10] x [0,11]

De optie maximum geeft b = 4, dus de maximale lengte is % — i = %.
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3.1 Karakteristieken

Zie de figuur.

/
/

Dat komt doordat bij deze vensterinstellingen een klein deel van de grafiek is te zien en dat deel van
de grafiek is vrijwel een rechte lijn.

Nu zie je dat de grafiek drie nulpunten heeft.

Door de vergelijking -0,01x3 + 4x = 0 op te lossen. Als je dit algebraisch doet, dan vind je drie
waarden voor x en daarom drie nulpunten.

Als je alle nulpunten hebt, dan weet je zo ongeveer welke x-waarden van belang zijn. Je bekijkt
dan in de tabel van de functie op de grafische rekenmachine welke y-waarden bij die x-waarden
voorkomen.

Oplossing:
-0,01x3+4x = 0
-0,01x(x2 —400) = 0

0,01x = 0V x2—-400=0
Xx =0vx=-20vx=20
Venster bijvoorbeeld: [-40,40] x [-40,40]

Gebruik de opties maximum en minimum (in het CALC-menu). Je vindt als toppen (11,55; 30,79) en
(-11,55;-30,79).

Df=R

B F= R

Voer ook in: Y2=X
Gebruik de optie intersect.

De drie snijpunten van yq = f(x) en y, = x zijn (-17,321;-17,321), (0,0) en (17,321;17,321).
De oplossing van de ongelijkheid is: -17,32 < x =0V x > 17,32 (denk aan de afrondingen).
Je ziet geen grafiek. Dat komt doordat dit een grafiek is die door translatie (40 ten opzichte van de

y-as en 100 ten opzichte van de x-as) is ontstaan uit de grafiek van y = %x‘*.

f(x) = 0 geeft 2 (x —40)* + 100 = 0 en dus (x — 40)* = -200.

Deze vergelijking heeft geen reéle oplossingen.

Nulpunt en top zijn hetzelfde punt in dit geval, namelijk (0,0). Dus één nulpunt dat tegelijk ook een
top is.

[-10,10] x [-10,10] transleer je 40 ten opzichte van de y-as en 100 ten opzichte van de x-as:
[30,50] x [90,110].

De top van f(x) ligt 100 hoger dan die van y = %x‘* en gaat in de y-richting verder alleen omhoog.
Df =R
Br =[100, —)
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Oplossing:
0,1x4-20x2 =0
x*-200x%2 =0
><2(><2 -200) =0
x =0Vvx2-200=0

x = 0V x2 =200

x =0Vx=-10V2V x =102

Venster bijvoorbeeld: [-40,40] x [-2000,10000]

Gebruik de opties maximum en minimum.
Je vindt als toppen (-10,-1000), (0,0) en (10,-1000).

Df=R
B =[-1000, -)
De drie snijpunten van y; = f(x) en y, = 100x zijn (-10,-1000), (-6,18;-618,03), (0,0) en

(16,18;1618,03).
De oplossing van de ongelijkheid is: -10 < x <-6 V 0 < x < 16 (denk aan de afrondingen).

Losop: f(x) =0

100x(x — 10)(x —20)%2 = 0

0V (x—-202%=0
10V x = 20

100x=0vx—-10
x=0Vx

Venster bijvoorbeeld: [-10,30] x [-750000,250000]

L A\J

Voer in: Y1=100X(X-10)(X-20)"2
Minimum f(3,6) = -619684
Maximum f(13,9) = 201716
Minimum f(20) =0

Breng de grafiek van f in beeld.
By =[-619684, —)

Herleid 0,1x% — 20x2 + 12000 = 0:
0

x* = 200x2 + 120000

(x2)* = 200x2 + 10000 = -110000

-110000

(x2 - 100)?

Deze vergelijking heeft geen reéle oplossingen.
Venster bijvoorbeeld: [-40,40] x [10000,20000]
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Gebruik de opties maximum en minimum.
Je vindt als toppen (-10,11000), (0,12000) en (10,11000).

Voer in: Y2=1000X
Gebruik de optie intersect.

De twee snijpunten van y; = f(x) en y, = 1000x zijn (11,0;11048,7) en (20,20000). De oplossing

van de ongelijkheid is: 11 < x < 20 (denk aan de afrondingen).

Oplossing:
600 —0,01(x —20)3 = 0
(x —20)3 = 60000
x —20 = 760000
x = 20+ 760000

x = 0 invullen geeft (0,680).

Venster bijvoorbeeld: [-10,70] x [-200,800]

Deze grafiek kan door transformaties ontstaan uit die van y = x

3

Eerst translatie van 20 ten opzichte van de y-as, dan vermenigvuldigen met -0,1 ten opzichte van
de x-as en ten slotte een translatie 600 ten opzichte van de x-as.

De grafiek van y = x3 heeft geen uiterste waarden, dus g(x) ook niet.

Je krijgt dan de grafiek niet goed in beeld. Hij lijkt niet op een bergparabool.
Om te bepalen welke instelling voor x geschikt is.

Venster bijvoorbeeld: [0,200] x [0,55].

Y1=".005K2+X

Oplossing:

80x — 0,01 x%
x* - 8000x
x(x3 —8000)

X

Y=56

0
0
0

0V x = %8000 = 20

Voer in: Y1=80X-0.01X"4

Venster bijvoorbeeld: [-10,30] x [-500,1000]
Verder vind je met de GR dat het maximum ongeveer 756 is.

D;=R

Het bereik B F=A< ,756) met rechts een open interval omdat 756 niet bereikt wordt als functie-

waarde. Het maximum is ongeveer 755,95 < 756.
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A
/i

Oplossing:
40-+vx+20 =0
VX +20 = 40
x+20 = 1600
x = 1580

g(0) =40 — 20 = 36

Voer in: Y1=40-V(X+20)

Venster bijvoorbeeld: [-25,10] x [30,45]

De grafiek heeft geen toppen, maar wel een maximum van 40 voor x = -20.
D; =[-20, -)

Bf = («,40]

Y1=40-T(X+20)

IX:'ZBI I . V=I'|0
Er zijn geen nulpunten.
Voer in: Y1=0.2(X-5)"4+120
Venster bijvoorbeeld [-10,15] x [0,1000]

Omdat de grafiek van h door transformaties ontstaat uit de grafiek van y = x# kun je dit ook bere-
deneren met behulp van transformaties.

Met de GR vind je dat er een minimum is van 120.
D,=R
By =1[120, -)

g(x) heeft maar één nulpunt, namelijk x = 0. Voor f(x) moet je de nulpunten berekenen:
(x2 —100)(x? - 500) = 0
x? = 100 v x? =500
X =-10vx=10Vvx=-10/5~-22V x = 22

Voer de functies in de GR in.
Venster bijvoorbeeld: [-40,40] x [-100000,200000]
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(O IV

Met de GR vind je dat -40000 het minimum van f is.
By =[-40000, —)

Bg = [0, —)

f(x) = g(x) geeft na haakjes wegwerken:

x* - 600x2 + 50000 = x*

-600x2 + 50000 = 0
X2 -50000
- -600
2 500
X 6
_ 500 _ |500
X=-1"% VX=\{T6
_ 250 _ |250
x = '\)T VX=yT3

De oplossing van de ongelijkheid is:

-J%sxs\@,ofwelﬁ %ssz %.

v(T)=0als 1+ % =0, dus als T =-273 °C. Verder moet (vanwege de wortelvorm) T = -273.

Het snijpunt van v(T) met de v-as is (0,331).

Voer in Y1=331*V(1+X/273) met venster [-300,50] x [0,400].

Waarschijnlijk alleen het deel met temperaturen van (bijvoorbeeld) - 50 °C tot en met 50 °C.

v(T) =320 geeft T =-17,84, en v(T) = 340 geeft T = 15,05.

Dus de geluidssnelheid ligt tussen de 320 en 340 m/s bij temperaturen tussen de -17,8 ende 15,0 °C.

f(0)=-02+27-0+44 =44
Coordinaten zijn (0,44).

Oplossing:
-x34+27x =0
-x(x2-27) =0
-x=0vV x2-27=0
x=0v x2=27
x=0V x=-427Vv x =427

De grafiek van f ontstaat uit die van g door op deze laatste grafiek een translatie van 44 ten op-
zichte van de x-as toe te passen. Als je de tabel van f bekijkt voor de waarden van x waarbinnen de
nulpunten van g liggen, dan krijg je een goede indruk van het verloop van de functiewaarden van f.
Venster bijvoorbeeld: [-10,10] x [-20,120]

Gebruik je GR door met het menu de opties minimum en maximum te gebruiken. Je vindt: maximum
f(3) =98 en minimum f(-3) =-10.

Voer in: Y1=X+1)(X"2-16)
Venster bijvoorbeeld: [-10,10] x [-50,25]

Met behulp van de grafische rekenmachine vind je (2, - 36).
Voor punt P geldt: f(0) =-16.
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Voor punt Q geldt: f(x) =0 dus (x + 1)(x? — 16) = 0 geeft x +1 = 0 of x?> — 16 = 0.
Dit geeft als enige goede antwoord x = 4 omdat gegeven is dat de x-coordinaat van Q positief is.

0—-16 _ 4.

De richtingscoéfficiént van k is ==

Dus k:y =4x-16.

De lengte van AB moet gelijk zijn aan die van BC, dus 2p = 400 — p2. Dit kun je algebraisch
oplossen:

4p2 = 400 - p?2

5p2 = 400
p2 = 80
p = V80
Dat geeft C(\/%,\/SZO).

De oppervlakte van deze rechthoek is O = 2p-400 — p2. Het maximum hiervan kun je op dit moment
alleen vinden met behulp van de grafische rekenmachine.

Daartoe moet je eerst de grafiek van O(p) in beeld brengen. Ga na dat [0,20] x [0,400] een geschikt
venster is.

Het maximum van O vind je als p = 14,142. Dat geeft C(14,14;14,14).

Op[0,4)isP=0

Op [4,15) is P = 0,195v3

Op [15,25) is P = P(15) = 658,125 ~ 658
Op [25,30]is P =0

vermogen P
(in kW)

I
600 /
[

500
/

400 /

300
/

200

100

9 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

—— windsnelheid V (in m/s)
Bij windsnelheden van 4 en 25 m/s, is er sprake van een overgang in vermogen. Gezien de praktijk
mag je de grafiek rond deze punten ook met een sterk stijgende/dalende lijn of verticale lijn tekenen.

Voer in: Y1=0.195X"3 en Y2=500
Bepaal het snijpunt.
Het kan ook algebraisch:

0,195v3

500

_ 3 500 _
v = {515 ~ 13,69

Voor windsnelheden vanaf 13,69 m/s tot 25 m/s.

Oplossing:

(40 +2x)%2(x—=10) = 0
(40+2x)=0 Vv x—10=0
x=-20 v x=10

Bijvoorbeeld [-30,20] x [-20000,20000].
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Bepaal met behulp van je GR de snijpunten van y; = (40 + 2x)2(x — 10) en Vo =- 100x2.
Je vindt (-9,36;-8764,62) en (7,97;-6352,22).
De oplossing van de ongelijkheid is -9,4 < x < 8,0.

Oplossing:

-0,5(x +20)* +128 = 0

(x +20)* = 256

Xx+20 = +3256 = +4
x=-24 Vv x=-16

I+

Met geschikte vensterinstellingen kun je de top bepalen: (-20,128). Je kunt ook beredeneren dat de
grafiek symmetrisch is en f(-20) direct berekenen.
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3.2 Asymptoten

De prijs per kopie P is sowieso de prijs die een kopie de school kost, plus de huurprijs verdeeld over
het totale aantal kopieén a.

Dus P = 0,06 + 229

“a
Vul bijvoorbeeld in a = 1000000, dan zie je dat 2%0 verwaarloosbaar klein wordt. Dus de waarde

€ 0,06 wordt benaderd.

Theoretisch worden ze dan oneindig groot, maar a = 0 betekent hier dat de school alleen de volledige
kosten van de machine moet betalen. Dus € 250,00. Let er op dat je a = 0 niet mag invullen in de
formule (want je deelt dan door 0). En bijvoorbeeld a = 0,1 mag ook niet, omdat het om een aantal
gaat.

K(10000) = 0,095
Dat is 9,5 eurocent per kopie.

7,5 eurocent per kopie.

K =0,075

K (1) = 200,08 euro

Voer in: Y1=4/X+2.

x = 0; bij X=0 staat ERROR of iets dergelijks.

Vul voor x grote getallen in, je ziet dan dat de functiewaarden in de buurt van 2 komen.

Vul voor x negatieve getallen in zoals in het voorbeeld, je ziet dan dat de functiewaarden in de buurt
van 2 komen.

y=2

Df =(<,00U(0, =)

Br =(<.,2)U(2,-)

De verticale asymptoot ligt daar waar de noemer gelijk aan 0 is en de teller niet gelijk aan 0 is, ofwel
op x =-2.

Vul voor x grote getallen in, je ziet dan dat de functiewaarden in de buurt van 0 komen.

Vul voor x kleine getallen in, bijvoorbeeld - 100000 je ziet dan dat de functiewaarden in de buurt van
0 komen.

y=0

Df = <(_ ;'2> U <-2l _))

Bf =(<.,0) U0, -)

f(x) =0 betekent x — 10 = 0 en dus x = 10.

Delen door 0 kan niet. x2 —25=0als x =-5V x = 5.

Door getallen vlak in de buurt van deze twee waarden in te vullen, ontdek je dat de functiewaarden
heel erg groot of heel erg klein (erg negatief) worden.

De lijnen x = -5 en x = 5 zijn de verticale asymptoten.

Neem je grote of kleine waarden, dan zie je dat de functiewaarden steeds dichter bij 0 uitkomen. De
lijn y = 0 is de horizontale asymptoot. Controleer dit door het in te voeren in de GR en de tabel te
raadplegen.

Je kunt het ook zo zien: als je grote waarden voor x invult, dan wordt x2—25 sneller groter dan x—10.

x—10

Dan moet gelden voor de uitdrukking TS

dat dit dicht bij 0 moet liggen voor grote x-waarden.

Venster bijvoorbeeld: [-10,25] x [-4,4]

Voer in: Y1=(X-10)/(X"2-25)
Bereken de extremen. Je vindt minimum f(1,340) = 0,373 en maximum f(18,660) = 0,027.

Df =<(—,-5>U('5,5)U<5, _>)
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Bf = («;0,027) U (0,373; —») (denk om de afrondingen op drie decimalen)

Een verticale asymptoot ontstaat in een situatie waarbij je moet delen door 0. Bij dit functievoor-
schrift moet dan gelden dat 1 + x2 = 0. Die vergelijking heeft geen oplossingen. Er is dus geen
verticale asymptoot.

g(x) = 0 wil zeggen 4x = 0, dus gewoon x = 0.

Na grote positieve en erg negatieve waarden voor x in te vullen zie je dat y = 0 de horizontale
asymptoot is.

De functie g(x) bestaat voor elke waarde van x. Als je de grafiek van g(x) plot op het standaard-
scherm, zie je dat er een maximum 2 en een minimum - 2 is voor respectievelijk x =1 en x =-1.

Dy=R

By =1[-2,2]

f(x) bestaat niet voor x = 0, en aan weerszijden schieten de functiewaarden omhoog en omlaag,
dus dat is de verticale asymptoot.

Voor waarden van x die heel ver van 0 liggen nadert f(x) tot een waarde y = 4, dus dat is de
horizontale asymptoot.

Br=(<,4)U4, -)
g(x) bestaat niet voor x = 0 en aan weerszijden schieten de functiewaarden omhoog en omlaag, dus
dat is de verticale asymptoot.

Voor waarden van x die heel ver van 0 liggen nadert g(x) tot een waarde y = -1, dus dat is de
horizontale asymptoot.

Dy =(<,00u(0, =)

Byg=(=.,-DHu1, -)

h(x) bestaat niet voor x = +2, en aan weerszijden van deze x-waarden schieten de functiewaarden
omhoog en omlaag, dus dat zijn de verticale asymptoten.

Voor waarden van x die heel ver van 0 liggen nadert h(x) tot een waarde y = 0, dus dat is de
horizontale asymptoot.

Dy =(=,-2)U{(-2,2)u (2, =)
By, =R
k(x) bestaat voor alle waarden van x, dus er is geen verticale asymptoot.

Voor waarden van x die heel ver van 0 liggen nadert k(x) tot een waarde y = 1, dus dat is de
horizontale asymptoot.

Dp=R
By =1[0,1)
x=0eny=>5.

Translatie van -5 ten opzichte van de x-as.
f(x) = 0 oplossen geeft:

10x _
(x=20)2 0
10x =0
x =0

f (x) is ongedefinieerd voor (x — 20)2 = 0, dus als x = 20; dat is de verticale asymptoot. Voor waarden
van x die heel ver van 0 liggen nadert f (x) tot een waarde y = 0, dus dat is de horizontale asymptoot.

Venster bijvoorbeeld: [-200,200] x [-1,1]

f(x) heeft een top (-20;-0,125). Het minimum is -0,125. Alle andere functiewaarden van f liggen
daarboven.
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B =1[-0,125;-)
Losop: f(x) =0

x2

10 = 9
x2 =0
x =0

f (x) bestaat voor alle waarden van x, dus er is geen verticale asymptoot. Voor waarden van x die
heel ver van 0 liggen nadert f(x) tot de waarde y = 0, dus dat is de horizontale asymptoot.

Venster bijvoorbeeld: [-10,10] x [-0,1; 0,2]

Het bereik ligt tussen het nulpunt en de toppen die je aan weerszijden daarvan ziet op de GR. Met
de optie maximum vind je de top op y = 0,16.

B =10;0,16]
TK(120) = 1540
De kosten per stuk zijn: % =~ 12,83 euro

Noem de gemiddelde kosten GK. De gemiddelde kosten van een artikel zijn de totale kosten gedeeld

door het totale aantal artikelen, ofwel GK = %. Het hellingsgetal van de lijn door (0,0) en (q,TK)

.« TK=0 _ TK
s == =7
Oplossing:

_ TK
GK = -

2
GK 100+§,1q

GK = % +0,1q

GK bestaat niet als g = 0, dus daar is de verticale asymptoot.

Er is geen horizontale asymptoot.

Bedenk dat g > 0, dus D g = (0, -).

Als je de grafiek plot, kun je een minimum van 6,32 voor q = 31,62 vinden. Dus Bg g = [6,32; —).

Voor T = 10 geldt: R = 15 + gg7g5 0035715 ~ 177

Voor T = 20 geldt: R = 15 + ggrg5003430 = 701
Dus de overlevingstijd is % =~ 4 keer zo groot

5 uur is 300 minuten dus:

7,2
15 + 5:0785-0.003aT

300

_ 7,2
285 = §55785-0,0034T

0,0785 — 0,0034T = 2%

I
g N
NG

>4=—0,0785

_ 28
T = -0,0034

~ 16°C
Er is een verticale asymptoot bij de T-waarde waarvoor geldt: 0,0785 — 0,0034T =0
Hieruit volgt: T = % =~ 23 °C

Als de watertemperatuur (van onderaf) nadert tot 23 °C wordt de overlevingstijd heel groot, dus
voor een te water geraakte persoon wordt de situatie dan nooit levensbedreigend (hij raakt nooit
onderkoeld).
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Ja.

De waarden van W zijn strikt dalend naarmate f toeneemt.

W (15) =22 en W(30000) = 0,011.

By, =1[0,011;22]

Een hoog geluid.

W (120000) = 0,00275, dus het is een hoog geluid met een golflengte van 0,00275 meter.

W (20) = 16,5. Dus het gaat om een bas (lage toon) met een golflengte langer dan 16,5 meter.

Vul voor f grote getallen in, dan zie je dat % naar 0 nadert hoe groter f wordt.

f(100) = 2,0606 en f(-100) = 1,9406.
f(x) = 0 geeft:

44+2x

o1 =0

4+2x =0
X = -2

Voer in: Y1=(4+2X)/(X-1). Venster: Standaard.

f (x) bestaat niet voor x = 1, dus dat is de verticale asymptoot. Voor waarden van x die heel ver van
0 liggen nadert f(x) tot de waarde y = 2, dus dat is de horizontale asymptoot.

Df =(<,1)u(l, ->)en Bf = (< ,2) U (2, -).

Losop K =10:
89
T—2 = 10
T-2=5%

T = 10,9

De verticale asymptoot van K ligt op T = 2; voor kleinere waarden van T is K negatief en dat is
natuurlijk onzinnig. Je kiest je domein dus boven T = 2: (2, —).

Zoals in deelvraag b al duidelijk werd, ligt de verticale asymptoot op T = 2. Voor hoge waarden van
T nadert K een waarde van 0, dus K = 0 is de horizontale asymptoot.

Voor T > 2 is K > 0, dus het bereik is (0, —).
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3.3 Limieten

Als je voor x steeds een groter getal invult, dan gaat % steeds dichter naar de O toe. Let er op dat
de functiewaarde 0 nooit wordt bereikt.

Als je voor x steeds een kleiner (dus sterk negatief) getal invult, dan gaat % steeds dichter naar de
0 toe. Let er op dat de functiewaarde 0 nooit wordt bereikt.

Vul bijvoorbeeld voor x de getallen 0,1, 0,01 en 0,001 in.

f,1) =10

£(0,01) =100

£(0,001) =1000

De functiewaarde wordt dus oneindig groot.

Vul bijvoorbeeld voor x de getallen -0,1, -0,01 en -0,001 in.

f(-0,1)=-10

f(-0,01) =-100

f(-0,001) =-1000

De functiewaarde wordt dan oneindig klein.

Voer in: Y1=1/X
Venster bijvoorbeeld: [-5,5] x [-5,5]

Er zijn geen nulpunten en geen toppen. Er zijn twee asymptoten, de lijn y = 0 is de horizontale
asymptoot en de lijn x = 0 is de verticale asymptoot.

}11)130 f(x)=0en Xlew f(x)=0.

}(l?gf(X) = en }(l%f(X) = .

Voor functie g geldt: lim g(x) =0en lim g(x) =0 en lim g(x) = « en lim g(x) = - .
X500 X—- x10 x10

Voor functie h geldt: lim h(x) =0en lim h(x) =0 en lim h(x) = « en lim h(x) = .
X% X—>-00 x10 x10

Het patroon is dat deze limieten gelden voor alle functies van de vorm f(x) = % metn=1,2,3,4,....
Alleen bij de laatste limiet heb je bij even n geen minteken en bij oneven n wel.

Voer in: Y1=2-1/(X-1)"2

Venster: standaard

De functie bestaat niet voor x = 1
Verticale asymptoot x = 1

Limieten: lim f(x) = -« en lim f(x) = -
x]1 xT1

Horizontale asymptoot: y = 2

Limieten: }1_%, f(x)=2en XlLrglwf(x) =2

Bf =(<.2)

De functie bestaat niet voor x =-1
Verticale asymptoot: x =-1

Limieten: lim f(x) =-oen lim f(x) =«
x|-1 xT-1

Horizontale asymptoot: y =4
Limieten: }1_1;%0 f(x)=4en Xliqr_noo flx)=4

Df=(=,-1)U(-1,-)
Bf =(—,4)U 4, -)
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Omdat1—-2x =0als x = % levert dit getal een probleem op bij het invullen in functie f. De verticale

asymptoot is dus de lijn x = %

Ga na dat Xlllg'ls f(x) =-»en XITHOI}S f(x) = oo,

Los op: f(x) =
3x
T-2x = 0
3x =0
x =0

Breng de grafiek in beeld met de GR (standaardvenster kan).
De grafiek heeft een horizontale asymptoot: y =-1,5

83X _jim-2 =23 -3_.15

%1—1% 1-2x 7 x50 1L_o 7 0-2
X

Dit gaat op dezelfde manier als bij d. Ook -1,5.

4
4-x _ 1o x~1o0-1 _
im ot = M o1 =250 =
X

N =

6
3+;

co5_%

lim 3x+6

3x+6 =3
X=- 5x—1 -5

= lim
X—
Voer in: Y1=5X/(3X-6)

Maak een tabel en lees de waarden af rondom x = 2

5x
l}frzl 3x—6 - %

2_100=0geeft x=10en x =-10

Verticale asymptoten: x = 10 en x =-10

. T 4 _
lim 455 = lim, —Toy = Jim 325 =0
Horizontale asymptoot: y = 0
4 £ 0
. X T X _ —
}l—rgo x2-100 — %ll;%o 1_100 T 1-0 0

<2
x = 0; controleer dit door de bijbehorende linker- en rechter limiet te bepalen met behulp van een
tabel.

X — 00 X — 00 X

2 2
lim 2=1 = lim (ZL— l) = lim (2x— —) =2x
X X X >
De limiet voor x — -« gaat op vergelijkbare wijze.
x = - 3; controleer dit door de bijbehorende linker- en rechter limiet te bepalen met behulp van een
tabel.

Nu kun je het functievoorschrift maar lastig splitsen in twee breuken en teller en noemer delen door
x of zelfs x2 levert ook niet veel bruikbaars op. Maak dus een tabel met x-waarden als 1000, 10000,
enzovoort. Je ziet dan dat ook de functiewaarden blijven oplopen als x — «. En iets vergelijkbaars
gebeurt met de limiet voor x — - .

X —10 x%2-9 1 (x=3)(x+3) 1 _ 1
f&x) = = X3 " x¥3 7 X+3 T x¥3 =X~ 3- X+3
)ll_r)rgo < +3 = 0, dus de scheve asymptoot heeft de vergelijking y = x — 3.
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x—=2 . 1-% 140 _ 1
Jim g =M, T =30=3
X

Je kunt x = 2 direct invullen.

. x-=3 _ 1
Ll{rzl 2x+4 =8
1-3
X>=3X _ i x2_1—0_1
x50 x349x ~ xS0 149 T 140 T

Je ziet dat f(x) niet bestaat op x = 2. De GR-tabel bevestigt dat dit de verticale asymptoot is:
lim f(x) =« en lim f(x) = -
x|2 xT2

De horizontale asymptoot:

34+ =
lim f(0 = lim £00 = lim 2¢L = g 77X - 340 _ 3

De functie bestaat niet als x2 — x =2 = (x —=2)(x+ 1) = 0, dus als x = 2 en x = -1. De GR-tabel
bevestigt dat dit de verticale asymptoten zijn. 11{121 g(x) = » en li% g(x) = -o en hlm1 g(x) = » en
X X X1-

ilﬁ.nl gx) =-

De horizontale asymptoot:

. 1 X s _ 0 _
lim g(x) = Jim g(x) = lim ————> = lim 1-1-2 T 1007~ 0
X

2 2 2
=3x2 _ i X203) gy X203) gy 3 2 -05

lim = 13 X0 = 30373 = 18 =

Xl3m_x13x(x2 9) x13m
Je ziet dat f(x) niet bestaat als x = 0. De GR-tabel bevestigt dat dit de verticale asymptoot is:
}(if%f(X) = en }(iy(l)f(X) =-

Voer in Y1=2X+1/(2X) met het standaardvenster.

Toppen: (-1,-1) en (1,1). Er zijn geen nulpunten.

2
lim +—: = )ll_rgo 2x + % = 2x, dus er is een scheve asymptoot y = 2x.

XS0 2
. 1+4+x2 . 1 .
Jim = )’2 = lim 2x + 5 = 2Xx, dus er is een scheve asymptoot y = 2x.
_ x2-3 _ x%2-4 1 _(x+2)(x=2) 1 x+2
fO=rn=Zz =t = 200 ‘Y2 = 2 +2(x = = 2"‘ +2(x 2 = 2X+1+2(x -2

De scheve asymptoot heeft als vergelijking y = %x + 1 want Xllq_lw ﬁ =0.

Rechterkant gelijknamig maken:

L+L—&+L—R1+R2
Ry " R 7 RiRy; ' RiRy; ©~ RiRp

1 _ Ry+R, R1R,
Invullen: R = RiR, ofwel Rg =R +R2.

. R{‘R . R
lim 172 = lim —1— =R,
Ry—» 1+R2 Ro—o -1 49
Ry

Als R, — « dan loopt door deze weerstand geen stroom meer en speelt dus alleen R; nog een rol.

. R1-R R
lim Rg lm BBy _ R0 _
Rzlo 10 R1+R2 R1+0

Als R, | 0 dan is er geen sprake meer van een weerstand, ongeacht de waarde van R;.
Bedenk dat de integerfunctie alleen de waarden {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} aanneemt.

Zodoende heeft f de algemene vorm (- 1), waarbij n een geheel (positief of negatief) getal is.
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Als x afgerond op een geheel getal even is, dan is

(-1)X=1.Zois f(-1,5) = 17 <11)2

( 1)11113(15) =1

Op een vergelijkbare manier geldt voor een afgeronde oneven x-waarde f(x) = -
De grafiek van f springt dus heen en weer tussen -1 en 1.

Met een open rondje in de grafiek wordt aangegeven dat een punt er niet bij hoort.

y
— Gr—— | —fr— — Gr—
T T T T O ]I. T T T X

Nee, de limiet bestaat niet. De waarde van f(x) blijft tot in de oneindigheid heen en weer springen
en benadert dus niet een eenduidige waarde.

Je ziet dat f(x) niet bestaat als x = % De GR-tabel bevestigt dat dit de verticale asymptoot is:

1116115 f(x) =xen hgl f(x) = - en de verticale asymptoot: x = %

f(x) =0als 6+ x =0 ofwel x =-6.
6+ X L+1

— 3 X —
11m =T _xllniloo T =
X

0_0 = 0,5, dus de horizontale asymptoot is y = 0,5.

Jm 09 =

=(—;0,5)U(0,5; —))8an (—;0,5) U (0,5; =).

3x3

T 2x2

300 _ =1,5x 150

T 2x2 x2

3x3-300 _
2x2

Hierin wordt de term - 1Xi20 verwaarloosbaar klein naarmate x — oo.

3
lim 3X°=300 _ i (1,5X - @) =1,5x
X—® X

X% 2x2
en
3_
lim 3X 200 = lim (1 5x — 1ﬁ) =1,5x.
X>-00 2x X

De scheve asymptoot is y = 1,5x.
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3.4 Continuiteit

Voer in: Y1=(X"2-9)/(X-3), bijvoorbeeld met het standaardvenster.
Bij x = 3.
}(lirSIf(X) = }ggf(X) =6

FOX) = x2-9 _ (x=3)(x+3)

=3 =3 = x + 3 zolang x # 3.

Neem x = 3 en je ziet dat f(3) = % en daar kun je geen uitkomst aan toekennen.

Voer in Y1=(X"2-9)/(X-3) met (bijvoorbeeld) het standaardvenster.
Bekijk een tabel in de buurt van x = 3.

Je maakt de functie f continu door af te spreken dat f(3) = 6 en dat het gegeven functievoorschrift
alleen geldig is voor x # 3.

Voor functie g geldt: lim g(x) = - en lim g(x) = .
x13 x|3

Voer in: Y1=(X-3)/(X"2-9).

f (x) bestaat niet voor x2 — 9 = 0, ofwel x = +3.
x=-3vx=3

Verticale asymptoot: x =-3

Limieten: illmd f(x) =xen ilTII:la f(x) =-0

_ x-3 _ x—=3 _ 1
FO) =275 = c=3yx73) = xa3 s X #3.

Je weet dat er een verticale asymptoot op x = - 3 ligt en een perforatie op x = 3.

1 3
.. . i . x-3 _ . ;_X_Z _
Daarbij heeft f(x) een horizontale asymptoot: Xllr;_fl00 29 = xll,q_}w - % =0
X

Df=(=,-3)U(-33)U (3, =)
1 1
Bf =(«,0)u <O,€> U <€’ _’>
Afspreken dat f(3) = % en dat het gegeven functievoorschrift alleen geldig is zolang x # 3.

Ja, f(O)=0,£1%f(x)=0enl(1{%f(x)=0.
Als x <0Odan g(x) = =* =-1met x # 0

Als x >0dan g(x) = % =1 met x #0
}(l}gf(x) =-1en }(l?g)f(x) =1

Nee, f(0) bestaat niet.

Voer in: Y1=abs(X)/X

Als x > 0is g(x) = X = 1.

Als x <0is g(x) = = =-1.

Nee, er zit een sprong in de grafiek.

De limieten aan weerszijden van x = -2 bereken je door zowel getallen links als getallen rechts van
-2, maar wel steeds dichter in de buurt van -2 te bekijken en na te gaan wat er gebeurt. Doe dit op
de GR-tabel, met een gepaste kleine stapgrootte. Op dezelfde manier bepaal je de limieten rondom
x = 0.
Voor x =-2 geldt lim f(x) = lim f(x) = 3. Voor x = 0 geldt lim f(x) = w en lim f(x) =-»

xT1-2 x]-2 x10 x]0
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Door af te spreken dat f(-2) = 3 en dat het gegeven functievoorschrift alleen geldt voor x # - 2.
We weten dat er een verticale asymptoot op x = -2 ligt en een perforatie op x = 1.

Daarbij heeft f(x) een horizontale asymptoot:

X2-2x=8 _ |y DD _ m X=% _ | I-x _1-0 _ 1

XSFw x242x | xoFeo X(x+2) Xodw X ot L |
Df = (—,-2)U(-2,0)uU (0, —)
B =(<.,1)u(1,3)U (3, =)

Herleid f(x):

(x2-4)(x2-9) _ (x+2)(x=2)(x%-9) _ (x+2)(x2-9)
x2-2x - x(x—2) - X

Mits x + 2.
Voor de nulpunten geldt dus (x + 2)(x2 —9) = 0, ofwel x =-2, x =-3 en x = 3.
Als je de tabel op de GR afleest voor Y1=((X"2-4)(X"2-9))/(X"2-2X) zie je dat de limieten aan weers-

zijden van x = 2 een waarde van y = - 10 naderen. Op (2,-10) is dus een perforatie. Verder is er op
x = 0 een asymptoot.

Als je de grafiek op het standaardscherm bekijkt, zie je ook een minimum. Dat kun je met de optie
‘minimum’ berekenen (afgerond) f(-2,47) = -0,55.

Uit beide limieten komt 0.
Ja.

X _{ﬁ voor x>0

x| -+/-x voor x<0

De vergelijking die je wilt oplossen, is dus: vx < 3.
Dit geeft x = 9. De oplossing van de ongelijkheid is dus x <9, met x # 0.
x+1

|x|+1 X
fx)=5—=1.
x X;1=-1+% voor x <0

=1+% voor x>0

Ja, maar hij is niet zo goed zichtbaar omdat er bij x = 0 een verticale asymptoot optreedt.

Jim f(x) = lim -1+ 4+ =-1

lim f(x)=lim1+5 =1

Je hoeft nu alleen maar 0 in het juiste deel van het functievoorschrift in te vullen: E% f(x) =0en
Ef% f(x)=-2.

% is ongedefinieerd voor x = 1.

Na inspectie van de limieten aan weerszijden van deze x-waarde zie je dat de verticale asymptoot
x =1 is.

De horizontale asymptoot vind je met: )%11)130 XE 7 =0.
Opx=<0:f(x)=0als x2+x =0, ofwel x =0 of x =-1.

Er is een minimum van -% VOoor x = - % dus tot nu toe is Bf =[-0,25; -).

Op x > 0: er is een verticale asymptoot x = 1 en een horizontale asymptoot x = 0.

lim 27 =-2, dus is By = (-2, —)

Dus geldt D¢ = (< ,1) U(1, =)
Bf =(<,-2)U[-0,25;-)

f (x) bestaat voor alle waarden van x behalve als x2—4=0ofwelals x =-2Vv x =2.
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Df =(—,-2)U{(-2,2) U (2, »)
lim f(x) =« en lim f(x) =-, dus x = -2 is een verticale asymptoot.
x1-2 x|-2

li¥r21 f(x) =0en 11}’1‘21 f(x) = 0, dus x = 2 is geen verticale asymptoot. Daar heeft de grafiek een
X X

perforatie.
2 2
Eerst herleiden: f(x) = (zgfi = (X(_x23(2)2+2) = %
2 1-2
. xX=2 _ . x _ 1 _
Jm e =i =Tl
X

Dus de horizontale asymptootis y = 1.

Voor x < -2 geldt f(x) > 1

f (x) bestaat niet voor x = 2 (een perforatie).
Het punt (2,0) is geen punt van de grafiek.
Voor x > -2 geldt f(x) < 1 behalve f(x) =0.
f(x) <1splitsenin f(x) <0VO0O< f(x) <1
Bf =(<,00uU(0,1)u(l, -)

Voor x > 0 geldt: f(x) = @ =5.

Voor x < 0 geldt: f(x) = # =1.

_ [2x1+3x _ 5 wvoor x>0
) X {1 voor x <0

Als x > 0, dan levert %x + 1% = 5 het punt A(7,5) op.
Als x < 0, dan levert %x + 1% =1 het punt B(-1,1) op.

De lengte van lijnstuk AB bereken je met de stelling van Pythagoras: AB2 = (7 — - D2+ (5-1)2.

Je vindt AB = 82 +42 = 445.

De afzonderlijke delen van het functievoorschrift zijn op hun domein continu. Alleen voor x =-2 en
x = 2 moet nader worden onderzocht of de aansluiting goed is.

Voor x = 2 geldt: 11{121 f(x)=0,5en lifrzl f(x) =0,5. Dus daar is de aansluiting goed.
X X

Voor x = -2 geldt: 1le2 f(x)=-0,5en hlm2 f(x) =-0,5. Dus daar is de aansluiting ook goed.
XT- X1l-

f (x) bestaat voor alle waarden van x.
De functie heeft extreme waarden op x =2 en x =-2:

f@)=3enf(-2)=-3.

Df=R

By =[ 73]

Voor x heeft f(x) = 0,125 geen oplossing. Voor -2 < x < 2: ix = 0,125, ofwel x = 0,5. Voor x > 2:

% = 0,125, ofwel x = 8. Als je (een schets van) de grafiek bekijkt, zie je dat voor f(x) > 0,125 geldt

0,5<x<8
Omdat f(1) =2 moet ook 1 + p + q = 2 gelden.
Omdat f(-1) =-2 moet ook 1 — p+ g =-2 gelden.
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Hieruit volgt: p=2en qg=-1.

2x%2 +10x — 12 kun je ontbinden als 2(x + 6)(x — 1).

2(x+6)(x-1)
X—a :

Nu kun je zien dat de grafiek van f een perforatie heeft als a = 1 of a = -6.

De functie kun je schrijven als f(x) =

Voor kleinverbruik was het hoogst mogelijke bedrag P =20 + 0,13 - 600 = 98.
Voor grootverbruik was het laagst mogelijke bedrag P =40 + 0,08 - 600 = 88.
Er is dus een sprong; P is niet continu.

20+0,13x = 88 geeft x = 523,08. Dus vanaf een verbruik van 523,08 was het grootverbruikerstarief
gunstiger.

Oplossing:
(t')2 _c2-vZ2 1
2 - T cz = 1_2_2
(5) = 2
t = 1_2_5
t_ 1
t = 1_1;_;
t_ 1
t 1_2_3

2
Er moet gelden: 1 — 2—2 > 0. Omdat beide snelheden positief zijn en ¢ constant, is het domein [0,c).

De snelheid v kan hoogstens gelijk zijn aan de lichtsnelheid c, dus je zoekt: }}%% 1 = = .

o2
f(0) =1endust’ =t. De waarnemers zien op hetzelfde moment het licht. Ze staan ook op dezelfde
plek, immers als v = 0, dan blijft waarnemer B bij A staan.

Er moet gelden dat t’ = 2¢t.

Los op: 1 = =2

v
1_0_2
1
U2=4
-2
2
ve _ 1
v2 _ 3
c2 — 4

f(x) is ongedefinieerd voor x = +1. Om de limieten rondom x = *+1 te onderzoeken, herleid eerst

2_2x-3 1)(x=3 -3 . "
szfz = 2(("X++1))(("X_1)) = 2("X_1). Zo is het makkelijk om te achterhalen dat:

f(x) als volgt: X
Iy 70 = U 00 = 1
}(ifrll f(x)=-o
}(i{rll f(x) =

Dus de enige verticale asymptoot zit op x = 1.
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1-3

X— : X 1

1 —y = lim = =75

xoFw 2(x=1) 7 xS5Fe 2(1_;) 2

y=0,5

Zoals je al weet, bestaat f(x) voor alle waarden van x, behalve x = +1. Dus is

Df = <(_,'1>U('1,1)U<1, _)>'

f(x) bestaat uit alle waarden van y, behalve die van de horizontale asymptoot (dus y = 0,5), en waar
x =-1: f(-1) = 1. Zodoende is Bf = («—;0,5)U(0,5; 1)U (1; -).

Je kunt beter eerst het functievoorschrift vereenvoudigen (als je dat nog niet hebt gedaan) tot

_ x%2-2x-3 _ (x+1)(x-3) _ x-3
f) =555 = 20ah0-D = 20D alsx #-1.

Wat je dan wilt doen, is f(x) = - x oplossen:

x—3
2(x-1)
-2(x=1) = x-3
“2x2 +2x = x-3
2x2+x+3 =0

= -X

xz—%x—l% =0
(x-13)x+1) =0

x=-1

N~
<

x=1

Hiervan voldoet x = -1 niet vanwege de perforatie in de grafiek. Oplossing: x <-1v1<x =<1,5.

13 x|

Voor x = 0 bestaat g(x) = = niet.

Voor x > 0 geldt: g(x) = 37" = 3.
Voor x < 0 geldt: g(x) = % =-3.
g(-1)=-3 geeftp+q=-3

g(2) =3 geeftdp+q=3

oplossen geeft p=2en q=-5

{p+q=-3
dp+q=3
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3.5 Totaalbeeld

(x +5)%(x = 10) = 0 geeft x =-5V x = 10.
Venster bijvoorbeeld: [-20,20] x [-600,200]
Maximum f(-5) =0

Minimum f(5) =-500

Oplossing:
(x +5)%(x —10) = 16x — 160
(x +5)%(x —10) = 16(x — 10)

x—10 = 0V (x +5)%2 =16
x =10vx=-9vx=-1

f(10)=0,f(-9)=-304en f(-1)=-176.
Dus de snijpunten zijn: (-9,-304), (-1,-176) en (10,0).
Xx<-9v-1<x<10

Verticale asymptoot: x = -2
Horizontale asymptoot: y =-0,5
Df =(—,-2)U(-2, ->)

Bj = (—;-0,5) U(-0,5; =)

Verticale asymptoot: x =1
Horizontale asymptoot: y = 3

Dy=(=.1)yu(l, -)
By =(<.,3)U(B, -)

Geen verticale asymptoot.
Horizontale asymptoot: y = 0
D,=R

B, =[-1,85;0,18]

Nulpunt: x =-5

Verticale asymptoot: x =-10
Minimum f(5) =0

Maximum f(-15) =-20

2 2
_ x“+10x+25 _ x“+10x 25 25
fO)="—=7370— = =310 * x¢10 = X+ X510
25

Als x - o of x = -, dangaatmnaaro.

y = x is de scheve asymptoot.

Laat met behulp van tabellen zien dat 11an12 f(x) = » en dat hlm2 f(x) =-oo.
XT1- XJ{-

Df = ((_1_2)U<_211)U(11 _)>

Het punt (1,0), want 11%111 f(x)=0en 11{111 f(x) =0en f(1) bestaat niet.
X X

De lijn y =1, want }11)130 f(x)=1en Xlewf(x) =1.

X—2 voor x <0
fx)={-x+2 voor O0=sx=<2
X —=2 voor X >2

a+b=2en8a+2b=0.

Dit geeft a =-% enb =2%.
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2_
Het bereik van * T 4

y=1len f(0) =0.

op het interval (< ,-2)U (2, —) is (0,1). Er is immers een horizontale asymptoot

Met de grafische rekenmachine vind je dat het bereik van - %x3 + Z%X op het interval [-2,2] is
[-2,05;2,05].
Dus By = [-2,05;2,05].

y

Voor x < -2 geldt f(x) > x en voor x > 2 geldt f(x) < x.

Voor het interval [-2,2] moet de ongelijkheid - %x?’ + Z%X < x worden opgelost.

Met de grafische rekenmachine vind je dat - %x3 + Z%X = x geldt voor x =-1,58,x =0en x = 1,58.

In de grafiek zie jedat-1,6 < x =0 of x = 1,6.
y

6,7
F=T‘_2

;Ln}o F(r) = 0, dit betekent dat als beide massa’s heel ver van elkaar zijn verwijderd hun onderlinge
aantrekkingskracht ongeveer 0 wordt.

lrifg F(r) = «, dit betekent dat als beide massa’s heel heel dicht bij elkaar komen hun onderlinge
aantrekkingskracht oneindig groot wordt.

Dan is m = mg, dus de rustmassa is de massa van het deeltje als het niet beweegt.

Met ongeveer 0,005%.

Met ongeveer 0,5%.

Osv<c

Ll%’ré m(v) = » en dit betekent dat een deeltje nooit de lichtsnelheid kan bereiken.

}}%rcl m(v) heeft geen betekenis omdat v > ¢ de wortel uit een negatief getal oplevert en zo’n wortel

heeft geen reéle uitkomst.

S R
Him, 271z = i, 517 =05
r

Dus cos (ZM1M2M3) = 0,5, zodat 4M1M2M3 = 60°.
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4.1 Exponentiéle groei

220 = 1048576 lagen.
De oppervlakte wordt al snel te klein om nog te kunnen vouwen en het wordt te dik.

0,15 x 229 = 157286,4 mm dik, dat is meer dan 157 meter.

m ~4,8- 10°6 cm, dus ongeveer 0,00005 mm.

Het getal waarmee de hoeveelheid bacterién elk uur wordt vermenigvuldigd.

Per uur verdubbeld het aantal bacterién. Het aantal bacterién gaat dus van 100% naar 200%. Er
komt dus 100% bij.

Na 12 uur: 6 - 212 = 24576 bacterién.
25.96 _ 25+6 _ 711

g_i —59-4_55

(63)6 — 36— gl8

50.51 — 50+1 _ gl

Ja, dat kan.

25 +25=2.25=26

04=0-0-0-0=0

De uitkomst van 09 is niet te bepalen. Zowel de uitkomst 0 als de uitkomst 1 is te verdedigen. Dit
spreekt elkaar dus tegen.

1,06

800 - 1,06° ~ 1070,58 euro

Hij begint met € 800,00 en heeft elk jaar een groeifactor van 1,06:

S(t) = 800- 1,06t

1,06° ~ 1,34 is de groeifactor per vijf jaar.

Een groeifactor van 1,34 betekent een groei van 34%.

Je vindt telkens ongeveer € 2565,71.

« S(20) =800-1,06%0 = 2565,71
« 1,06%=1,2624 dus 800-1,26245 = 2565,71
. 1,06%=1,3382 dus 800-1,3382% = 2565,71

De groeifactor bij bank A per jaaris 1,03.
De groeifactor bij bank B per jaar is 1,0025'2 = 1,0304.

Bij bank B krijg je iets meer rente.

941 913 885 859 833
970 ~ 0,97, 941 < 0,97, 913 ~ 0,97, 385 ~ 0,97 en 859 ~ 0,97

In 2017 is het aantal jaarabonnementen ongeveer gelijk aan 784000 (doorrekenen met groeifactor
0,97 vanaf het aantal abonnementen in 2015): A(t) = 784 -0,97¢.

In 2031 ist =14, alsjevan t = 0 in 2017 uitgaat. A(14) = 512.

In 2032 ist =15 alsje van t = 0 in 2017 uitgaat. A(15) = 496.

Het aantal abonnees komt in 2022 voor het eerst onder de 500000.
Zie de tabel.

procentuele toename per jaar 13 -6 0,3 15 -2 295 -99

groeifactor per jaar 1,13 0,94 1,003 1,15 0,98 3,95 0,01

2214980 294
(212)7% 2786
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(43)2.644 _ 46.(43)4 _ 45412 _ 418 _ 414

b 162 (42)? 41 44
5 3 4)2 55)3 8.515 23
c 1206277763 _ (6%)"(6°)" _ 6861° _ 623 _ g21
36 62 62 62
224
d 511255224 _ 5112.(52) _ 51125448 _ 5560 _ 5395
12535.(520)3 (53)°°.560 5105.560 — 5165

9a 24.23=27

b 24,(23)4=24,212=216

¢ 23+7.23=8.23=23.23=26

d (23)2_24+23_27=26.24+23.27=210+210=2_210=21_210=211
10 a De oppervlakte wordt elk jaar drie keer zo groot, dus de groeifactor is 3.

Het startgetal is 2 km?:
R=2.3t

b Zie de tabel.

t 0 1 2 B 4 5

R(t) 2 6 18 54 162 486

¢ Er moet gelden R(t) > 1000.
R(5) =486 (1 januari 2019) en R(6) = 1458 (1 januari 2020).

In het jaar 2019 is het hele meer voor het eerst helemaal begroeid met riet.

3214 25
11 a 3T '8125=33'(34) =33'3100=3103

8,10

(498) 7160 7160

— — —_ 70 _
b 7100.34320 — 7100.760 — 7160 — 7=
2631,g112 2631.(23)112 2631,2336 2967 181
C Sex2g3z T 2622.(22)2 = 5622564 = 5686 = 2
2 2 6
g 83643 | (29)°(29)° _ 2693 _ oy

324 - 514 - 220
(2°)

12a N(t) =5000-0,96¢

b N(10)=5000-0,96'0 = 3324
Er zijn dan 3324 herten in het natuurgebied.

c 0,960 ~0,6648.
Dit betekent een groeipercentage van ongeveer - 33,5%.

d N(16) =2602; N(17) = 2498, dus op 1 januari 2031 zijn er 2498 herten en op 1 januari 2030 zijn er
2602 herten.
In de loop van 2030 is het aantal herten gehalveerd.

13a N4, =350000-1,035%
b Stad B heeft op 1 januari 2012 416000 inwoners en er komen er elk jaar 8000 bij.
Dit is een lineair verband: N g = 416000 + 8000t.

Np@2) _ 432000 ~115
N A(2) — 350000-1,0352 re

Stad B heeft op 1 januari 2014 15% meer inwoners.
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Zie de tabel.

t 9 10 11
N 4 477014 493710 510989
Npg 488000 496000 504000

In het jaar 2022 zal stad A meer inwoners krijgen dan stad B.

Bekijk de laatste vier cijfers van de eerste acht machten van 5.

51 = 0005
52 = 0025
53 = 0125
54 = 0625
5° = 3125
56 = 15625
57 =78125
58 = 390625

Als je de laatste vier cijfers van een macht van 5 wilt weten, dan is het voldoende om de laatste vier
cijfers van de vorige macht te weten en deze te vermenigvuldigen met 5 en dan te bekijken wat de
laatste vier cijfers zijn.

Je ziet dat de laatste vier cijfers van 5% en 58 hetzelfde zijn en daarom zullen de laatste vier cijfers
van de machten van 5 zich vanaf daar elke vier stappen herhalen.

De laatste vier cijfers van 512 zijn hetzelfde als die van 58, maar ook die van 52000 en die van 52012,

De laatste vier cijfers van 52013 zijn hetzelfde als die van 5% (2013 = 5 + 2008 = 5 + 4 - 502), dus het
antwoord is 3125.

Verbruik per kilometer: 0,5- 1,12 = 0,605.

Kosten benzine: 0,605-100-1,72 = 104,06.

De rit duurt % = 1,25 uur, dus het arbeidsloon is 45 -1,25 = 56,25.

De totale kosten zijn 104,06 + 56,25 = 160,31 euro.
Stel de snelheid is 60 + 10x km/h.
De brandstofkosten op het traject van 100 km zijn dan 0,5-1,1*-100-1,72.

. . 100
Het arbeidsloon is 50T10x 45,

450
+ 6+x°

De totale kosten zijn dus TK =86-1,1%
Met de grafische rekenmachine vind je dat er een minimum is bij x = 1,05.

Dus bij een snelheid van ongeveer 71 km/h zijn de totale vervoerskosten het laagst.
H(t) = 850-1,032¢

1,032% = 1,13

1,03220 ~ 1,8776, dit komt neer op een groeipercentage van ongeveer 88%.

H(22) = 1699,70 en H(23) = 1754,09

Na 23 jaar is het bedrag voor het eerst hoger dan € 1700,00.

1733
385

529
Elk jaar een waardedaling van 12%. Je moet er niet aan denken.

Een procentuele afname van 12% komt neer op een groeifactor van 0,88. De beginwaarde is deze
situatie is € 5000,00.
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Dus dan krijg je de functie W (t) = 5000 - 0,88¢.

Maak een tabel en breng dit in een overzicht.

t=12:
5000-0,8812 ~ 1078,36
t=13:

5000 -0,8813 ~ 948,95

Dus na 13 jaar.

De groeifactor per jaar is 0,88. Per 5 jaar dus 0,88° =~ 0,528.

Dit komt neer op 1 — 0,528 = 0,472 Dus een afname van (ongeveer) 47,2%.

Bij c heb je de groeifactor per 5 jaar berekend. Dus moet je ook vermenigvuldigen met 0,528.
5000-0,528-0,528 = 1393,92

De groeifactor per 10 jaar kun je vinden met 0,5282 = 0,2787.

1-0,2787 = 0,721. Dus een afname van ongeveer 72,1%.
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4.2 Reéle exponenten

11:00is op t =-1 dus B = 60021 = 300.
Vooruit in de tijd verdubbelt het aantal bacterién zich elk uur. Terug in de tijd halveert het aantal

bacterién zich dus elk uur. Terug in de tijd is de groeifactor daarom %

Ja, door bijvoorbeeld de groeifactor per kwartier te gebruiken. Die is 2025 = ¥2 ~ 1,189

Je wilt het aantal milligram bacterién weten vier uur voor t = 0.
Je vult dus t = -4 in de formule in.

600 - 2°% = 37,5 milligram
Vooruit in de tijd verdubbelt het aantal bacterién zich elk uur. Terug in de tijd halveert het aantal

bacterién zich elk uur. Terug in de tijd is de groeifactor daarom % Vier uur terug in de tijd geeft:

Je wilt 2% uur na t = 0 weten. Je vult daarom t = 2% in in de formule.

Groeifactor peruuris 2 ent = 2%.

1
2

B(21) =622 ~ 3304,

Groeifactor per half uur is 29-5 = 2.

Na 24 uur geldt dus: 6-2-2 -2 ~ 3394.

In drie uur verdubbelt het aantal bacterién zich drie keer, dus 2-2-2 =23 = 8.
De groeifactor per t uren is 2t. De groeifactor per half uur is dus 295 = 2 =~ 1,41.
De groeifactor per t uren is 2. De groeifactor per kwartier is dus 29-2° = 1,19.
Na vijf uur: 600 - 2° = 19200.

Na 5,5 uur: 600 - 255 = 272152.

Na 5,75 uur: 600 - 25/7° = 32290.

Aantal na vijf uur: B(5) = 6-2° =192

Groeifactor na 0,5 uur: 20-°

Groeifactor na 0,25 uur: 2025

Dus: 192.295.20.25 = 323,

In 1600: 1000 - 1,102 10 = 379 miljoen
In 2000: 1000 -1,10219 ~ 2641 miljoen.

Er zijn verschillen, dat komt door het afronden.
1000 -1,005214 =~ 2908 miljoen mensen.

Voer in: Y1=1629*1.005"X
Maak een tabel, je vindt:
N(138) = 1990

N(139) = 2000

139 jaar later (in 2039) is het aantal mensen verdubbeld ten opzichte van het aantal in 1900.

Tussen 1 juli 2014 en 1 januari 2016 zit precies anderhalf jaar, dus t = 1,5:
7500 -1,0421/5 = 7977,43 euro.

Groeifactor per half jaaris v1,042 = 1,0208:
3
7500 - (y1,042)” ~ 7977,43 euro

1
Groeifactor per maand is 1,042 12 =~ 1,0034.
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1118
7500 - (1,0423) ~ 7977,43 euro

De groeifactor heeft bij grote exponenten veel invloed op het antwoord. Vooral bij groeifactoren
in de buurt van 1 kan een kleine afwijking van de groeifactor grote afwijkingen in het antwoord
veroorzaken.

1
De halveringstijd is 5736 jaar. Dus er moet gelden g®376 = 0,5, zodat g = 0,55376 =~ 0,999879. Per

100 jaar vind je dan 0,999879100 = 0,987972.
De groeifactor per eeuw is afgerond op drie decimalen 0,988.

0,988! = 0,28
Los op met de GR: t = 105,44 eeuwen.
Het gebruiksvoorwerp is ongeveer 10544 jaar oud.

A(10) = 25000- 1,110 ~ 64844 inwoners.

127

7
A(10) =25000-1,1'°TZ =25000- 1,1 72 ~ 68551 inwoners

1,1. Dit is gewoon de groeifactor uit de gegeven functie.

1,1% =~ 1,008 dus ongeveer 0,8% per maand.

A(-5) = 15523, dus op 1 januari 2010 waren er 15523 inwoners.
A(-10) = 9639, dus op 1 januari 2005 waren er 9639 inwoners.
1 januari 2011: 7969,24 - 1,06"! = 7518,15 euro

1 januari 2010: 7969,24 - 1,06 2 =~ 7092,60 euro

1 januari 2009: 7969,24 - 1,06 3 = 6691,13 euro

7969,24 -1,06 % ~ 5618,00
Dus in 2006.

PR W LVIc oW
w
©
n
n
-

X=-10
Hij heeft € 5000,00 ingelegd als t = -8 dus op 1 januari 2004.
3000

1200 = 2.5

De groeifactor per drie uur is gelijk aan 2,5.

1
2,53 = 1,357
Het groeipercentage per uur is ongeveer 35,7%.

Neem als beginwaarde nu 1200 bacterieén op t = 0 en als groeifactor per uur 1,357.
Je krijgt dan de functie H(t) = 1200 - 1,357¢.

Voer in: Y1=1200*1.357"X en Y2=600.
Venster bijvoorbeeld: [-5,5] x [0,1200].

De optie intersect geeft x = -2,27.

Er waren om 7:44 uur 600 bacterién aanwezig.

1500 - 1750: groeifactor per jaar ongeveer 1,00115, dus groeipercentage ongeveer 0,12% per jaar.
1750 - 1800: groeifactor per jaar ongeveer 1,00814, dus groeipercentage ongeveer 0,81% per jaar.
1986 - 1997: groeifactor per jaar ongeveer 1,01735, dus groeipercentage ongeveer 1,74% per jaar.
In vier periodes:

Periode 0-1500.
Periode 1500-1800.
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Periode 1800-1950.
Periode 1950-1986.

1
0 - 1500: groeifactor per jaar 21299 = 1,00046, dus groeipercentage ongeveer 0,05% per jaar.

1

1500 - 1800: groeifactor per jaar 2390 =~ 1,002313, dus groeipercentage ongeveer 0,23% per jaar.
1

1800 - 1950: groeifactor per jaar 2759 =~ 1,00463, dus groeipercentage ongeveer 0,46% per jaar.

1
1950 - 1986: groeifactor per jaar 23 =~ 1,01944, dus groeipercentage ongeveer 1,94% per jaar.

Noem de toegestane hoeveelheid A, na het ongeluk is de hoeveelheid 6A.

Dan moet (%)t -6A = A en dit geeft (%)t = %.

Met de GR vind je t = 2,58, dus 2,58 perioden van acht dagen.
Dat is 20,68 dagen. Het hooi moet 21 dagen bewaard blijven.

Ya=1

Intersection
X=2.5849625 Y=1

1
De groeifactor per twee jaar is 0,81, dus de groeifactor per jaar is 0,812 = /0,81 = 0,9.
Je beginhoeveelheid is 1000. Dus: R = 1000 - 0,90t .

Los op 1000 - 0,90t = 800.
De GR geeft t = 2,118, dus ongeveer twee jaar en twee maanden.

Los op 0,90t = 0,5.
Met de GR vind je t = 6,58 jaar.

Als 750 mg is omgezet, is er dus nog 250 mg over. De 1000 mg is dan dus twee keer gehalveerd. Dit
kost twee keer de halveringstijd, dus 26,58 = 13 jaar.

De groeifactor per twee jaaris 0,5.

1
De groeifactor per jaar is 4/0,5 = 0,52 en de groeifactor per drie jaar is 0,51 = 0,354.

Er is na drie jaar nog ongeveer 35,4% van de stof over.
t
(¥0.5)" = 0,001

Voer in: Y1=(0.5"(1/2))"X en Y2=0.001
Venster: [0,50] x [0; 0,002]

Met de optie intersect vind je x = 19,93.

Na ongeveer twintig jaar.

A(t) =10-1,15%, met A(t) in gram per liter.
A(-3)=10- 1,153 = 6,6 gram per liter.

Twee dagen is % deel van een week. Omdat je de concentratie twee dagen voor het begin van de

2
week wil weten voer je voor t de waarde % in: A(- %) =10-1,15 7 = 9,6 gram per liter.

Los de vergelijking 1,15 = 2 met de GR op. Je vindt t = 5. Dus na 35 dagen.

Per 5 jaar g = goog = 0,716

1
en per jaar 0,7165 = 0,936

Neem als beginwaarde 6000 en als groeifactor de bij vraag a gevonden groeifactor per jaar:
g = 0,936. Je krijgt dan de formule N (t) = 6000 -0,936%.
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Bereken bijvoorbeeld N (0) en N (1). Dus N(0) = 6000 en N (1) = 5616. Dus een afname van 6,4%.
Sneller: 1 — 0,936 = 0,064 Dus ook aan afname van 6,4%.
0,936% = 0,5 oplossen met je GR geeft t = 10,4.

Y2=.5

Intersection
¥=10.480031 Y=5

Los op met je GR: 6000 -0,936% = 1000. Dit levert t = 27,09. Dus na 28 jaar.

Y2=1000

Intersection
X=27.090487 Y=1000
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4.3 Exponenten en machten

1
220+
Y19220 197777 1955 _ 1955-54 _ 19
1954 1954 ~ 1954 T -

1
3125.3/3130 _ 3125.(3130)3 _ 3125+10 1

(3112)3 - 31123 - 3136 31
254.(55)9 _ (52)4.545 _ 58.545 _ 553 _5
4/520.17514 (540)%.(53)14 510.542 — 552

-2 1 _ 1
3“= 3259

21 1
2x°3 =2x2.x3 =2x2-¥x
3xl1_4.1. 1 _ 3
2x X 2x T 2x2
3
v 1 4
4:X4=4: - = =
x2% x3
2/x
3 _3.1_ 1
2x =27 % = 13X
1
3 _ _ -15
2Xﬁ_ 1l_1'5X
2x 2

wlN

2 1)2 1)2
(4%x) =(4-X3) =42-(x3) =16x

1 11
2XJX =2x-x2 =2x 2
2 2
2 -3 3 -33
=2.-x2.-x 3=2x "3
x3.9x2

3x5 - (2x3)% = 3x5 22 . x6 = 12x11

X
12.3°05x+1 = 12.3-0.5x.31 = 12.3.(3-0.5)* = 36.- (i)
V3
b=36eng= %
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-1,5 _ 1 _ 3
3x =3 x1.5 7 xyx
ly275 1 1t _ 1 1 1. 1 _ 1
x2.75 7 2 XZ% 2 x24x3  2x29x3
1 _ 1 _ .25
2k - x25 =X
1
1 _ 1.1 _1. 1 _1 .°7
59x 3 3x 3 TI°3
X4
1 __1 _l.x'lé
2xyx ~ 2x1.5 2
3 1,5\3 _ 23 4% 43
(Bxvx)” = (3-x1°)" =33.x" 2 =27x
17105 -85 _ 1983 .19-85 _17-2 _ _1 _ 1
s 1785217831785 =172 = L = o

219 _1y219 72 . ;
(%) 872 = (27177 (23) =2219_2216=23=2i3_%

=

(3)231 ) (%)230 ' 3233 _ 3231 4230 3233 _ 4230 3231 3233 _

1
z — 2231 " 9230 ° 2231 " 3460 ° -z

7102 7102 7102

— — 72 _
(a910)5 ~ ((72)10)5 = 2700 = /7 =49

1
2

O

(463" - (4-1w)

53.(35)15 _ 53.375 _
25,33225 T 52.375 T

(2x3)"-3x5 =24 . x12. . 3x5 = -48x17

2x-x2 2x3 -1
o =25 =2x
x% x3
1 7 .
3x2.¥x _ 3x%2x3 _ 3x3 _1_-3
z = z = T = 3X
9x3.x3  32.x3.x3  32.x3
1.3
(2X 2) 4%
= 8x 3
XX - 11 8X
X 2
1 a1 16 3 13
1ols ae 1 3 431 T2 412112
7 X IX=5-x 3 -x*=5-x x 12 =5x
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Ul

= +2x2 = 12x +2x2 =2x2 +2x2 = 4x2
5

6x

(S]]

12a  f()=3-205%=3.(205)% =3.(y2)"

b f(x)=05X2=0,51%.0,52=(0,51)".0,25=0,25-2%

4-2x

c f(x)=9-(%) =32,(3.1)4_((3.1)-2)X=%_gx

d f(x)=7-52X+1+2-(J§)4X=7-(52)X-5+2-((J§)4)X=35-25><+2-25X=37-25X.

13a 26=2-13

25 = 52
144 = 24 .32
127 =127
202 =2-101
b . (12026773 _ (23%7)°7311 _ 22317501 _ 0
J81.343.693  32.73.32.7.11 3%7%11
1 1
(52196002 _ (5)*(2452.72)2 _g2517 4 _ 4
91 = 713 =~713 T 513~ 85
1
3.23 % % 2 1 2
114 23.33.5)3.[5 12
(1080)3:\53 _( ) ( ) _ 2:353.53 _5%%—5
T = 53 = =

1
(1296)% (24.34)%

14a 35.92=35.(32)°=35.34=31=1

=g
)

-10,(23)5 — 910 915 _ 95 _ 39

15a

16a X23x% _ 3x% _ (13,647 203x1

17 f(x)=12-(+3)
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4.4 Exponentiéle functies

f is positief voor alle x, dus de grafiek van f snijdt de x-as nergens.

f(0) =6, dus de grafiek van f snijdt de y-as in het punt (0,6).

Nee.

Ja, de x-as, dus y = 0.

Jim 6 - 2t =0

De grafiek van f snijdt de y-as in het punt (0,b) en y = 0 is een horizontale asymptoot.
Nee, zelfs voor hele kleine waarden van x (zoals x =-10000) is f(x) > 0.

y=0

Toenemende stijging.

Er geldt:

« als g > 1 is de grafiek voortdurend toenemend dalend;

o als g =1 is de grafiek constant;

« als 0 < g <1 isde grafiek voortdurend afnemend stijgend;

« er zijn geen nulpunten, de x-as is een horizontale asymptoot;
e er zijn geen extremen.

Als er dagelijks 20% minder is, blijft er 80% over. Dus de groeifactor is 0,8
Voer in: Y1=40*%0.8"X

Venster bijvoorbeeld: [0,50] x [0,40]

Voer in: Y2=1

De optie intersect geeft x = 16,531.

Als t > 16,53, dan is de concentratie niet meer meetbaar.

De groeifactor van A is gelijk aan 1,025 en van B is deze 1,031. Groeifactor van B is dus groter dan
die van A. Conclusie: de bevolking bij B groeit harder dan die van A.

Voer in: Y1=750000*%1.025"X en Y2=620000*1.031"X
Venster bijvoorbeeld: [0,50] x [0,2400000]

B(8) = 791,518, dus op 1 januari 2021 heeft stad C 791518 inwoners. Op 1 januari 2013 hadden ze
791518 - 1,083 8 ~ 418247 inwoners.

Noem C het aantal inwoners in duizendtallen van stad C, dan is C(t) = 418,247 - 1,083%, met t = 0
op 1 januari 2013.

Voer in: Y1=750*1.025"X en Y2=418.247*1.083"X
Venster bijvoorbeeld: [0,20] x [0,1500]

De grafieken snijden elkaar bij x = 10,6.
Dus in het jaar 2023 zijn de steden even groot.

Voer in: Y1=2*8"X en Y2=40
Venster bijvoorbeeld: [0,5] x [0,50]

De optie intersect geeft x = 1,440.... In de grafiek zie je dat x < 1,44.

Voer in: Y1=1/3*4"X en Y2=124
Venster bijvoorbeeld: [0,10] x [0,150]

De optie intersect geeft x = 4,269.... In de grafiek zie je dat x = 4,27.

Voer in: Y1=55*%(1/2)"X en Y2=100
Venster bijvoorbeeld: [-10,10] x [0,150]

De optie intersect geeft x =-0,862.... In de grafiek zie je dat x =-0,86.
fexy=b-g*
g* =333 =1,75,dus g = ¥1,75 =~ 1,15.
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10
b-(Y1,75) ~ =200 geeft b ~ 49.
f(x) =49-1,15%
Het startgetal is 1 en het groeipercentage is 5, dus het nieuwe percentage is 5+ 100 = 105 en de
groeifactor is 192 = 1,05. Dus: S(¢) = 1-1,05¢ = 4000.

S(t) en y = 4000 invullen in GR. Snijpunt bepalen: (170,4000).
De € 1,00 moet dus 170 jaar geleden op de rekening zijn gezet.

Ja. Dan neem je het moment dat hij € 4000,00 op zijn rekening had staan als t = 0. S(t) = 1 bij
t =-170, dus kies dan bijvoorbeeld -175 <t <-165.

Nee, want 1,05 kan geen 0 worden. De functiewaarden benaderen 0 echter wel als t hele kleine
waarden aanneemt. Er is dus een horizontale asymptoot S = 0.

Voer in: Y1=50*1.5"X en Y2=200
Venster bijvoorbeeld: [0,10] x [0,300].

De optie intersect geeft x = 3,419.... Aan de grafiek zie je dat x < 3,41.

Voer in: Y1=25*%1.8"X en Y2=250*%0.75"X
Venster bijvoorbeeld: [0,10] x [0,300].

De optie intersect geeft x = 2,630.... Aan de grafiek zie je dat x > 2,63.

Groeifactor per vier maanden: % = 0,815, dus groeifactor per jaar: 0,8153 =~ 0,541.

Op 6 januari 2014 was de straling 2000 Bq, dus een jaar eerder was het 2000 -0,541° 1 =~ 3695 Bq.
2000-0,5412-5 ~ 431 Bq.

Het startgetal is b = 2000 Bq. De groeifactor per jaar is g = 0,541. Dus:

S=b-g!=2000-0,541% met t = 0 als 6 januari 2014.

Bij 1000 Bq is de straling gehalveerd, dus groeifactor van 0,5. Dus: 0,541t = 0,5

y =0,541t en y = 0,5 invullen in GR. Snijpunt bepalen: (1,13;0,5).

Dus na 1,13 jaar is de straling gehalveerd, dus na 1 jaar en 0,13 - 365 = 47,45 dagen.

47 dagen na 6 januari is 47 + 6 — 31 = 22 februari.

De straling was dus minder dan 1000 Bq vanaf 22 februari 2015.

Beide grafieken gaan door (0,10), dus b = 10.

Bij x = 0 heeft f(x) de waarde 10 en bij x = 1 de waarde 20, dus g = 75 = 2. Dus:
f(x)=b-g*=10-2%,

Wl =

Bij x =-1 heeft g(x) de waarde 30 en bij x = 0 de waarde 10, dus g = % =

Dus: g(x)=b-g*=10- (%)X

Bij lineaire groei geldt voor de beginhoeveelheid: € 650,00. Er komt jaarlijks € 50,00 bij, dus
H(t) =650+ 50¢.

Bij exponenti€le groei geldt voor beginhoeveelheid b: € 650,00. Er komt jaarlijks 5,5% bij, dus de
groeifactor is g = % =1,055, zodat I(t) = b - gt = 650-1,055¢.

H (t) en I(t) invullen in GR. Snijpunt bepalen: (12,8;1290). Het levert de huurder dus na dertien jaar
voordeel op.

Voor beiden y = 0 (de x-as).

Voer in: Y1=12*1.5"X en Y2=25%(1/3)"X
Venster bijvoorbeeld: [-5,10] x [-10,25]

De optie intersect geeft x = 0,4879...; in de grafiek zie je dat x < 0,48.
g(0) =25en f(3) =40,5;

AB =32 + (40,5 — 25)2 = /249,25 ~ 15,8.

PAGINA 122 MATH4ALL



13

14 a

15 a

16 a

17

@ FUNCTIES EN GRAFIEKEN » EXPONENTIELE FUNCTIES

f(0) =12, dit geeft b = 12;
92) =24;

a? = (23) 12 = 5 geeft a = (%)% ~0,481.

Hieruit volgt dat h(x) = 12-0,481%.
De groeifactor per dag is 0,8.
Je moet de ongelijkheid 40 - 0,8t < 1 oplossen.

Eerst los je met de grafische rekenmachine de vergelijking 40 - 0,8" = 1 op. Je vindt ¢t = 16,53. Hoe
groter t hoe minder de concentratie wordt. Dus na ongeveer 16 dagen en 13 uur is de stof verdwenen.

Het aantal transistoren A is dan A = 120000 + 117750t met 1982 als t = 0.
Los nu op: 120000 + 117750t = 3100000.

3100000 — 120000 = 2980000 = 117750t
b= 2980000 25,3

= 117750
Het aantal van 3100000 transistoren wordt dus 25 jaar na 1982 bereikt, dus in het jaar 2007.
1971 - 2000 is een periode van 29 jaar. Groeifactor per 29 jaar = % ~ 18667, dus groeifactor

1
42000000)29 =1,4037.

per jaar = (“*3355

1971 - 2014 is een periode van 43 jaar.

A =2250-1,404%3 =~ 4886165278 transistoren volgens Moore.

4310000000
4886165278

A =2250-1,404¢ = 1019.
Aen y=10'9 invullen in GR. Snijpunt bepalen: (45,1;101°).
Dit is dus het geval 45 jaar na 1971, dus in het jaar 2016.

- 100 = 88%, het werkelijke aantal wijkt dus 12% af van de voorspelling van Moore.

Als de groeifactor g > 1 dan is er altijd sprake van een toename. In dit geval is g gelijk aan 1,03 dus
bij dit functievoorschrift is er een toename.

Een toename van 200% betekent dus dat de hoeveelheid 200 + 400 = 600 is. H(t) = 600 geeft
t = 37,167, dus als t > 37,167.

Los op met je GR: 200 - 1,03* < 0,01. Je vindt dan t < -335,043.

De beginwaarde is 850 en de de huurverhoging is 5,5% per jaar. Dit komt neer op een groeifactor
van 1,055. Samen leidt dit tot een het functievoorschrift H(t) = 850 -1,055%.

Los op met je GR: 850 - 1,055¢ > 1000. Dit levert t =~ 3,035, dus na 4 jaar, vanaf 1 januari 2014.

Ga uit van de standaardfunctie f(x) = b- g* en vul de coordinaten (2,80) en (8,200). Dit levert het
80=b-g?
200=b-g8
functievoorschrift f(x) =59-1,165%.

stelsel { op. Dit stelsel heeft als oplossing b = 59 en g = 1,165. Dus dan heb je het
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4.5 Meer exponentiéle functies

y;=-3-0,5%+1

Hierisdus b=-3,g=0,5end =1.

Yy =-3-(0,52)" =-3.0,25% —4=-3.0,25* -4
yy =-3-0,25% -4

Hierisdus b=-3,g=0,52=0,25end =-4.

f1(x) = 3-2* + 1. Door vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 3 en translatie van 1 ten
opzichte van de x-as.

fa(x)=3- (%)X — 1. Hij ontstaat uit de grafiek van y = (%)X door vermenigvuldiging ten opzichte

van de x-as met 3 en translatie van - 1 ten opzichte van de x-as.
f3(x) =-10-1,5% 4+ 100. Geschikte vensterinstellingen bijvoorbeeld [-15,15] x [-175,125].

f)=6-22x"1_12=6-(22) .21 ~12=3- (1) - 12
1 X
v=(z)
De grafiek van f ontstaat uit die van y = (%)X door een vermenigvuldiging in de y-richting met 3

en verschuiven met - 12 in de y-richting.
x=-1
-1
3-(%))(—12 = 0 geeft (%)X =4= (%) endus x =-1
Met 0,5 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en dan translatie van -5 eenheden ten opzichte
van de y-as.

h(x) zal nooit de waarde - 5 kunnen halen. Controleer maar door de functie in te voeren in je GR en
het in beeld te brengen. De horizontale asymptoot is y = -5.

h(x) = % . (%)X — 5. Breng de functie in beeld met je GR.

Voor x mag je alle waarden invullen. Dus Dj, = R. Verder is er een horizontale asymptoot y = -5. Dit
heeft natuurlijk gevolgen voor het bereik: B, = (-5, —).

Voer in: Y1=1/2*(1/3)"X-5 en Y2=0

Venster bijvoorbeeld: [-10,0] x [-5,5]

Gebruik de Intersect-functie om te vinden dat x = -2,09.

De vergelijking is te schrijven als (%)X =2100.

Voer in: Y1=(1/3)"X en Y2=2100
Venster bijvoorbeeld: [-10,0] x [0,2500]
Gebruik de optie intersect: x = -6,963.

Gebruik je GR. Je vindt x <-6,963.

Translatie van - 1 ten opzichte van de y-as, dan met 2 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en
tenslotte translatie van -1 ten opzichte van de x-as.

fix)y=2.2xt1_1=0.2x.21 _1=4.2¥_1

Met 4 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en dan translatie van -1 ten opzichte van de x-as.
Aangezien er alleen veranderingen plaatsvinden ten opzichte van de x-as blijft de x-coordinaat on-
gewijzigd.

De y-codrdinaat wordt eerst met 4 vermenigvuldigd en daarna met -1 verschoven. Je vindt dus
1-4-1=3.

Het nieuwe punt is dan (0,3).

De waarde y = -1 wordt nooit gehaald en dus geldt By = (-1, —-).
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Voor x mag je alle getallen invullen en dus Dy = R.

Aan beide zijden 2v2 optellen.

Beide zijden delen door 4 om de macht vrij te maken.

Beide zijden als macht van 2 schrijven in twee stappen.
Omdat de grondtallen gelijk zijn, de exponenten gelijk stellen.

Met de balansmethode de vergelijking verder oplossen.

Oplossing:
4-3%X+6 = 330
4.3% = 324
3% =81
3¥ = 34
x =4
Oplossing:
1 x+1
V2-(3) " =276

)x+1 _ 27\/5

Wl =

(

(3_1)x+1 _ 33%
3-x-1 = 33%

1

-x—-1 = 3§
-X = 4%

X = -4%

con 1\ _ 1
De vergelijking wordt: (g) > 7.

Voer in: Y1=(1/3)"X en Y2=1/4.

De grafieken snijden elkaar bij x = 1,2618...

De oplossing van de ongelijkheid (zie grafiek) wordt x = 1,261.

De groeifactor 0,998 is kleiner dan 1, dus als t groter wordt neemt K af.
K =20 is de horizontale asymptoot.

De temperatuur van de koffie nadert de omgevingstemperatuur van 20 °C.

Voer in: Y1=60%*%(0.998)"X+20 en Y2=70
Venster bijvoorbeeld: [1,150] x [50,100]

Met intersect vind je x = 91,07, dus na ongeveer 91 seconden is de temperatuur 70 °C.

Voer in: Y=21+60*0.83"X en Y2=50
Venster bijvoorbeeld: [0,20] x [0,100]

x = 3,902, dus na ongeveer 3 uur en 54 minuten.
Dus de koffie is tot 11:54 te drinken.
Alst =0, dan geldt T =21 + 60 = 81.

Met 60 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en daarna een translatie van 21 ten opzichte van
de x-as.

Voer in: Y=21+60*0.83"X en Y2=22
Venster bijvoorbeeld: [0,40] x [0,100]

x = 21,97, dus ongeveer 22 uur. Dat is tot de volgende dag ’s morgens 6:00 uur.
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e Vul bijvoorbeeld voor t heel grote getallen in, T nadert dan 21. De asymptoot is dus y = 21.

De temperatuur in de woonkamer is 21 °C; de constante 21 die steeds meer wordt benaderd is de
omgevingstemperatuur.

9 a Voer in op de grafische rekenmachine: Y1=5"X en Y2=10 en gebruik intersect: x = 1,43.

b Voer in op de grafische rekenmachine: Y1=5"X en Y2=10 en gebruik intersect: x = 1,43. Lees
vervolgens af waar de grafiek van Y1 onder de grafiek van Y2 ligt: x < 1,43.

5
¢ 3-5%+5=10geeft 5* = 3.

Voer in op de grafische rekenmachine: Y1=5"x en Y2=5/3. Gebruik intersect om het snijpunt te
vinden: x = 0,32

d Voer in op de grafische rekenmachine: Y1=5"x en Y2=5/3. Gebruik intersect om het snijpunt te
vinden: x = 0,32

Lees nu af waar de grafiek van Y1 boven de grafiek van Y2 ligt: x > 0,32.
1 3
10a 2y2=2'.22 =22

x=1

N~

b 4% =(22)" =22x
gx+2 — (23)X+2 — 23(x+2)

22X = 23(X+2)

2x = 3x+6
X = -6
c 92X — (32)2X — 34X
1
V3=32
1
34x = 32
1
4X_§
X =3
d 32=2°
22X—1 25
2x—-1 =5
2x = 6
x =3
1 21
e 4Y2=22.22=2°2
2%x+1 22%
Ix+1 =22
1 1
7x =13
x =3
11 a Dat gaat zo:
2-10% = 2000
10X = 1000
x =3
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b Dat gaat zo:
3-2%—-2 =46

3.2%X =48
2X =16
x =4

¢ Dat gaat zo:

6(5* +5) = 180
5%+5 = 30
5% = 25

X = 2

d 162-(3)">2

Eerst vergelijking oplossen:
162-(1)"

(

I
N

)X=ﬁ=81

Wl =

N

X =

Plotten in je GR en aflezen geeft x < 4.

e Eerst vergelijking oplossen:

7+16-1,5% = 43

16-1,5% = 36
1,5 = 39 =2 =225

X =2

Grafiek plotten en aflezen geeft x < 2.

f Eerst de vergelijking oplossen:

10-(1)" = 160
(3 =10
X = -4

Grafiek plotten en aflezen geeft x < -4.
12a f(x)=2¥2-3=2X.22-3=7.2X-3;

a(x) = 2* met % vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en translatie van - 3 ten opzichte van de
x-as

g(x)=4-05¥3-1=4.0,5%.0,53-1=32-0,5%—-1:

X
b(x) = (%) met 32 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en translatie van - 1 ten opzichte van

de x-as
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b Oplossing:

7
f) ='2§
7:2¥-3 =-27
1 1
2% =3
1
2X=§
x = -1

¢ Voerin: Y1=4(1/2)"(X-3)-1 en Y2=1.5
Gebruik de optie intersect: x = 3,68.
Aflezen uit de grafiek geeft x < 3,67.
d g(4)=32.05%-1=32(15)-1=1
Plot de grafiek van g en lees af: als x =4, dan g(x) = 1.

e Bekijk de grafieken op de grafische rekenmachine en lees af welke waarde de grafiek van f wel kan
hebben en welke waarden de grafiek van g niet kan hebben.

Jevindt-3<p=<-1.

f Bereken de twee bijbehorende y-waarden om het verschil hiertussen uit te rekenen. Het verschil is
de gevraagde lengte.

Jevindt A = (-1,-2%) en B = (-1,63).

Dus AB is 63 —-27 = 65% lang.
g Losop f(x)=5en g(x)=5.
%-2"—3:5geeft2x=32 en dus x = 5.

32:0,5% =1 =5 los je op met de GR. Je vindt x = 2,4150.
Dus C = (5,5) en D = (2,4150;5). Dusis CD = 5 —2,4150 = 2,585.
13 a Dat gaat zo:

4.05*-1 =0

4.0,5% =1
0,5 = 0,25

x =2

Grafieken plotten en aflezen geeft x > 2.

b Dat gaat zo:

2.2°x+1 _1 = ¢
2_2—X+1=1

x+1 _ 1

2X+ =5

2°X+1 — < not enough right fences: 1>

-x+1 =-1
-x = -2
X =2

Grafieken plotten en aflezen geeft x < 2

¢ Dat gaat zo:

6-0,25%-4 = 0,75
6-0,25% = 4,75
4,75

0,25X = T
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Los deze vergelijking op met de GR. Je vindt x = 0,169.
Aflezen uit de grafiek geeft x < 0,17.
d Dat gaat zo:

3.0,52x"1_4 = -3,25

3.0,52x-1 = 0,75
0,52x-1 = 0,25
0'52x—1 — 0,52

2x -1 =2
2x = 3
x =1,5

Plotten en aflezen uit de grafiek geeft x > 1,5.

e Dat gaat zo:

3,5%*50 0,5 = 3
3,5x+50 = 3,5
3’5X+50 = 3'51

x+50 =1
x = -49

Plotten en aflezen uit de grafiek geeft x > -49.

f Dat gaat zo:

2% +1 = -7
-2% = -8
2X =8
x =3

Plotten en aflezen uit de grafiek geeft x < 3
14 a 540-0,95¢ is dalend, dus 540 — 540 - 0,95 is stijgend.
b y=540
¢ 75% van 540 is 405.
Los de vergelijking 405 = 540 — 540 - 0,95¢ met de GR op. Je vindt t = 27,03.
Dus na ongeveer 27 minuten.

15 a Dat gaat zo:

2.4%"1 1 4% = 96
2-41.4x44x% = 96
0,5-4%X +4X = 96
1,5-4% = 96

4% = 64 =43
x =3

b Dat gaat zo:

253X—6 — (52)3X—6 — 52(3)(—6)

x—4 = 2(3x —6)
x—4 =6x-12
-bx = -8
5x = 8
X = %:1,6
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¢ Dat gaat zo:

2;"2 _ 22(x—1)

%xz =2(x-1)

%xz =2x-2

x2 = 4x -4
x2—4x+4 =0
x=2)2=0
X =2

3X+2_3X—2 — 2&
3X.32-3x.32 = 226

3%X.9-3x.

Ol O~

3%.8
26 8 1
3% = 2—/8§ -1
x = -1
16 a Los eerst de vergelijking op:
_42(x+1) _ o — 24x+4 _ 1

_ (22)2(X+1) -2 24x+4 -10
_22(2(X+1)) -2 = 24X+4 -10
_24X+4 -2 = 24X+4 -10

2.24X+4 =8
21 '24X+4 =8

24x+5 — 23
4x+5 = 3
4x = -2

1

X = -3

Plotten en aflezen van de grafiek geeft x = %
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Dat gaat zo:

1,2
So% = 324275
1.2
324.273% .92 = 4

(4-34) . (337 (32 = 4

4.34.3x%.34x = 4
34 .3x% . 3-4x _ 130

x2-4x+4 =0

x=22=0

x =2

Dat gaat zo:
8. (1) +5 = 5x+25
5-(51)+5 =5%+25

5.5X45 = 5X425
5.5X_5X = 25-5

4.5% =20
5% =15
x = -1

Plotten en aflezen uit de grafiek geeft x =-1

fx)=y=2%

y = 32X ontstaat door met 3 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

y =3-2% —7 = g(x) ontstaat daarna uit translatie van - 7 ten opzichte van de x-as.

Hoe klein x is ook is, de term 3 - 2% zal altijd iets boven de 0 blijven. De uitdrukking 3 - 2% — 7 zal
daarom nooit de waarde - 7 halen en dus is de gevraagde horizontale asymptoot y =-7.

Het bereik is daarom B, = (-7, —). Voor de x mag je alle getallen invullen, dus D, = R.
Los de vergelijking 3 -2* — 7 = 100 met de GR op. Je vindt x = 5,157.

Aan de grafiek van g zie je dat moet gelden x = 5,16.
Fo0=-15-(3)" +5=-15-(3) - (3) +5=3:(3)" +5

De grafiek van f ontstaat uit de grafiek van y = (%) * door met - 3 te vermenigvuldigen ten opzichte

van de x-as en daarna de translatie van 5 ten opzichte van de x-as.
Grondtal is % geeft een dalende grafiek. Vervolgens met - 3 vermenigvuldigen ten opzichte van de

x-as, dus een stijgende grafiek.

f heeft een stijgende grafiek.

Hoe groot x ook is, de term -3 - (%)X zal altijd negatief zijn, hoe klein ook. Daarom zal de grafiek de
y-waarde 5 nooit bereiken en is de lijn y = 5 de horizontale asymptoot. Het bereik is dan B, = (< ,5).
Bepaal met je GR het snijpunt van de grafiek van f met de x-as. Je vindt (-0,74; 0).

Omdat de grafiek van f stijgt, is de oplossing x <-0,74.

X <?2

x<1,5

Houd er rekening mee dat beide functies een asymptoot hebben. Voor f(x) is deze asymptoot de lijn
y =-2 envoor g(x) is dit de lijn y = 2.
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Hieruit volgt het gevraagde bereik: B F= (-2,->)en B g= (2, -).
Los eerst de vergelijking op:

gx)=35

(3) +2=5

1 x—-1
(z) =3
Los deze vergelijking op met de GR. Je vindt x = -0,585.
Aflezen van de grafiek geeft x =-0,58.

Y2=5

Intersection
X=".5849625

\\\\“=—-____

Y=5

WINDOW
Xmin=-5
Xmax=5
Xscl=1
Ymin=0
Ymax=10
Yscl=1

Xres=1
aX=.03787878787878
TraceStep=.07575757575757

Probeer met je GR enkele waarden voor p uit. Voor y-waarden lager of gelijk aan -2 (y = -2 is de
horizontale asymptoot) zijn er geen oplossingen.

Bereken de y-waarden bij x = -3 voor zowel f(x) als g(x)
A= ( 3,-1 %) en B = (-3,18). De lengte die je zoekt is het verschil tussen beide y-waarden. AB heeft
een lengte van 18 — - 1% = 19%.

Losop: f(x)=7eng(x)=7.

2X-2=7
2X=9
Los deze vergelijking op met de GR. Je vindt x = 3,170.
-1
(1) 2=
1yx—1
(z) =5

Los deze vergelijking op met de GR. Je vindt x = -1,322.
C =(3,170;7) en D = (-1,322;7), dus CD heeft een lengte van ongeveer 4,49.
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4.6 Totaalbeeld

Oplossing:
-354+5-3X75 = 100
5-3¥7% = 135
3X=5 = 27=33
x—5=3
x =8

Los de vergelijking (%)X =75 met de GR op. Je vindt x = -6,229.

Aan de grafieken van y, = (%)X —50 en y, = 25 zie je dat moet gelden x = -6,22.

Los de vergelijking 500 - 1,5% = 300 - 2X met de GR op. Je vindt x = 1,776.
Aan de grafieken van y; =500-1,5% en y, = 300 - 2% zie je dat moet gelden x < 1,78.
Oplossing:

(37 -z

(1) = (@22t

- X+4 _ 92(-x=2) 94

2-X+4 — 9-2x-4+4 _ 9-2x

-x+4 = -2x

x = -4

Plotten en aflezen uit de grafiek geeft x <-4
g=1,02
p(t) =43000-1,02t
Los de vergelijking 1,02 = 2 met de GR op. Je vindt t = 35,003, dus 35 jaar.
p(-3) =43000-1,02°3 ~ 40519,86 dus 40520 passagiers
1,0219 = 1,2190

1,02% ~ 1,00496

Factor 0,802

100-0,8022,5 ~ 57,6

Er wordt ongeveer 57,6% doorgelaten, dus ongeveer 42,4% wordt geabsorbeerd.
Los op 100 -0,802¢ = 10, dit geeft 0,8029 = 0,1.

Los deze vergelijking op met de GR. Je vindt d = 10,44.

Dus de laag moet ongeveer 10,44 cm dik zijn.

De groeifactor per mm is 0,80291 =~ 0,978.

Voer in: Y1=19-13*¥0.78"X en Y2=6+13*0.78"X
Venster bijvoorbeeld: [0,25] x [0,20]

Alst =0dan T; =6 en Ty = 19. Dus T hoort bij de melk en T, hoort bij de cola.

tlirrolo T1 =6,dus T =6 is de horizontale asymptoot.

tlinolo T5=19,dus T =19 is de asymptoot.

Cola had kamertemperatuur, dus kamertemperatuur is 19 °C. Voor hetzelfde geld kan je zeggen dat
de fles melk op kamertemperatuur komt, en dat is de asymptoot van T, (ofwel T =19).

Met GR snijpunt bepalen geeft t = 2,79, dus na ongeveer 2 minuten en 49 seconden.

FO) =-128-42X"3 112 =-128-(42)" 43412 =-2.16X + 12
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De standaardfunctie y = 16*.

Eerst met -2 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en daarna translatie van 12 ten opzichte
van de x-as.

f is gedefinieerd voor alle waarden van x, dus Dy = R.

Gezien Xlew f(x)=12en ;1_1;:1)0 f(x) =-m,is y = 12 de horizontale asymptoot, en Bf = («,12).

f-1 = 11%, dus de grafiek gaat door de punten A(- 1; 11%) en B(2,5).

1
3

3= -2 dusg=(5)° =0,750.

=—7'
11%

g

h(2) = b-0,750% = 5 geeft b = 8,9.

Dus h(x) =8,9-0,750%

R =1000-0,90*

Los op 1000 - 0,90 = 800, dus 0,90 = 0,8. De GR geeft t = 2,118, dus 2 jaar en 1 maand.
Los op 0,90¢ = 0,5. De GR geeft t = 6,58 jaar.

750 ligt midden tussen 500 en 1000, schatting 2,8 jaar.

1,021

1971: 3,68 mld; 1988: 5,23 mld; 1900: 0,84 mld; 0: 5,96 - 109 mld, hetgeen nogal ongeloofwaardig
is. De aanname, dat de groeifactor constant is, is dus onjuist.

B=3,6-1,021! mid.
B(80) = 18,98 mld. Dus de 9 mld volgens het Wereldbevolkingsrapport uit 1999 zit daar ver onder.

Uit het voorgaande resultaat volgt dat de groei van de wereldbevolking zal afremmen. En dat moet
ook wel want onze planeet heeft te weinig grondstoffen om een exponentieel groeiend aantal mensen
op den duur van voedsel en woonruimte te voorzien.

Het aantal volwassen vissen in een bepaald jaar bereken je zo:
200.000 + % - aantal volwassen vissen van het voorgaande jaar+0,10-5.000.000

Doen, gebruik je GR.

Begin met N (t) = 2100000 — b - gt. Uit N(0) = 200000 volgt b = 1900000. Gebruik bijvoorbeeld
N (5) om g te berekenen.

De groei wordt op den duur steeds langzamer.

Elke nacht wordt 3% van het water ververst, 97% niet, dus er blijft 0,97 - 500 = 485 g ureum over.
De tweede dag komt er weer 500 g ureum bij, samen 985 g. Aan het begin van de derde dag is daar
nog 97% van over: 0,97 - 985 = 955,45 g.

Begin dag 3: 955,45 g en eind dag 3: 1455,45 g. Begin dag 4: 1411,79 g en eind dag 3: 1911,79 g.
Begin dag 5: 1854,43 g en eind dag 3: 2354,43 g. Dus in de loop van de vijfde dag.

Nu wordt 20% van het totaal ververst. Er blijft dus 80% van U + 500 over, dat is
0,8(U + 500) = 0,8U +400

500-0,8™ > 0 voor elke n, dus 2000 — 500 - 0,8™ < 2000 voor elke n.
Eigen antwoord.
1,035t = 2 oplossen met de GR geeft t = 20,15. Na 21 jaar is het bedrag verdubbeld.

G = 10000 - 1,035 ~ 14105,99. Dit betekent een rente van #19%99 < 410,60 per jaar en dat is

ongeveer 4,1%.
26152130 _ ( 0485, dus 4,85%.
1

10000 - g19 = 14475 en dus is g = 1,447570 = 1,0377. De groeirekening moet een rentepercentage
hebben van 3,77%.
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